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Vorrede. 


Als  ich  die  Bearbeitung  von  George  Salmon's  schon 
berrihmlcm  Werke  „A  Treatise  on  Conic  Sections"  unter- 
nahm, sah  ich  den  Grund  seines  seltenen  Erfolgs  in  der  licht- 
Tollcn  Darstellung  derjenigen  neueren  Methoden,  durch  welche  die 
analytische  Geometrie  iiber  das  Coordinatensystem  des  Cartesius 
hinausgeführt  und  dann  immer  mehr  zu  einer  selbständigen  Wis- 
senschaft entwickelt  worden  ist.  Dasselbe  erschien  mir  als  ein 
erster  und  zugleich  ein  wohlgelungener  Versuch  zur  Lösung  einer 
wichtigen  und  zeitgemässen,  ja  drängenden  Aufgabe,  nämlich  der 
Aufgabe,  in  einem  Buche  von  massigem  Umfange  von  den  Ele- 
menten zu  dem  gegenwärtigen  Standpunkt  der  wissenschaftlichen 
Arbeit  hinzuführen.  Na^h  meiner  besonderen  Auffassung  dieser 
Aufgabe  und  des  Verhältnisses  deutscher  Studirenden  zu  ihr  wagte 
ich  zugleich  mit  Billigung  und  unter  freundschaftiicher  Förderung 
des  Verfassers  eine  Reihe  von  Veränderungen  und  Erweiterungen, 
insbesondere  die  Einführung  des  Systems  der  trimetrisch'en  Linien- 
coordinaten  und  die  des  wichtigen  Instruments  der  Determinan- 
ten; denn  nur  dadurch  schien  mir  das  Buch  jenem  Zwecke  der 
Einfuhrung  in  die  gegenwärtige  wissenschaftliche  Situation  der 
analytischen  Geometrie  ganz  entsprechen  zu  können. 

Diese  Ueberzeugung  ist  seitdem  in  mir  nur  noch  befestigt 
worden. 

Beim  Erscheinen  dieser  neuen  Ausgabe  ist  es  mir  vor  Allem 
Bedürfniss,  meiner  Dankbarkeit  Ausdruck  zu  geben  für  die 
Theilnahme,  welche  so  viele  werthe  Fachgenossen  in  Nähe  und 
Ferne  und  insbesondere  mehrere  der  hervorragendsten  Gelehrten 
meinem  Buche  gewidmet  haben.    Möge  sie  mir  und  ihm  auch  in 
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der  Folge  erhalten  bleiben!  Den  ausruhrlichen  inhaUrelchen 
Briefen  der  Herren  Höbius,  Hesse  und  des  seitdem  leider 
schon  der  Wissenschaft  entrissenen  Joachimsthal  danke  ich 
das  erste  Gefühl  der  Sicherheit  darüber,  dass  im  Allgemeinen  der 
eingeschlagene  Weg  der  rechte  sei  und  zugleich  die  mir  ebenso 
werthvolle  Kenntniss  eir'ger  von  ihren  abweichenden  Wünschen.  In 
gleicher  Weise  bin  ich  durch  die  ausdauernde  Theilnahme  der 
Herren  Aronhold,  Cayley  und  Cremona  und  durch  die  reichen 
brieflichen  und  literarischen  Mittheiiungen  meines  verehrten  Freun- 
des Clebsch  gefördert  worden.  Durch  die  sorgfältige  Beachtung 
der  mir  so  bekannt  gewordenen  Wünsche  und  Rathschlage  glaube 
ich  am  besten  dem  grösseren  mathematischen  Publikum  zu  die- 
nen, Mdches  diess  Buch  so  freundlich  aufgenommen  hat,  dass 
es  nach  kaum  mehr  als  vier  Jahren  gänzlich  vergriffen  war.  Die 
wesentlich  veränderte  zu  einem  guten  Theil  neugeschriebene 
IV.  Auflage  des  Originals  (1863)  kam  diesem  Bestreben  gleich- 
falls höchst  wirksam  zu  HUfe;  denn  in  ihr  hat  der  Autor  durch 
stärkere  Betonung  des  Princips  der  Dualität  und  durch  Hinzu- 
fügung eines  inhaltreichen  Kapitels  über  die  Invarianten  und 
Covarianten  sein  Werk  in  demselben  Sinne  erweitert,  wenn  er 
auch  den  von  mir  eingeschlagenen  Weg  insofern  nicht  gegangen 
ist,  als  er  die  Determinanten  und  die  Liniencoordinaten  aus- 
schliesst.  Endlich  haben  seine  freundschaftlichen  Briefe  mir  einige 
werthvoUe  Notizen  auch  für  diese  neue  Ausgabe  zugebracht. 

So  ist  dieselbe  fast  ein  neues  Buch  zu  nennen.  In  den  er- 
sten Kapiteln  sind  die  pädagogisch  glücklichen  Veränderungen  in 
der  Anordnung  des  Stoffes  befolgt,  welche  die  IV.  Auflage  des 
Originals  gab.  In  den  Kapiteln  V  bis  XIII  sodann,  in  welchen 
sonst  nur  in  Einzelheiten  geändert  ist,  macht  die  vorliegende 
Ausgabe  den  nun  wohl  zeitgemässen  Uebergang  zu  der  Indices- 
bezeichnung,  die  durch  die  Determinantentheorie  geradezu 
gefordert  und  deshalb  in  den  deutschen  wissenschaftlichen  Ar- 
beiten jetzt  fast  ausnahmslos  benutzt  wird.  Die  Unbequemlichkeit, 
die  ein  solcher  Wechsel  der  Bezeichnungsweise  für  denjenigen 
mit  sich  bringt,  der  in  eine  andere  eingewöhnt  war,  schätze  ich 
nicht  klein;  den  Gewinn  der  Consequenz  und  logischen  Durch- 
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sichtigkeit  derselben  halte  ich  aber  für  gross  genug,  sie  aufzu- 
wiegen;  die  beiden  Bände  der  Vorlesungen  über  die  analytische 
Geometrie  von  Hesse  (Leipzig,  Teubner  1861  und  1864)  haben 
der  Methode  der  Indices  sicher  schon  auch  in  weiteren  Kreisen 
Freunde  gewonnen. 

Während  sodann  in  der  ersten  Ausgabe  die  Determinanten 
erst  im  XV.  Kapitel  eingeführt  wurden,  erscheinen  sie  nun  be- 
reits im  IV.  gleichzeitig  mit  den  trimetrischen  Coordinatensyste- 
uien  und  dienen  mit  zur  Begründung  der  das  Princip  der  Dualität 
so  rein  ausprägenden  Systeme  der  Verhältnisscoordinaten ;  die 
Anwendungen  auf  die  Geometrie  des  Punktes  und  der  geraden 
Linie  erscheinen  nun  an  dem  ihnen  zukommenden  Orte,  und  es  ent- 
spricht ganz  der  natürlichen  Beziehung  der  Determinanten  zu 
den  homogenen  und  allgemeinen  Gleichungen  und  ist  hierdurch 
genügend  vorbereitet,  wenn  sie  später  mit  den  allgemeinen  Me- 
thoden in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  wieder  auftreten. 

In  den  TheUen  des  Buches  aber,  welche  den  letzteren  ge- 
widmet sind  —  der  grösseren  Hälfte  desselben  —  sind  tiefgehende 
Veränderungen  in  der  Anordnung  des  Stoffes  und  bedeutende  Er- 
weiterungen des  Materials  vorgenommen  worden,  um  die  Voll- 
ständigkeit und  Geschlossenheit  der  methodischen  Entwickelung  zu 
erhöhen.  Das  XIV.  Kapitel  der  ersten  Ausgabe  ist  einer  natürlichen 
gruppenweisen  Sonderung  des  Stoffes  entsprechend  in  vier  Kapitel 
(XV— XVIII)  getrennt,  es  ist  aber  zugleich  die  vollständige  Ent- 
wickelung der  harmonischen  und  auf  das  Doppelverhältniss  be- 
züglichen Eigenschaften,  welche  früher  den  2.  Abschnitt  des 
Schlusskapitels  (XVI  Geometrische  Methoden)  bildete,  an  der  gehö- 
rigen Stelle  (Kap.  XVI,  XVII)  denselben  eingefügt  und  diesen  Eigen- 
schaften dadurch  die  ihrer  Wichtigkeit  entsprechende  centrale  Stel- 
lung gegeben  worden.  Durch  diese  Veränderung  ist  alles  Folgende 
wesentlich  bedingt.  Denn  nach  dem  Kap.  XIX  von  der  aligemei- 
nen homogenen  Gleichung  zweiten  Grades  folgt  das  neue  Kapitel 
XX  von  den  Invarianten  und  Covarianten  der  binären  Formen 
oder  die  rein  analytische  Theorie  der  Grundgebilde  erster  Stufe 
und  hierdurch  begründet  und  erweitert  das  Kapitel  XXI  von  den 
Invarianten  und  Covarianten  der  ternären  Formen  oder  der  Sy- 
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steme  von  Kegelschnitten ;  hier  ist  auch  der  Transformation  zweier 
Kegelschnitte  auf  das  gemeinschaftliche  System  harmonischer  Pole 
die  gebührende  Aufmerksamkeit  zugewendet  worden.  Die  An- 
wendungen der  Invariantentheorie  auf  die  Ilauptaxentransfornia- 
tion,  auf  die  Charaktere  der  individuellen  Kegelschnitte,  die  Be- 
stimmung der  Brennpunkte,  etc.  sind  aber  im  Kapitel  XXII  als 
Vorbereitungen  zur  analytischen  Theorie  der  Metrik  vereinigt 
und  mit  der  Betrachtung  der  linearen  Substitutionen  unter  dem 
Gesichtspunkt  der  geometrischen  Verwandtschaften  verbunden  wor- 
den. Im  Kapitel  XXIII  und.  XXIV  schlicssen  sich  daran  die  spe- 
ciellen  Methoden  der  reciproken  Polaren  und  der  Projection  und 
am  Schluss  der  Darstellung  .  der  ersteren  ist  auch  auf  andere 
geometrische  Verwandtschaften  einige  Rücksicht  genommen  wor- 
den. Mit  dem  XXV.  Kapitel  von  der  Bestimmung  der  Kegel- 
schnitte und  der  Methode  der  Charakteristiken  schliesst  sodann 
die  EntWickelung;  denn  diess  Kapitel  führt  am  weitesten  über  die 
Theorie  der  Kegelschnitte  hinaus  zu  der  der  höheren  Curven.  Auf  den 
Zusammenhang,  in  welchem  die  analytische  Begründung  der  Geo- 
metrie des  Maasses  (Art.  366  f.)  in  diesem  Entwickelungsgange  er- 
scheint, glaube  ich  besonderes  Gewicht  legen  zu  dürfen;  denn  die 
analytische  Untersuchung  in  allgemeinster  Form  giebt  statt  der 
analytischen  Behandlung  gewisser  Theile  der  Geometrie  ein  voll- 
ständiges System  der  analytischen  Geometrie  erst  dadurch,  dass  sie 
auch  die  Entwickelung  dieser  durch  die  Elemente  längstbekannteii 
und  scheinbar  endgültig  erledigten  metrischen  GrundbegrifTc  als 
ihre  Consequönzen  und  zugleich  als  Specialisirungen  der  wahrhaft 
allgemeinen  Anschauungen  nachweisst.  Auch  die  grossen  Principien 
der  Dualität  und  Continuität  erhalten  von  da  aus  neues  Licht. 

So  enthalten  nun  die  Kapitel  IV,  X,  XVbisXXV  die  Entwickelung 
der  aligemeinen  Methoden,  letztere  in  geschlossener  Reihe  an  den 
Kegelschnitten  im  Allgemeinen,  erstere  beide,  als  Vorläufer,  in  den 
speciellen  Fällen  der  geraden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises ; 
dagegen  geben  die  Kapitel  I  bis  III,  V  bis  IX,  XI  bis  XIII  vollstän- 
dig das,  was  von  einem  ausführlichen  elementaren  Cursus  der  analy- 
ytischen  Geometrie  gefordert  werden  kann.  Dabei  glaube  ich  an- 
führen zu  müssen,   dass  die  Art.  66,  70  bis  83,  293,  296  bis 
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301,  303,  313,  318,  319,  325,  330  bis  345,  357,  358,  362, 
366  bis  380,  397  bis  401,  408,  41G,  424  bis  433  nicht  im 
Original  enthalten  sind. 

Ich  wünsche  hoffen  zu  diirfen,  dass  ich  dem  Ziele,  einer  in 
methodischer  Hinsicht  vollständigen  analytischen  Geometrie  der 
Kegelschnitte  um  einen  Schritt  näher  gekommen  sei;  denn  ich 
habe  der  Vorbereitung  dieser  neuen  Ausgabe  durch  länger  als 
ein  Jahr  alle  meine  Müsse  gewidmet.  Zugleich  ist  die  Vergrös- 
serung  der  pädagogischen  Brauchbarkeit  durch  bedeutende  Ver- 
mehrung der  Aufgabensammlung,  namentlich  in  der  zweiten  Hälfte 
(Kapitel  XV  f.)  angeatrebt  worden ;  so  dass  nun  die  vorgetragenen 
Methoden  durch  über  800  geordnete  Aufgaben  erläutert  erscheinen. 

Endlich  habe  ich  den  Bedürfnissen  weiteren  Studiums  durch 
die  Verweisung  auf  die  classischen  Hauptwerke  des  Faches  im 
Texte  und  die  angehängten  Quellen-  und  Literatur-Nachweisungen 
zu  entsprechen  gesucht;  ich  habe  aus  den  Schätzen  der  wissen- 
schaftlichen Zeitschriften  wichtige  und  beachtenswerthe  neuere 
Arbeiten  sowohl  als  werlhvollc  ältere  angeführt,  die  mit  dem 
Texte  methodisch  oder  nach  dem  behandelten  Material  in  Ver- 
bindung stehen,  und  dabei  der  Pflicht  genügt,  die  Quellen  zu 
bezeichnen,  aus  welchen  ich  geschöpft  habe. 

Aber  einer  derselben,  der  ich  mehrere  werthvolle  Bereiche- 
rungen dieser  Arbeit  verdanke,  muss  ich  hier  schliesslich  beson- 
ders gedenken ;  es  ist  ein  Manuscript  nach  seinen  in  Giessen  (1863) 
gehaltenen  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  der  Ebene, 
welches  mir  Prof.  Clebsch  zur  Benutzung  anvertraut  hat.  Ich 
muss  anführen ,  dass  die  Ableitung  der  beiden  Systeme  homogener 
Coordinat^n.  in  Art.  80,  ein  Theil  der  Entwickelungen  der  Art. 
296,  325,  331,  332,  358  (auch  Aufg.  4  dieses  Artikels),  362,  375 
und  379  diesem  Manuscripte  entnommen  sind. 

Damit  empfehle  ich  von  Neuem  diese  Arbeit  der  Beachtung  des 
mathematischen  Publikums  und  wünsche,  dass  sie  ihren  Theil  bei- 
trage  zur  Verbreitung  und  Eutwickelung  der  analytischen  Geometrie. 

Prag  im  Mai  1866. 

Dr.  WUhelm  Fiedler. 
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Der     Punkt. 
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1.  Die  folgende  Methode  zur  Bestimmung  der  Lage  eines 
Punktes  in  der  Ebene  ward  von  Fermat  und  Des  Cacies 
(Geometrie,  1637)  und  durch  die  Geometer  in  der  Folge  all- 
gemein gebraucht*). 

Man  nimmt  an,  dass  die  Lage 
von  zwei  geraden  Linien  XX\  YY' 
gegeben  sei,  welche  sich  im 
Punkte  0  durchschneiden.  Wenn 
man  dann  durch  irgend  einen 
Punkt  P  ihrer  Ebene  PM,  PN       ^ 

parallel  zu  YY'  und  XX'  re-    

spective  zieht,  so  erfährt  man 
offenbar  aus  der  Lage  des  Punk- 
tes P  die  Längen  der  Parallelen 
Püf,  PN^  und  würde  umgekehrt 
aus  den  bekannten  Längen  von 
PM  und  PN  die  Lage  des  Punktes  P  bestimmen.  Setzt  man 
z.  B.  voraus,  es  sei  PN  =  a,  PM  =  h  gegeben,  so  hat  man 
OM  =^  a  und  ON  =  b  abzutragen  und  die  zu  YY\  XX'  re- 
spective  Parallelen  MP^  NP  zu  ziehen,  welche  sich  alsdann  in 
dem  Punkte  P  durchschneiden.  Es  ist  üblich,  die  Länge  der  zu 
TY"  parallelen  Linie  PM  durch  y  und  die  der  zu  XXt  paralle- 
len Linie  PN  durch  x  zu  bezeichnen  und  man  sagt  von  dem 
Punkte  P,  dass  er  durch  die  Gleichungeq  ^  =  a,  ^  c=3  6  be- 
stimmt ist. 


^)  Vergl.  „Historische  Bemerkungen*'  von  R.  Baltzer  (III)  in  den 
Berichten  der  mathem.  phys.  Classe  der  König].  Sachs.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  1865. 

SalmoD,  Anal.6^nm.d.Kegr»1<«chn.  2.  Aufl.  \ 
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2.  Die  Parallelen  MP,  NP  werden  die  CoordinatcD  des 
Punktes  P  genannt;  die  Parallele  zu  YY'  insbesondere  gewühn- 
lich  die  Ordinale  und  die  Parallele  zu  JT^,  nclche  dem  durrh 
diese  besLiinmtcn  Abschnitte  OM  gleicli  ist,  die  Abscisue  de.: 
Punktes  P.  Die  festen  geraden  Linien  XX'  und  YY'  werden  als 
die  Coordinaten-Axen  und  der  Punkt  0,  in  welchem  sie  sich 
durchschneiden,  als  Anfangspunkt  bezeichnet.  Alan  nennt  die 
Axen  rechtwinklig  oder  schiefwinklig,  je  nachdem  <ler  Wiukil. 
unter  welchem  sie  sieh  schneiden,  ein  rechter  ist  oder  nicht. 

Man  sieht  leicht,  dass  die  Coordinaten  der  Punkte  M,  N,  (I 
in  der  vorigen  Figur  respeclive  sind 

X  =  a,    y  =  0:   X  =  0,    y  =  6;    a:  =  0,   y  =  0. 

3.  Damit  den  Gleichungen  x  =  a,  y  =  b  nur  durch  einen 
Punkt  genügt  werde,  ist  es  nüthig  nicht  allein  die  Grösse, 
sondern  auch  den  durch  ein  Vorzeichen  besthnmEcn  Sinn  der 
Koordinaten  zu  beachten.  Ohne  Rücksicht  auf  die  VorzcicheD 
müssen  wir  OM  =  n,  ON  =  b  zn  beiden  Seiten  des  Anfaiigs- 
punkles  in  den  Axen  abtragen  und  jeder  der  vier  Punkli* 
P,  Pi,  Pj,  P.J  genügt  den  Gleicliungen  x  =  a,  y  :=  b. 

Es  ist  aber  möglich,  znisclieii 

y  den  Linien  Oit/,  OM',  welche  der 

/  Grösse   nach    gleich,    dem   Sinnt' 

^  j/f        P      uacli   entgegengesetzt  sind,   alge- 

/V         '         .-•?    _    braisch  zu   unterscheiden ,   indem 

/   \     /     ,,'   /         man  ihnen  verschiedene  Vorzeichen 

jj       \/-,'         ''H        beilegt.   Wir  setzen  fest,  dass  l.än- 

f^~ /f\        7^   ^    gen,  die  in  einem  bestimmten  Sinne 

/     ,.''  /   \     /  gemessen    aU    positiv    betrachtet 

' ,, ■'       /       \  /  «erden,  als  negativ  gelten,  wenn 

ß*^ -jy- '/^  sie  im   entgegengesetzten  gemes- 

j  seil  sind.    Es   ist   dabei  Willkür- 

f'  lieh,    in  welcherlei   Sinn  wir  sie 

als  positiv  , ansehen;  es  ist  aber 
ch,  das  nach  rechU  gemessene  OM  und  das  nach  oheD  ge- 
sene  ON  als  positiv  und  die  im  respective  enlgegengesetzten 
le  gemesseneu  OjW  und  ON"  als  negativ  zu  betrachten.  Vw- 
elst  dieser  Beslimmungen  sind  die  vier  Pimkte  P,  />,,  P^,  P^ 
il  zu  unterscheiden;  ihre  Coordinaten  sind  respective 


r 
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Diese  Unterscheidung  kann  dem  Anfänger  keine  Scimierigkeit 
machen,  von  dem  vorausgesetzt  wird,  dass  er  mit  der  Trigono- 
metrie vertraut  ist.   v 

Man  bezeichnet  abkürzend  Punkte  von  den  Coordinatcn 
ar  =  a,  y  =  b  oder  x  =  x\  y  =  y  als  die  Punkte  («,  b) 
oder  x\  y.  Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  Punkte 
(+  «,  +  b)  und  (—  a,  —  b)  in  einer  durch  den  Anfangspunkt 
gehenden  geraden  Linie  und  von  ihm  in  entgegengesetztem  Sinn 
gleichweit  entfernt  liegen. 


4.   Die    Entfernung   zweier   Punkte  x  y\  x" y"  un- 
ter  Voraussetzung    rechtwinkliger    Axen    durch    ihre 
r.oor d in a t en  a u s z u d r ii ck c n. 
Nach  Euklid  I,  47  ist 


^M'    M 


^ 


ost  ist  aber 

PS=PM  --QM  =  y—y'\ 

QS  =0M  ^  0]tr  =  x—  x"; 

also       J^PO^=  ,  O     i         i  /, 

(x  —  x}'^_±  [y'—jX±,^     ^ 

Um  die  Entfernung  irgend 
eines  Punktes  vom  Anfangs- 
punkte auszudrucken,  müssen 
wir  x"  =  0,  f/'  =  0  setzen 
und  erhalten  S^  =jc^  +  y^. 

5.  In  dem  Folgenden  werden  wir  zwar  nur  selten  Ursache 
haben,  von  schiefwinkligen  Coordioaten  Gebrauch  zu  machen, 
weil  im  Allgemeinen  die  Formeln  bei  der  Anwendung  rechtwink- 
liger Coordinaten  von  grösserer  Einfachheit  sinu ;  da  jedoch  schief- 
\iinklige  Coordinaten  zuweilen  mit  Vortheil  angewendet  werden, 
so  wolj^n  wir  die  hauptsächlichsten  Formeln  in  ihrer  allgemein- 
sten Gestalt  geben. 

Setzen  wir  in  der  letzten  Figur  den  Winkel  YOX  schief 
nnd  =:  m  voraus,  so  ist 

L  PSQ  =  180<*  -  «,  und  PQ'^  —  PS'^  -f  0S^—2PS .  QS .  cos  PSQ 
oder 

PQi  =  Cv'  —  y  y  +  (x  —  x"f  +  2  (y  —  y")  (x'  -  x")  ros  ». 

1* 
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Das  Quadrat  der  Entfernung  eines  Punktes  [x  y)  vom  An- 
fangspunkt ist      =  x^  +  y'^  +  ^x  y   cos  co. 

Beim  Gebrauch  dieser  Formeln  muss  auf  die  Vorzeichen  der 
Coordinaten  genau  geachtet  werden.  Wenn  der  Punkt  Q  z.  B. 
in  der  Winkelfläche  XOY*  läge,  so  wäre  das  Vorzeichen  von  y 
zu  wechseln  und  die  Linie  JPS  wäre  statt  der  Differenz  von  y,y 
die  Summe  derselben. 

Aufg,  1.  Die  Coordinaten  der  Ecken  eines  Dreiecks  ^ind  x  =  2. 
y'=3;  a;"  =  4,  y"= — ö;  a:'"= — 3,  y'"=  —  6;  man  soll  unter 
Voraussetzung  rechtwinkliger  Axen  die  Längen  seiner  Seiten  berechnen. 

Aufi.    /eä  /5ä  /ÄÖ6. 

Aufg,  2.  Man  soll  die  Längen  der  Seiten  eines  Dreiecks  bereclinen, 
dessen  Ecken  dieselben  Coordinaten  liab^n  wie  vorher,  unter  der  Voraus- 
setzung des  Axenwinkeis  von  60^ 

Aufl.     /02;  /57.  /löT. 

Aufg,  3.  Man  soll  ausdrücken,  dass  die  Entfernung  des  Punktes 
\xy)  vom  Punkte  (2,  3)- gleich  4  ist. 

Aufl,     {x.  —  2)V+^  [y  —  if  =  t^.       '       * 

Aufg.  4'.  Man  soll  ausdrucken,  dass  der  Punkt  [xy)  von  den  Punk- 
ten (2, 3)  und  (4,  S)  gleicliweit  entfernt  sei. 

Aufl,  [x  —  2)^  +  [y  — .  3)«  ^{x  -  4)^  +  (y  —  ö)^  oder 
^  +  y  =  7. 

Aufg.  5.  Man  bestimme  den  Punkt,  welcher  von  den  Punkten 
(2, 3)i  (4,5)  und  (G,l)  gleich  weil  entfernt  ist. 

Aufl.     Man  erhält  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Grössen  {Xy  y) 

zwei  Gleichungeh  und  findet  .r  =  -— ,  y  =  -ö  ""d  die  gemeinschaftlich^^ 
Entfernung  ist  — -  •  " 

r 

6.  Da  die  Entfernung  zwischen  zwei  Punkten  als  eine  Qua- 
dratwurzel gefunden  wird,  so  hat  sie  wesentlich  ein  doppeltes 
Vorzeichen.  Wenn  die  Entfernung  PQ  von  P  nach  Q  gemessen 
als  positiv  betrachtet  wird,  so .  muss  die  von  Q  nach  P  gemessene 
Entfernung  QP  als  negativ  angesehen  werden.  So  lange  wir  in- 
dess  nur  die  Entfernung  zwischen  zwei  Punkten  selbst  betrach- 
ten, so  hat  es  keinen  Zweck,  ihr  ein  Vorzeichen  beizulegen,  als 
welches  andeutet,  dass  bliese  Entfernung  zu  einer  andern  addiii 
oder  von  einer  solchen  subtrahirt  werden  solle.  Sind  aber  drei 
Punkte  P,  Q,  i?  in  gerader  Linie  gegeben  und  kennt  man  die 
Entfernungen  PQ,  QU,  so  ist  PJ?  =  Pß  -f  f)Ä.  Und  mit  der 
nun  begründeten  Unterscheidung  bleibt  diese  Relation  wahr,  auch 
wenn  der  Punkt  7?  zwischen   den  Punkten  P  und  Q  liegt;    denn 
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in  diesem  Falle  sind  PQ  und  QR  in  entgegengesetztem  Sinne 
gemessen  und  PR  ist,  obwohl  ihre  arithmetische  Differenz,  zu- 
gleich ihre  algebraische  Summe.  Den  Fall  ausgenommen,  in  wel- 
chem die  Linien  zu  einer  der  Axen  parallel  sind,  ist  keine 
Festsetzung  darüber  getroffen,  in  welchem  Sinne  die  positiven 
und  negativen  Strecken  zu  messen  sind. 

7.  Aus  den  Coordinaten  zweier  Punkte  x  y\  x  y* 
die  Coordin^aten  desjenigen  Punktes  abzuleiten,  der 
ihre  Verbindungslinie  in  einem  gegebenen  Verhäll- 
niss  m:  n  theilt. 

Sind  s^  y  die  Coordinaten  des 
Punktes  R^  welchen  wir  zu  be- 
stimmen suchen,  so  ist 

m:n=PR:  RQ= MS :  SN 

oder  m:  n=x'  —  x:  x — x'\ 
mx  —  mx"  =  nx  —  nx^ 

,  mx   +  «•'P 

aisa       X  =  — — ; ; 

m  +  n 

und  iu  derselben  Weise 

my    +  ny 

'tn  +  n 

Wird  derTheilpunkt  als  ein  äusserer  gedacht,  so  haben  wir 


tn  :  ti  =  X- —  X  :  X  —  x 

.    .  .  mx'  —  Tix'  my"  —  ny 

und  daher    x  = ,  w  =  -^^— 

m  —  n  m  —  n 

Wir  können  hiernach  die  Fälle  des  Innern  und  äusseren 
Theilpunkies  durch  die  Bestimmung  von  einander  unterscheiden, 
dass  die  Theilung  einer  Linie  in  dem  Verhältniss  m:  +  n  die 
innere  Theilung  in  diesem  Verhältniss  und  die  Theilung  in  dem 
Verhältniss  m;  — n  die  äussere  Theilung  in  demselben  Verhält- 
niss bezeichnen  soll;  denn  die  Formeln  für  den  äusseren  TheiU 
punkt  werden  aus  denen  für  den  inneren  durch  die  Veränderung 
des  Vorzeichens  von  n  erhalten.  Wir  wählen  für  den  Innern 
Tbeilpunkt  das  Theilungsverhältniss  m:  '\-  n  wegen  der  üeber- 
einstimmung  im  Sinne,  welchen  der  Uebergang  von  dem  einen 
Endpunkte  zum  Theilpunkt  und  von  diesem  zum  andern  End- 
punkte der  geradlinigen  Strecke  zeigt;  indess  wir  für  den  äussern 
Theilpunkt  das  Theilungsverhältniss  m:  —  n  angemessener  fm- 
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den,  weil  hier  der  Uebergang  von  dem  einen  Endpuukl  der  Streck« 
zum  Ttieilpunkt  in*  dem  entgegengesetzten  Sinne  von  dem  erfolgl, 
in  weichem  man  von  diesem  letztern  zum  andern  Eudpmikt  der 
Strecke  gelangt.  Die  Grundformeln  zur  Bestimmung  der  Coor- 
dinatcn  des  Theilpunkts  sind  demnach 


X 


mx    +  nx 


_my     +  ny 


und  gelten  für  positives  Theiiungsverhältniss  oder  gleiche  Vor- 
zeichen von  m  und  n  für  den  Innern  und  für  ungleiche  Vor- 
zeichen von  m  und  n  für  den  äussern  Theilpunkt. 

In  der  geradto  Linie  (x\  y),  [x\  y")  ist  jeder  Punkt  durcli 

das  Verhältniss    +  -  bestimmt,  in  welchem  die  Strecke  zwischen 

jenen  Punkten  von  ihm  getheilt  wird. 

Aufg.  1.  Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Linie  zu  ßndeii, 
welche  die  Punkte  x  y^  x' y"  verbindet. 

Aufl.     X  ■=  — ^,         y  =  ^    g*^  ' 

Aufg,  TT  Die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  Seilen  des  Dreiecks 
zu  finden,  welches  die  Punkte  (2.  3),  (4.  —  5),  (—  3,  — 6)  zu  Ecken  haL 

Aufl.     (^,_y).  (-^, -f),(3.-l). 

Aufg.  3.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  (2.  3).  (4.  —  5)  ist  in 
drei  gleiche  Thcile  gellieill;  man  soll  die  Coordinaten  des  dem  ersten 
Punkte  zunächst  liegenden  Theilpunktcs  finden. 

Aufl.     a;  =  ^,  y  =  i. 

Aufg.  4.  Die  Ecken  eines  Dreiecks  sind  die  Punkte  x' y\  x'y\ 
x" y'\  man  soll  die  ('oordinalen  des  Punktes  angeben,  der  das  erste 
Drillheil  der  Verbindungslinie  einer  Ecke  mit  dem  Mlilelpunkle  der 
egenuberliegenden  Seite  angtcbt. 


n 


Aufl.     a;=^+^3+"' 


»  ^  y  +y  +y 
•^  3 


Aufg.  5.  Für  das  in  Aufg.  2  gegebene  Dreieck  sind  die  Coordi- 
naten des  Punkles  zu  finden,  in  welchem  sich  die  Verbindungsliuicn  der 
Ecken  mit  den  Mittelpunkten  der  Gegenseiten  begegnen. 

Aufl.     x  =  1 ,  y  =  —  -|. 

Aufg.  6.  In  einem  Dreieck  ist  eine  Seite  in  dem  Verhältniss  m  :  n 
und  die  Verbindungslinie  dieses  Theilpunktes  mit  der  gegenüberliegenden 
Ecke  in  dem  Verhältniss  m  +  n  \l  getheilt;  die  Coordinaten  dieses  letz- 
teren Theilpunkles  sind  zu  berechnen. 

Ix'  4"  >w.r '  -|-  nx"  '?/'  +  w.y"  +  «// 


Aufl.     X 


y 


8.  Es  ist  oft  noth wendig,  aus  d^n  bekannten  Coordinaten 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  Paar  Axen  seme  auf  irgend  ein 
andres  Paar  von  Axen  bezogenen  Coordinaten  abzuleiten.     Diese 


JiT 


r 
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Operation  wird   die  Transformation  der  Coordinaten  ge- 
iiannt. 

Wir  unterscheiden  drei  Fälle  und  betrachten  sie  getrennt. 
Zuerst  setzen  mr  den  Anfangspunkt  geändert,  aber  die  neuen 
Axeo  den  alten  parallel  voraus;  zweitens  setzen  wir  voraus, 
dass  die  Richtung  der  Axen  sich  verändere,  aber  der  Anfangs- 
punkt unverändert  bleibt;  und  drittens  untersuchen  wir  den  Fall, 
wo  beides,  der  Anfangspunkt  und  die  Richtung  der  Axen,  sich 
verändert. 

Erster  Fall.  Die  neuen 
Axen  sind  den  alten 
parallel.  In  der  Figur 
sind  die  alten  Axen 
Ox,  Oy  und  die  neuen 
O'X  und  0'  r.  Die  Coor- 
dinatcn des  neuen  An- 
fangspunktes 0'  in  Be-  — 
zug  auf  die  alten  Axen 
sindx',  y  oder  (/  S^=^x\ 
ÖR  =  y\  Sind  die  aN 
ten  Coordinaten  durch 
a:,  y,  die  neuen  durch  X,  Y  bezeichnet,  so  haben  wir 
OM=OR  +  RM  und  PM  =PN  +  NM, 

d.  h.  jß^TTT.  *?  +  -^  ^"^'  y  =  y  +  ^ '  « 

Diese  Formeln  sind  offenbar  gleich  richtig  für  rechtwinklige,  wie 
für  schiefwinklige  Axen. 

9.  Zweiter  Fall.  Die  Richtungen  der  Axen  sind  verändert, 
während  der  Anfangspunkt  unverändert  ist. 

Seien  Oo?,  Oy  die  ursprüng- 
lichen Axen,  so  dass  OQ  =  Xy 
PQ  =z  y  ist;  die  neuen  Axen 
dagegen  OX,  OY  und  also 
oy  =  X,  PN  =  Y,  Bilden 
dann  die  Axen  OX,  OY  re- 
spective  mit  der  alten  Axe  der 
X  die  Winkel  or,  ß  und  mit  der 
alten  Axe  der  y  die  Winkel 
a,  ß'  und  ist  der  Winkel  xOy,  welchen  diese  ursprünglichen 
Axen   mit  einander   bilden,   gleich   <a,    so   ist  wegen 


8     '  Erstes  Kapitel.   Art.  9. 

xOX  +  XOy  =  xOy 
die  Relation  «  +  a'  =  w  gültig  und  ebenso  (3  -|-  jS'  :=  «. 

Man  erhält  nun  die  Formeln  der  Transformation  am  einfach' 
sten  dadurch,  dass  man  die  Normalen  von  P  zu  den  Original 
Axen  mittelst  der  alten  wie  der  neuen  Coordinaten  ausdruckt. 
Es  ist    PM  =  PO  sin  PQM,  also  PM  =  y  sin  ^    aber  auch 

PM  =  NR  +  PS  =  ON  sin  NOR  +  PN  sin  PNS, 

und  daher         y  sin  oo  =  Jf  sin  a  +    Y  sin  ß. 

In  gleicher  Weise  ßndet  man 

X  sin  00  =  ^  sin  or'  +    Y  sin  ß\ 
oder  o;  sin  CO  =  AT  sin  (w  —  «}  +    Y  sin  (©  —  /3). 

In  der  Figur  sind  die  Winkel  a,  ß,  co  alle  in  dem  nämlichen 
Sinne  der  Drehung  von  Ox  aus  gemessen  und  ebenso  sind  a,  ß\  a 
alle  auf  derselben  Seite  von  Oy.  Wenn  einer  dieser  Winkel  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  liegt,  so  muss  man  ihn  mit  dem  ne- 
gativen Zeichen  einführen.  Wenn  0  Y  auf  der  linken  Seite  von 
Oy  liegt,  so  ist  der  Winkel  ß  grösser  als  o  und  ß'.  {=  g)  ^  ß) 
ist  negativ  und  daher  ist  der  Coefficient  von  Y  in  dem  Ausdruck 
für  X  sin  co  negativ. 

Dies  findet  statt  in  dem  folgenden  speciellen  Falle,  zu  wel- 
chem als  einem  Falle  von  vielfältigster  Anwendung  wir  eine  be- 
sondere Figur  geben. 

Man  soll  von  einem  System  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten zu  einem  andern  System  rechtwinkliger 
Coordinaten  transformiren,  welches  mit  jenem  den 
Winkel  $  macht. 

In  diesem  Falle  ist 

\\         -  a'=90«-Ö,  /r=-ö; 

[  \    ^^J^  die    allgemeinen    Formeln 

^k^-']N  werden 

w  =  X  sin  ö  +  r  cos  ö, 

>'e'^         i   -  ^ a:  =  ZcosÖ—  Fslnö; 


\ 


.^ 


\ 


^  und  man  erkennt  die  Wahr- 

heit dieser  Formeln  direct  aus  der  Bemerkung,  dass 

y  =  PS  +  NR,    X  =  OR  --  SN 
sind,  während  man  hat 

PS=PN  cos  Ö,  NR=  ON  sin  ^,  ORz=  ON  cos  Ö,  SN^PN  sin  Ö. 
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Es  giebl  einen  andern  Fall  der 
Transformation»  welcher  oft  in  der  An- 
wendung vorkommt:  Von  $chief>vink- 
ligen  zu  rechtwinkligen  Coordina-. 
ten  zu  transformiren,  wenn  die 
ursprQngliciie  Axe  der  x  beibe-  --^ 
halten  wird.  ^^  J 

Wir  können  die  allgemeinen  Formeln  anwenden,  indem  wir 
setzen  a  =  0,  ß  —  90^  a'  =:  w,  j3'  =  90".  Aber  es  ist  ein- 
facher, die  Formeln  direct  zu  untersuchen.  Sind  OQ  und  PQ 
die  ursprünglichen  Coordinaten  x  und  y,  OM  und  PM  die  neuen, 
und  ist  PjpiV  =  ö,    so  haben  wir 

Y  ==z  y  sin  m,  X  =i  x  +  y  cos  m. 

Wir  erhalten  aus  diesen  Gleichungen  die  Ausdrücke  für  die 
alten  Coordinaten  in  Function  der  neuen 

^  sin  a>  =  y,  or  sin  Q)  :=  ^  sin  ci)  —    Y  cos  w. 

10.  Dritter  Fall.  Indem  man  die  Transformationen  der  bei- 
den vorigen  Artikel  combinirt,  kann  man  die  auf  neue  völlig  will- 
kürlich gelegene  Axen  bezogenen  Coordinaten  eines  Punktes 
finden.  Man  ermittelt  zuerst  die  Coordinaten  in  Be:;ug  auf  ein 
Paar  Axen,  welche  durch  den  neuen  Anfangspunkt  parallel  zu 
den  alten  Axen  gelegt  sind  (nach  Art.  8)  und  berechnet  sodann 
aus  diesen  die  auf  die  geforderten  Axen  bezüglichen  Coordinaten 
selbst  (nach  Art.  9).  Die  allgemeinen  Ausdrücke  werden  gefun- 
den, indem  man  zu  den  für  x  und  y  im  letzten  Artikel  gegebenen 
Werthen  respecüve  x'  und  y  addirt. 

Jufg.  1.  Die  Coordinaten  eines  Punktes  genügen  der  Relation 
x'  4-  y^  —  Ax  —  6y  =  18;  in  welche  andre  verwandelt  sich  diese, 
wenn  der  Anfangspunkt  nach  dem  Punkte  (2,  3)  verlegt  wird? 

Aufl,     X^  +  Y^  =  31. 

Aufy.  2.  Die  Coordinaten  eines  auf  rechtwinklige  Axen  bezoge- 
nen Punktes  genügen  der  Relation  y'^  —  x'^  =  Q;  in  welche  andre  Re- 
lation geht  diese  über,  wenn  die  Halbirungslinien  der  Winkel  zwischen 
den  gegebenen  Axen  das  neue  Axensysletn  bilden  ? 

Aufl.     XY=3. 

Aufg,  3.  Man  transformire  die  Gleichung  2  a;'  —  5  a:y  +  2  y'  =  4 
von  Axen,  welche  unter  dem  Winkel  von  60^  geneigt  sind,  zu  den 
Halbirungslinien  der  Winkel  zwischen  den  allen  Axen. 

Auß,     AT^— 27r2  +  12  =  0. 
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'  Auffj.  4.  Alan  transforuiirc  dieselbe  Gleichung  zu  recht  winkligen 
Axei),  indem  luau  die  Axc  der  x  beibehält. 

Aufl,     3 .1-2  +  10  r2  —  IXY  l/S  =  6. 

^i//*^.  5.  Will  man  von  einem  Systeme  rechtwinkliger  Axen  zu 
ciiicni  andern  übergehen,  ohne  den  Anfangspunkt  zu  verlegen,  so  muss 
x^  -j-  y2  :=  X'^  +  Y^  sein,  weil  beide  das  Quadrat  der  Entfernung 
eines  Punktes  vom  Anfangspunkte  ausdrücken.  Man  bestätige  dies 
durch  Quadrircn  und  Addiren  der  im  Artikel  9  für  Ä  und  Y  gegebenen 
Ausdrücke. 

Au  fg.  G.     Man  bewähre  allgemein,  dass 

x^  +  /  +  2xy  cos  xOij  =  T^  +  Y^  +  '2Zrcos  XOY. 

Wenn  wir  ^  sin  a  +  F  sin  j5  =  Z,  ^  cos  a  +  F  cos  j5  =  ilf 
setzen,    so    können    die   Ausdrücke    des  Art.   9    in    der   Form 
y  sin  OD  =  Z,   a:  sin  o  =  i^  sin  00  —  L  cos  m  geschrieben  werden; 
also  ist     sin^  w  (x-  +  iß  -{-  2xy  cos  co)  =  (Z^  +  ^)  sin^  ci; 
aber  es  ist  auch 
Z^  +  31'^  =  X'^  +  F^  +  2ZFC0S  (a— /?)  und  a~/3  =  ^0F. 

11.  Der  Grad  einer  Gleichung  zwischen  den  Coor- 
dinaten  wird   durch  Coordinatentransformation  nicht' 
geändert. 

Die  Transformation  kann  den  Grad  der  Gleichung  nicht  er- 
höhen ;  denn  wenn  die  Glieder  der  höchsten  Potenzen  in  der  ge- 
gebenen Gleichung  ar*",  y"*  u.  s.  w.  sind,  so  sind  die  in  der  trans- 
forinirten  Gleichung  [x"  sin  (x>+  x  sin  {m  —  a)  +  ij  sin  (cd  —  jJ)J", 
{y  sin  Q)  +  a;  sin  «  +  y  sin  ß)""  n.  s.  w. ,  welche  offenbar  keine 
den  m.  Grad  übersteigenden  Potenzen  von  x  und  y  enthalten 
können.  Die  Transformation  kann  aber  den  Grad  der  Gleichung 
auch  nicht  erniedrigen,  weil  man  durch  Transformation  der  trans- 
formierten Gleichung  zu  den  allen  Axen  nothwendig  die  ur- 
sprüngliche Gleichung  wieder  erhalten  muss,  und  daher,  wenn 
die  erste  Transformation  den  Grad  der  Gleichung  vermindert 
hätte,  die  zweite  Transformation  ihn  wieder  erhöhen  müsste,  ent- 
gegen dem,  was  eben  bewiesen  worden  ist. 

12.  Ausser  der  Methode  zum  Ausdruck  der  Lage  eines 
Punktes,  welche  wir  bisher  angewendet  haben,  wird  noch  eine 
andre  öfter  angewendet. 

Wenn  ein  fester  Punkt  0  und  eine  feste  gerade  Linie  OX 
durch  ihn  gegeben  ist,  so  kennt  man  die  Lage  irgend  eines  Punk- 
tes P,  wenn  man  die  Länge  OP  und  den  Winkel-  POX  angiebl. 
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Die  Linie  OP  heissl  iler  Radius  veclpr,  der  feste  l'uiikl  0 
wird  der  Pol  genannt  und  die  Uestinnnuiigsinetbode  die  Methode 
der  Polar-Coordinaten. 

Aus  den  Cartesischcn  Coordinaten  x^  y  eines  Punktes  findel 
man  leicht  seine  Polar-Coordinaten 
und  umgekehrt.    Wenn  erstens  die       Y 
feste  gerade   Linie  mit   der  Achse 
der  X  zusammenfällt,  so  ist  '  P 

OP:  PM  =  s'm  PMO:  sin  POM:  !>.  .-^^ 

indem  man  OP  durch  p,    LPOM        \        V^ 

durch  ö  und  L  YOX  durch  w  be-     0^ ^— vf «^ 

zeichnet,  wird 

^,.              psinö        , .     ,        „       „T  .      ^  -,                P  sin  (a>  —  ö) 
/>.)/  =  w  =  ^i-: — ,  und  m  derselben  Weise  0^1/  =  a:  =  —  . 

SUl  GJ  -  SiU  6) 

Für  den  gewöhnlicheren  Fall  rechtwinkliger  Coordinaten  ist 
CO  =  90®  und  einfacher 

x  =  p  cos  ö    und    y  =  p  sin  ö. 

Wenn  zweitens  die  feste  Linie   OB  mit  der  Achse  der  x 
nicht  zusammenfällt,  sondern  den  Winkel  a  mit  ihr  bildet,  so  ist 

LPOB=$  und  LPOM=$—a,  y 

und   in    den   vorigen   Formeln 
nur  ö  —  a  für  d  zu  setzen. 

Für  rechtwinklige  Coordina- 
len  ist  ^ 

X  =-4)  cos  (^  —  «)  und 


ä 
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Jti/*^.  1.    Die  folgenden  Gleichungen  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
sind  in  solche  für  Polar-f'oordinalen  zu  übertragen : 

^  +  y^  ==  *> 'wo;        Äufl,   Q  =  5m  cos  0, 
x'  —  y^  =  a^  p^  cos  2  ö  =  «2. 

^t^/*^.  2.     Die  folgenden  Gleichungen  in  Polar-Coordinalen  sind  in 
solche  zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten  umzusetzen : 

Q^  sin  2^  =  2  a*         Jufl.   xy  =  a*. 

^2  _  «2  cos  2  Ö.  (.r«  +  y^2  =  a^  {x^  -  y^). 

pi  cos  ^  ö  =  öi  .r'^  +  y^  =  (2  a  —  ar)'^. 

p4  =  ai  cos  i^  (2a:*^  +  ^y'^-^axf  =  a2(a;2  +  y'^) 
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13.     Die    geradlinige    Entfernung     zweier    Punkte 
durch  ihre  Polar-Coordinaten  auszudrucken. 

Sind  P  und  Q  die  beiden  Punkte, 
OP  =  q\  LPOB  =  $'; 

so  ist  P()2  = 
OP^+V0^-'2OP.  OQ.  cos  POQ 
ß  oder 


.\^ 


/  e^'^ 


^< 


0^ — 


\4>  / 
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Zweites  Kapitel. 
Die   gerade   Linie, 


14.  Wir  sahen  im  letzten  Kapitel,  dass  wir  die  Lage  eines 
Punktes .  vermittelst  zweier  Gleichungen  zwischen  seinen  Coor- 
dinaten  von  der  Form  x  =  a^  y  =  b  bestimmen  können.  Es 
ist  sicher,  dass  wir  den  Punkt  gleichfalls  bestimmen  können,  wenn 
uns  irgend  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  seinen 
Coordinaten  gegeben  sind  (Art.  5,  Aufg.  5],  denn  diese  sind  zwei 
Gleichungen  zwischen  zwei  unbekannten  Grössen  und  wir  können 
sie  auflösen,  indem  wir  nach  einander  y  und  x  zwischen  ihnen 
eliminircn,  um  dadurch  zwei  Resultate  von  der  Form 

X  =  Uy    y  :=  b   2u  erhalten. 

Zwei  Gleichungen  höheren  Grades  zwischen  den  Coordinaten 
repräsentiren  nicht  einen  Punkt,  sondern  eine  bestimmte  An- 
zahl von  Punkten;  denn  indem  wir  y  zwischen  den  Gleichungen 
eliminiren,  erhalten  wir  eine  Gleichung,  die  nur  x  enthält;  die 
Wurzeln  derselben  mögen  a^,  a^,  «3,  ...  sein.  Wenn  wir  nun 
irgend  einen  dieser  Werthe  {a^)  für  x  in  die  ursprünglichen 
Gleichungen  einsetzen,  so  erhalten  wir  zwei  Gleichungen  in  y^ 
welche  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  haben  müssen,  weil  das 
Resultat  der  Elimination  zwischen  den  Gleichungen  durch  die 
Voraussetzung  x  =  a^  gleich  Null  wird.  Ist  diese  gemeinschaft- 
liche Wurzel  y  =:  jjj ,  so  genügt  der  Punkt  von  den  Coordinater 


■-*■"{ 
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x=^ay,  yt=zß^  beiden  gegebenen  Gleichungen  zugleich;  ebenso 
der  Punkt,  dessen  Coordinaten  o:  =  «j,  y  =  /?2  sind,  u.  s.  w. 

^Aufg.  1.     Welcher  Punkt  ist  durch  die  Gleichungen 

3a:  +  öy  =  13,  4a:  —  y  =  2     gegeben? 
Aufl,     a:  =  1,    y  ==  2. 

Aufg,  2.  Welche  Punkte  sind  durch  die  zwei  Gleichungen 
x*  +  y^  =  5,   ary  =  2  dargestellt? 

Aufl,  luden»  wir  y  zwischen  diesen  Gleichungen  eliminiren ,  erhal- 
len wir  x^  —  örc^  +  4  =  0.  Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 
o:^  =  1  und  a;^  =  4  und  daher  die  vier  Werlhe  von  x 

ar=:+l,  a:  =  —  1,  a;=  +  2,  x=='  —  2. 
hidem  wir  einen  dieser  Werthe  in  die  zweite  Gleichung  substituircn, 
erhalten  wir  den  correspondirenden  Werth  von  y. 

y=  +  2,   y  =  — 2,  y=+l,  y=-l. 
Die  zwei  gegebenen  Gleichungen  reprasenliren  daher  die  vier  Punkte 
(+  1,  +  2),  (-1,  -  2),  (+  2,  +  1),  (-  2,  -  1). 

Aufg.  3.     Welche  Punkte  sind  durch  die  Gleichungen 

X  —  y  =  1 ,  ac^  +  y^  =  25     gegeben? 
Aufl.     (4,  3),  (—  3,-4). 

Aufg.  4.     Welche  Punkte  bestimmen  die  Gleichungen 
;r^  —  Öar  +  y  +  3  =  0,    a;'^  +  y«  —  5a:  —  3y  +  6  =  0? 
Aufl.     (1,  1).  (2.  3),  (3,  3),.  (4,  1). 

15.  Eine  einzige  Gleichung  zwischen  den  Coordi-  / 
naten  bezeichnet  einen  geometrischen  Ort. 
'  Eine  solche  Gleichung  reicht  nicht  hin,  die  zwei  unbekann- 
ten Grössen  x  und  y  zu  bestimmen;  eine  unbegrenzte  Anzahl 
von  Systemen  von  Werthen  der  x  und  y  kann  gefunden  werden, 
welche  den  gegebenen  Gleichungen  genügen.  Hingegen  werden 
die  Coordinaten  eines  willkürlich  angenommenen  Punktes  sie 
nicht  erfüllen.  Die  Vereinigung  aller  der  Punkte,  deren  Coor- 
dinaten der  Gleichung  genügen,  bildet  einen  Ort,  welcher  als 
die  geometrische  "Bedeutung  der  gegebenen  Gleichung  anzu- 
sehen isL 

So  sahen  wir  im  3.  Beisp.  des  Art.  5,  dass  die  Gleichung 
[x  —  2)^  -f-  (y  —  3)^  ==  16  ausdruckt,  die  Entfernung  des 
Punktes  xy  vom  Punkte  (2,  3)  sei  gleich  4.  Diese  Gleichung 
wird  daher  erfüllt  durch,  die  Coordinaten  jedes  Punktes  in  der 
Peripherie  eines  Kreises  vom  Halbmesser  4  und  aus  dem  Punkte 
(2,3)  als  Centnim;  und  sie  wird  nicht  erfüllt  durch  die  Coor- 
dinaten irgend  eines  andern  Punktes.  Dieser  Kreis  ist  also  der 
Ort,  welchen  die  Gleichung  darstellt. 


14 
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Ein  noch  einfacheres  Beispiel  erläutert  gleichralls,   dass  eine 
einzige  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  einen  Ort  bezeichnet/ 
Erinnern  wir  uns  der  Constrnction,   durch  welche  wir  die  J^age 

eines  Punktes  aus  den  zwei  Glei- 
chungen ar  c=:  a,  y  =  b  bestimm- 
ten; wir  nahmen  OM=a^  zogen 
MK  parallel  zu  0  F  und  trugen 
darauf -/»//>=  b  ab,  P  war  der  ge- 
forderte Punkt.  Wäre  ein  andrer 
Werth  von  y  gegeben  gewesen, 
x  =  a,  y  ==:  b\  so  hätten  wir 
durch  das  nämliche  Verfahren 
einen  Punkt  I^  gefunden,  der 
noch  in  der  Linie  MA\  aber  in 
einer  andern  Entfernung  von  31  liegt.  Wenn  endlich  der 
Werth  von  y  völlig  unbestimmt  gelassen  ist,  und  wir  nur  die 
eine  Gleichung  x  =  a  haben,  so  sehen  wir,  dass  der  Punkt  P 
irgendwo  in  der  Linie  MJ{  liegt,  dass  aber  seine  Lage  in 
ihr  nicht  bestimmt  ist  Die  Linie  Jtf^  ist  daher  der  Ort  alier 
dar  durch  die  Gleichung  x  =  a  dargestellten  Punkte;  welchen 
Punkt  wir  in  der  Linie  MJiC  auch  wählen,  das  x  desselben  ist 
immer  =  a. 

16.    Wenn   allgemein  eine  Gleichung  beliebigen  Grades  zwi- 
schen den  Coordinaten  gegeben  ist,   so  setzen  wir  für  x  irgend 

einen  beliebigen  Werth  x  =  a  voraus 
und  die  Gleichung  erlaubt  sodann, 
eine  endliche  Zahl  von  Werthen  von  y 
zu  bestimmen,  welche  diesem  speciel- 
len  Werth  von  x  entsprechen;  für  je- 
den der  Punkte  />,  q,  r  . . , ,  deren  x 
der  angenommene  Werth  und  deren 
y  eines  der  aus  der  Gleichung  gefun- 
denen ist,  wird  der  Gleichung  genügt. 
Sodann  nehmen  wir  für  x  irgend  ei- 
nen andern  Werth  x^=  a  und  fin- 
den in  derselben  Art  eine  andre  Reihe 
von  Punkten,  deren  Coordinaten  die 
Gleichung  befriedigen;  ebenso  wenn  wir  x  =  a\  x  =  ä 
voraussetzen. 


tiatLO' 


U.  S.  W. 
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Wenn  wir  so  x  alle  möglichen  Werthe  nach  einander  anneh- 
men lassen,  so  bildet  die  Vereinigung  der  wie  vorher  gefundenen 
Punkte  einen  Ort,  von  welchem  jeder  Punkt  den  Bedingungen 
der  Gleichung  genügt  und  welcher  daher  ihr  geometrischer  Aus- 
druck ist. 

Wir  sehen  daraus,  dass  jede  mögliche  Gleichung  zwischen 
den  Coordinaten  geometrisch  irgend  einen  Ort  darstellen  muss, 
und  dass  so  viel  Punkte  dieses  Ortes  bestimmt  werden  können, 
als  nöthig  sind  um  ihn  vollständig  darzustellen. 

Aufg.  1.  Man  verzeichne  in  einer  Figur  eine  Reihe  von  Punkten, 
weiche  der  Gleichung  y  z=  2x  +  3  genügen*). 

Für  die  Werthe  von  x  gleich  —  2,  —  1.  0.  1,  2  elc.  findet  man  die 
Werthe  von  y  respective  gleich  —  1,  1,  3,  5,  7  elc.  und  die  entsprechen- 
den Punkte  liegen  ülle  in  einer  Geraden. 

Aufg.  2.  Man  verzeichne  den  durch  die  Gleichung  y=x'^ — 3ir  —  2 
(largesteliteu  Ort. 

Man  fiudet  für  x  gleich  1,  —  -J^,  0,  -J-,  1,  |-,  2,  |^,  3,  |^,  4  dir 
Werllie.von  y  respective  gleich  2,  —  ^,  —  2,  —  ^,  —  ^»  h^*  —  4» 
—  y,  —  2,  —  -|-,  2.  Wenn  man  diese  Punkte  aufträgt,  so  reichen  sie 
liin,  die  Form  der  Curve  anzudeuten,  w^elclie  dann  unbegrenzt  forlgesctxl 
werden  kann,  indem  man  dem  x  grössere  positive  oder  negative  Werthe  gieht. 

Aufg.  3.     Man  stelle  die  Curve  y  =  3  +  /(20  —  a:  —  x^)  dar. 

Jedem  Werthe  von  x  entsprechen  zwei  Werthe  von  y:  kein  Theil  der 
Curve  liegt  rechts  von  der  geraden  Linie  o:  =:  4  oder  links  von  der  ge- 
raden Linie  x  =  —  5 ,  da  für  grössere  positive  oder  negative  Werthe 
von  X  der  Werlh  von  y  imaginär  wird. 

17.  Die  ganze  Wissenschaft  der  analytischen  Geometrie  ist 
auf  die  Verbindung  gegründet,  welche  eben  als  zwischen  einer 
Gleichung  und  einem  Orte  bestehend  bewiesen  worden  ist.  Wenn 
eine  Curve  durch  irgend  eine  geometrische  Eigenschaft  defmirt 
ist,  so  wird  es  unsere  Aufgabe  sein,  aus  dieser  Eigenschaft  eiue 
Gleichung  abzuleiten,  welche  durch  die  Coordinaten  jedes  Punktes 
in  der  Curve  erfüllt  wird.  W^enn  z.  B.  ein  Kreis  als  der  Ort 
eines  Punktes  {xj  y)  defmirt  ist,  dessen  Entfernung  von  einem 
festen  Punkte  (a,  b)  constant  gleich  r  ist,  so  ist  die  Gleichung 
des  Kreises  in  recblwiukligen  Coordinaten  nach  dem  Art.  4 


[x  —  af  +  [y  -  bf  = 


r 


2 


Wenn    andererseits    eine  Gleichung   gegeben   ist,    so    wird 


•)  Es  ist  dem  Leser  die  Anwendung  von  Papier  zu  empfehlen,  das 
dnrch  gerade  Linien  in  kleine  Quadrate  getheilt  ist,  (Logarithraischcs 
Papier.) 
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es  unsere  Aufgabe  sein,  die  Figur  der  durch  sie  dargestellten 
Curve  zu  ermitteln  und  die  geometrischen  Eigenschaften  derselben 
abzuleiten.  Um  dies  systematisch  auszuführen,  classificiren  ^ir 
die  Gleichungen  nach  ihren  Graden  und  untersuchen  mit  der 
einfachsten  unter  ihnen  beginnend  die  Form  und  die  Eigenschaf- 
ten der  durch  sie  dargestellten  Oerter.  Der  Grad  einer  Gleichung 
wird  durch  den  höchsten  Werth  der  Summe  der  Exponenten  der 
Veränderlichen  in  irgend  einem  Gliede  derselben  bestimmt.  Die 
Gleichung  xy  +  2x  +  3y  ==  4  ist  beispielsweise  vom  zweiten 
Grade  nach  der  Exponentensumnie  des  Gliedes  xy\  ohne  dieses 
Glied  wäre  sie  vom  ersten  Grade.  Man  sagt  eine  Curve  sei  vom 
n***  Grade,  wenn  die  Gleichung  vom  n***  Grade  ist,  welche  sie 
darstellt. 

Wir  beginnen  mit  der  Gleichung  ersten  Grades  und  werden 
beweisen,  dass  dieselbe  stets  eine  gerade  Linie  darstellt,  sowie 
umgekehrt,  dass  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  stets  vom 
ersten  Grade  ist. 

18.  Wir  haben  im  Artikel  15  den  einfachsten  Fall  einer 
Gleichung  ersten  Grades,  nämlich  die  Gleichung  o:  =  a  inter- 
pretlrt.  Ebenso  repräsentirt  die  Gleichung  y  :=^  h  eine  zur 
Axe  OX  parallele  Linie  PN^  welche  der  Axe  OF  in  einer  Ent- 
fernung ON  =i  b  vom  Anfangspunkt  begegnet. 

Indem  wir  zur  Untersuchung  des  an  Einfachheit  nächsten 
Falles  übergehen^  dass  eine  gerade  Linie  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  geht,  betrachten  wir  die  Relation,  welche  zwischen 
den  Coordinaten  der  in  einer  solchen  geraden  Linie  liegenden 
Punkte  besteht. 

y  Wenn  wir  einen  Punkt  P  in 

einer  solchen  Linie  annehmen,  so 

M>  Ijj        P     «»"«lern    bei   der  Veränderung   des 

*" ^'V*       Punktes    zwar    beide    Coordinaten 

/T       PM,    OM   ihre   Länge,    aber   Ihr 

/         Vcrhältniss    PM\    OM    bleibt   un- 

7 —  X  verändert,  nämlich  gleich  dem  Ver- 

hältniss  ün  POM:  sin  OPM;  dem- 

/  nach  wird  die  Gleichung 

i»  sin  POM 

*^         sin  MPO 
für  jeden  Punkt  der  Linie  OP  er- 
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füllt  und  ist  als  die  Gleichung  dieser  Linie  zu  bezeichnen.    Wenn 

umgekehrt  die  Bestimmung  des  durch  die  Gleichung  y  =  mx  rfar- 

gt^stellten  Ortes  verlangt  wird,  so  schreiben  wir  die  Gleichung  in 

x 
der   Form   —  =  m;  die  Aufgabe  ist  dann,  den  Ort  des  Punktes  P 

'   V 
80  zu  finden,  dass  immer,  twenn  wir  durch  ihn  PM  und  PN  zu 

zwei  festen  geraden  Linien  parallel  ziehen,  das  Verhältniss  PM :  PN 

ronstant  iät.     Dieser  Ort  ist  nothwendig  eine  durch  den  Durch- 

schoittspunkt  jener,  beiden  festen  Linien  gehende  gerade  Linie  OP^ 

welche  den  von  ihnen  gebildeten  Winkel  so  thellt,  dass 

sin  POM  =  m\  sin  PON   ist. 

Bei  rechtwinkligen  Axen  ist  sin  PON  =  cos  POM  und 
daher  m  =  tanp  paM^-  Hip  Gleichung  y  =  ma:  repräsentirt  daher 
i'ine  gerade  Linie,  die  durch  den  Anfangspunkt  geht  und  mit  der 
Axe  der  x   einen  Winkel   bildet,   dessen  Tangente  =  m  ist. 

19.  Eine  Gleichung  in  der  Form  y  =  +  mx  bezeichnet  eine 
gerade  Linie  OP^  welche  ip  den  Winkeln  YOX^  Y*  OX*  gelegen 
ist.  Eine  Gleichung  in  der  Form  «/  =  —  mx  stellt  dagegen  eine 
in  den  Winkeln  F'OA',  YOX'  gelegene  gerade  Linie  dar.  Denn 
aus  der  Gleichung  y  c=  +  ma:  erhellet,  dass  für  positive  x  auch  y 
positiv  ist  und  dass  negativen  x  auch .  negative  y  entsprechen ;  die 
durch  diese  Gleichung  repräsentirten  Punkte  müssen  daher  ihre 
Coordinaten  entweder  beide  positiv  oder  beide  negativ  haben,  und 
solche  Punkte  liegen  nur  in  den  Winkeln  XOY  und  X'OY\ 
Dem  entgegen  muss,  um  der  Gleichung  y  =  —  wa?  zu  genügen» 
y  für  alle  positiven  x  negativ  und  für  alle  negativen  x  positiv 
sein;  Punkte,  welche  dieser  Gleichung  genügen,  haben  daher  ihre 
(Koordinaten  von  verschiedenem  Vorzeichen  und  liegen  nothwendig 
in  den  Winkeln  TOX  und   YOX\ 

20.  Um  nun  zu  unter-  ■ 
suchen,  wie  eine  in  ßezug  auf                 /                  ^^ 
die  AXen  völlig  willkürlich  ge-                /         ^^       j 

legene   gerade   Linie  PQ  zxx            ol ^.-^^'^^^^^  V^' 

repräsentiren  ist,   ziehen  wir     '—--^pj^- ---^^^-^jl— 

durch  den  Anfangspunkt  OH  /c-      ^^-'^' 

parallel  zu  PQ  und  bezeichne«  L-"^^ /  ^ 

den  Schnittpunkt  der  Ordinate  /^                 '   ^^ 

MP  mit  OR  durch  Ä.   Nun  ist  ' 

Salmon,  Annl.  Ocoiii.  d.  Kos-Hsrlin.  sJ.  Aufl.  }> 
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(wie  in  Art.18)  das  Verhältniss ;>/Ä :  ÖJVunveränderlicli  (;*fÄ=m.  OM); 
aber  die  Ordinate  MF  differirt  von  MR  um  die  constante  Länge 
RP=O0^  welche  mr  b  nennen  wollen.  Somit  können  wir  die 
Gleichung  schreiben 

MP  =  MB  +  RP  =  m.OM  +  RP, 
d.  h.  y  ==  fnx  +,gb. 

Diese  für  jeden  Punkt  der  Linie  PQ  erfüllte  Gleichung 
y  r=  mx  +  b  heisst  die  Gleichung  dieser  geraden  Linie. 

Aus  dem  letzten  Art.  geht  hervor,  dass  m  positiv  oder  nega- 
tiv ist,  jenachdem  OR,  die  durch  den  Anfangspunkt  zur  geraden 
Linie  gezogene  Parallele,  in  dem  Winkel  YOX  oder  in  Y'OX 
liegt;  und  ebenso,  dass  b  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  der 
Punkt  jß,  in  welchem  die  gerade  Linie  die  Axe  OT  schneidet^ 
über  oder  unter  dem  Anfangspunkt  liegt. 

Umgekehrt  bezeichnet  die  Gleichung  y  =  mx  +  b  stets  eine 
gerade  Linie;  denn  sie  kann  in  der  Form  geschrieben  werden 

?/  —  b 

X 

Wenn  wir  aber  QT  parallel  zu  OM  ziehen,  so  ist  MT  =  b 
und  daher  TP  =  y  —  b,  und  wir  haben  demnach  den  Ort  eines 
Punktes  zu  finden,  welcher  so  liegt,  dass  die  durch  ihn  zur  Axe 
OY  gezogene  Parallele  PT  die  feste  gerade  Linie  QT  m  schnei- 
det, dass  das  Verhältniss  TP :  Q  T  constant  bleibt.  Dieser  Ort 
ist  offenbar  die  durch  Q  gehende  gerade  Linie  QP.  Da  die  ali- 
gemeinste Gleichung  des  ersten  Grades  Ax  +  By  -\-  C  =  o.auf 
die  Form  y  =zmx  +  b  reducirt  werden  kann,    als  äquivalent  mit 

'     '  ^'  ^  c  . 

so  repräsentirt  diese  Gleichung  stets  eine  gerade  Linie. 

21.  Aus  den  letzten  Artikeln  lässt  sich  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  Constanten  in  der  Gleichung  einer  geraden  Linie  erkennen. 

Wenn  die  durch  die  Gleichung  y  z=zmx  +  b  dargestellte  ge- 
rade Linie  mit  der  Axe  der   x  den  Winkel  a  und  mit   der  Axe 

der  y  den  Winkel  ß  macht,   so  ist  (Art.  18)  m  =  - — %\  und 

sin  p 

wenn  die  Axen  rechtwinklig  sind,  m  =  tang  a. 

Im  Art.  20  sahen  wir  bereits,  dass  b  den  Abschnitt  bezeich- 
net, welchen  die  gerade  Linie  in  der  Axe  der  y  bestimmt. 


r 


Die  gerade  Linie.    Arl.  22. 
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Isl  die  GleicLuDg  in  der  allgemeinen  Form  Ax  +  By  +  C=0 
gegeben,   so  reduciren   wir  sie,   wie   im  letzten  Artikel,  anf  die 


oder    hei 


Form  y  =  mx  +  b  und  finden,  dass  —  -~  =  —, — -> 

B        sin  p 

Q 

rechtwinkligen  Axen  =  laqg  a;    und  dass  —  -  die  Länge   des 

in  der  y  Axe  bestimmten  Abschnitts  ist. 

Zusatz.    Die  geraden  Linien  y  =  ma:  +  ft,  yz=.mx  +  6'  sind    \ 
parallel  zu  einander,  wenn  m  =  m',  weil  sie  dann  beide  mit  der 
Axe   der  x  denselben  Winkel   bilden;    ebenso   sind   die  geraden 
Linien         ^a:  +  %  +  C  =  0  und  Äx  +  B'y  +  C  =  0 


parallel,   wenn 


A         Ä  .  ^ 

^  =  :^ '''' 


Ausser  den  Formen  Ax  '\-  By  +  (7=0  und  y=mx  +  b 
giebt  es  noch  zwei  andere,  in  denen  die  Gleichung  einer  geraden 
Linie  oft  gebraucht  wird;   sie   sollen  zunächst  abgeleitet  werden.    / 

22.  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ^iV  mittelst 
der  Abschnitte  Oilf==  a,  OiV  =  6  auszudrücken,  welche 
sie  in  den  Axen  bestimmt. 

Wir  leiten  die  geforderte  Gleichung  ab  aus  der  vorher  be- 
trachteten Form 

Ax  +  By  +  C  =  0  oder  ^x  +  ^.y  +  1=0. 

Denn    dieselbe   muss  durch  die  Coordinaten  jedes   Punctes   der 

Graden  SfN,   also  auch   durch   diejenigen  von  Otf ,  d.  i.   (Art.  2) 

A 
x=ay  y  =  0,  erfüllt  werden;  daraus  folgt  —a  +  1  =ö,  oder 

A  1 

-  = .  Ebenso  muss  sie  durch  die  Coordinaten  von  iV(a:=0,  y=fc)  * 

B  1 

erfüllt  werden,  und  man  findet  -=—--.  Durch  Substitution  dieser 

C  b 

X       u 
Wcrthe  geht  aus  der  vorausgesetzten  Form  die  verlangte  — [-~c=l 

a      0 

hervor,  welche  nach  dieser  Herkunft  ebenso  für  recht- 
winklige als  für  schiefwinklige  Axen  gültig  ist. 

Die  Lage  der  geraden  Linie  ändert  sich  mit  den  Vorzeichen 

X  f/ 

von  a  und  b.     Wenn  z.  B.   die  Gleichung  — j-  ^  =  1,  welche 

a        b 

in  beiden  Axen  positive  Abschnitte  bestimmt     die  Linie  MN  der 

'         2* 


l 
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Figur  darstellt,  so  giebt  die  Gleichung 


f^  =  1  mit  positivem 

a        b 


Abschnitt  in   der   Axe  x  und   mit  negativem  in  der  Axe  y  die 

gerade   Linie    AI  N".     Ebenso    ist   dann 

X  V 

—       +  f  =  1   der  Ausdruck  \on  M'  N 
a        h 

X  u 

und   — r  =  1   der  von  M'N*. 

'a        h 

-^         Jede  Gleichung    vom    ersten   Grade 

kann  durch  die  Division  mit  ihrem  con- 

stanten  GHede  auf  eine  der  vier   vorhe- 

zeichneten  Formen  reducirt  worden. 

Aufg,  1.  Man  soll  die  Lage  der  folgen- 
den geraden  Linien  untersuchen  und  die  von  ihnen  in  den  Axen  geliilde- 
len  Abschnitte  bestimmen: 

2a:  —  3y  =  7;     3a:  +  4y  +  9  r±=  0, 

3.r  +  2y  =  G;     4y  —  5a:  =  20. 

Aufg,  2.  unter  der  Voraussetzung,  dnss  zwei  Seiren  eines  Dreiecks 
als.  Goordinatenaxen  genommen  werden,  soll  man  die  Verbindungslinie 
der  Punkte  ausdrücken,  welche  den  w''"  Thcil  von  jeder  derselben  ab- 
schneiden und  nach  Art.  21  zeigen,  dass  sie  der  Basis  des  Dreiecks  pa- 
rallel ist.  Aufl.     -  -f  -f  =  i. 

23.  Die  Gleichuug  einer  geraden  Linie  durch  die 
Lange  der  auf  sie  vom  Anfangspunkt  gefällten  Nor- 
male und  durch  die  von  dieser  mit  den  Axen  gebil- 
deten Winkel  auszudrücken. 

Sei  OP=p  die  Länge  der 
Normale,  iPOM=a  der  von  ihr 
mit  der  Axe  der  ar,  L  PON  ^=  ß 
der  mit  der  Axe  der  y  gebildete 
Winkel,  OM^=za,  ON=b.  Dann  ist 
die  Gleichung  der  geraden  Linie  3i  N 

(Art.  22)  ^^+1  =  1. 

Indem  wir  diese  (ileichung  mit  p  multiplicireti ,  erhalten  wir 

P  P 

P  P 

Es  ist   aber        =  cos  ct\     -  =  cos  Ö  und   daher   die    Glei- 

a  b 

chung  der  geraden  Linie     o:  cos  a  -f-  y  cos  ß  :=  p. 


r 


Die  gerade  Linie.    Art.  24.  21 


Bei  rechtwinkligen  Coordiiiaten,  wie  wir  sie  zumeist  ge- 
brauchen, ist  /3=90^ — a.     Demnach  ist 

a;  cos  a  -j-  y  sin  or  =  p  . 
die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  für  welche  die  vom  Anfangs- 
punkt  auf  sie  geföllte  Normale  die  Länge  p  hat  und  den  Winkel 
a  mit  der  Axe  der  x  einschüesst,  in  rechtwinkligen  Coordinatcn. 

Diese  Gleichung  schliesst  die  vier  Fälle  des  Art.  22  ein,  wenn 
wir  voraussetzen ,  dass  a  jeden  beliebigen  Werth  zw  Ischen  0  und 
360*^  annehme;  so  ist  für  die  Lage  NJüf  der  Winkel  a  zwischen 
90®  und  180 '^  und  der  Coefficient  von  x  negativ;  -für  die  Lage 
Af'JV'  ist  a  zwischen  180^  und  270^  und  sowohl  sein  sinus  als 
sein  Cosinus  negativ.  In  den  beiden  letzten  FäUen  ist  es  aber 
passender,  die  Formel  in  der  Gestalt«  o;  cos  a  +  y  sin  «  =  —  p 
zu  schreiben  und  a  als  den  Winkel  anzusehen,  welcher  zwischen 
0  und  180^  liegend  mit  der  positiven  Axe  der  x  durch  die  ver- 
längerte Normale  gebildet  wird. 

Bei  der  Anwendung  der  Formel  o:  cos  a  -f  y  sin  a  =  p  setzen 
wir  daher  p  als  eines  doppelten  Zeichens  fähig  voraus  und  be- 
zeichnen mit  «  den  180^  nicht  überschreitenden  Winkel,  welchen 
die  Normale  oder  ihre  Verlängerung  mit  der  Axe  der  x  bildet. 

Wenn  die  Gleichung  ^iner  geraden  Linie  in  der  allgemeinen 
Form  Ax  +  By  +  C  =  0  gegeben  ist,  so  kann  sie  leicht  auf  die 
Form  a;  cos  C3^  +  y  sin  cc  =p  reducirt  werden;  dividiren  wir  die- 
selbe durch  y{J}  +  B'^),  so  dass  sie  wird 


y{A'^+B^)      ^  y{A^+B^)  ^  ^  ViA'^+B'^) 
so  können  wir  ,.,  ,o  .  ^^,=3Cos(yund-.,  ^^  ,  _,.===  sin«  setzen,' 

y(A^+B^)  yiA^+B"^) 

weil  die  Summe  der  Quadrate  dieser  zwei  Grössen =1  ist.  Wir  lernen 
daraus,  dass  ,,,  ,^  .  ^^.  und  , .,  ■  „  ,  ^,,  respective  dei*  cosinus  und 

y{A^+B^)      y{A^+B*) 

sinus  des  Winkels  sind,  welchen  die  vom  Anfangspunkt  auf  die  Li- 
nie ^o:  +  J?y  -f  C  =  0  gefällte  Senkrechte  mit  der  Axe  der  x  bil- 

Q 

det  und  dass      ^  die  Länge  dieser  Senkrechten  ist. 

y{A!^+B*j 

24.   Die  auf  schiefwinklige  Coordinaten   bezogene 

Gleichung  Ax  +  By  +  0=0  soll  auf  die  Form 

oleosa  +  y  cos |3=p    reducirt  werden. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  gegebene  Gleichung  durch  Multipli- 
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cation  mit  einem  gewissen  Factor  R  auf  die  vorgeschriebene  Form 
reducirt  werde,  so  ist  iJ-^  =  cosa,  ÄP;=cos/5. 

Wenn  aber   zwei  Winkel  a  und  ß  die  Summe  oa  haben,   so 
ist  immer        cos'^a  +  cos^jJ  —  2cosacosj5coseo=sin'w. 

Also  ist  R^  {A"^  +  J52  —  2  ^5  cos  00)==  sin^co  und  die  auf  die  ver- 
langte Form  reducirte  Gleichung  ist  daher 

A  sin  m  ,  ^  sin  w  , 


y(A^+B^— 2 AB  cos  (a)  y{A:^+B'^— 2 AB  cos  a) 

C  sin  cö  

y{A'^  +  B^  —  2  AB  cos'^)  ~    ' 
Wir  lernen  daraus,  dass 

^  sin  0)  B  sin  o 


K(^2+  B'i— 2AB cos  fß) '  y(A'^+B^—2ABcosG)) 

respective  die  cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  vom  An- 
fangspunkt auf  die  Linie  Ax  +  By  +  C  ^=0  gefällte  Senkrechte 

mit  den  Axen  der  x  und  y  bildet;  und  dass  , .,  ^^  .  ^^ — — -— : 

^  y{A^+B^— 2 AB  cos  ca] 

die  Länge  dieser  Senkrechten  ist.  Diese  Länge  kann  auch  leicht 
dadurch  berechnet  werden,  dass  man  den  doppelten  Inhalt  des 
Dreiecks  NOM  {ON.  GM,  sin  ©)  durch  die  Länge  von  MN  divi- 
dirt,  deren  Ausdruck  leicht  zu  finden  ist. 

Die  Quadratwurzel  der  Nenner  ist  übrigens  eines  doppelten 
Zeichens  fähig ;  die  Gleichung  kann  auf  jede  der  Formen 
a:cosa  +  y cos j3— p  =0,  a;cos (a  +  180^)  +  y cos (/J  +  180^)  +p=0 
reducirt  werden. 

25.  Man  soll  den  Winkel  zweier  geraden  Linien  be- 
stimmen, welche  durch  ihre  Gleichungen  in  recht- 
winkligen Coordinaten  ausgedruckt  sind. 

Der  von  den  beiden  geraden  Linien  gebildete  Winkel  ist  dem 
Winkel  gleich^  welchen  die  vom  Anfangspunkte  aus  auf  sie  ge- 
fällten Perpendikel  mit  einander  einschliessen ;  wenn  wir  die  von 
diesen  mit  der  Axe  der  x  gebildeten  Winkel  et,  a    nennen,  so 

ist  nach  Artikel  23 

Ä  .  B 

cos  f<f  = .   _.,. :  sm  « 


y[Ä'^-B''y       —y{A}+By 

A'  .      ,  B" 


cos  «  =  TT.  ^..  ■  ^>... ;  sin  «t 


I  •    /  AB  — ÄS 

also      siin«  -  « )_  j/(^^ß2).^(^2+ß'2) ; 


r 


cos  (a «):= 


Die  gerade  Linie.   Art.  26.  23 


und  daher     taug  («  —  «)=       .  , . 

I  AA    T"  -^-tJ 

Zusatz  1.     Der   von    beiden   Linien   gebildete   Winkel   ver- 
sch^vindet,  wenn  A'B  —  ^^  =  0; 

die  geraden  Linien  sind  dann  nach  Artikel  21  parallel. 

Zusatz  2.     Die   zwei   geraden  Linien  sind  rechtwinklig  zu 
einander,  wenn  AÄ  +  BB^^=iO^  . 

weil  dann  die  Tangente  ihres  Winkels  unendlich  gross  wird. 

Wenn   die  Gleichungen  der  beiden   geraden  Linien  in  der 
Form   tj  =  mx  +  ft,    y  =  mx  +  b'    gegeben    sind,    so    ergiebt 

r 

sich  die  Tangente  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels  :=- — 7 r  , 

\  'f-  mrn 

weil  dieser  Winkel  die  DifTerenz  der  Winkel  ist,   die  die  Liiiien 

selbst  mit  der  Axe  der  x  bilden   und  weil  m  und  m    (Art.  21) 

die  Tangenten  dieser  letztern  Winkel  sind;   die  geraden  Linien 

sind   parallel,    wenn   m  =  m,    und .  rechtwinklig   auf   einander, 

wenn  mi»'  +  1  ===  0  ist. 

*26.   Den  Winkel  zwischen  zwei  geraden  Linien  bei 
schieTwinktigen  Coordinaten  zu  finden. 

Wir  verfahren  genau  wie  im  letzten  Artikel,   indem  wir  die 
Ausdrücke  des  Artikel  24  zu  Grunde  legen: 

A  sin  CO    ^ 

<^0S  «  —  y^^2   +    ^2  _  2AB  cos  0))' 

,  Ä  sin  ß} 

cos  a  -^  Y^^^  ^-^,2  __  2  ^^,  ^^^  ^j ; 

i?  ^  cos  09 

somit  sin  a  = 


sm  (V 


^^(^2  +  ^2__2^J9cosa))' 

^  —  ^'  cos  Jö 
Y[j11  +  J5'2_  2^^  cos  «) ' 


Also: 
. (^^  —  ^^0  sin  Ol 

SIO(«        «)— ,/(^2  +  ^2_2^j?COS(i)).J^(^'2^^2_2^'^COSo)' 
^     . ^^^  +  ^^  —    (^i?'  +  ^^)  COS  fi>  

cos(«-a).-.^^^3^^2_2^^^^g^j^^^^,2  +  ^2_2^^cos«^^ 
Endlich 

(^'^—  AB')  sin  CO 
Un  («  —  tt)_  ^^_l_  2?^'-  {AB'+A^B)  cos  «>' 


••  f.' 


■  t ; 


Lt. 


■TA- 


'II 


•s 
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Die  geraden  Linien  sind  somit  parallel,   wenn  ^^' ==^/Ä: 
sie  sind  rechtwinklig,  wenn 

AA'  +  BB'  =  {AB'  +  AB)  cos  w. 

27.   Eine  gerade  Linie  kann  stets  so  bestimmt  wer- 
den, dass  sie  zwei  Bedingungen  genügt. 

Jede  der  Formen,  in  welchen  wir  die  allgemeine  Gleichung 

der  geraden  Linie  gegeben   haben,   enthält  zwei  Constanlcn;  so 

die  Formen  */  =  ma;  +  ft,  a;  cosa  +  y  sina  =p   die  Constanlen 

m  und  fe,  p  und  or.    Nur  die  Form  ^x  +  %  +  C=0  entliält  drei 

Constanten,  aber  nur  scheinbar,  denn  wir  haben  es  in  ihr  nicht 

mit   den  absoluten  Werthen,   sondern   nur  mit  den  gegenseitigen 

Verhältnissen  von  A^  B^  (7  zu  thun.    Die  mit  einer  beliebigen  Con- 

stanten  multiplicirte   oder   dividirtc  Gleichung  stellt  noch  immer 

dieselbe  Linie  dar,  wie  vorher,  und  wir  können  sie  also  durch  C 

AB 
dividiren,   so  dass  sie  nur  noch  die  beiden  Constanten  -und  -- 

'  •  Ü        c 

enthält.  Wenn  man  daher  eine  dieser  Formen  der  Gleichung  zur  all- 
gemeinen Darstellung  einer  geraden  Linie  wählt,  z.  B.  y=ma:+6, 
so  kann  man  ihre  Constanten  m,  h  als  unbekannte  Grössen  be- 
trachten, welche  zu  bestimmen  sind;  und  wenn  irgend  zwei  Be- 
dingungen gegeben  sind,  so  können  aus  ihnen  die  Werthe  von 
m  und  h  bestimmt  werden,  welche  der  speciellen  Geraden  ent- 
sprechen ,  die  diesen  Bedingungen  genügt.  Diess  wird  durch  die 
Beispiele  in  den  Art,  28,  29,  32,  33  hinreichend  erläutert. 

8.  Man  soll  die  Gleichung  einer  geraden  Linie 
linden,  die  einen  gegebenen  Punkt  (a:', /)  enthält,  und 
zu  einer  gegebenen  Geraden  parallel  ist. 

Wenn  die  Linie  y  =  mx.  +  h  einer  gegebenen  geraden  Linie 
parallel  ist,  so  ist  nach  Art.  21  Zusatz  die'Constante  m  bekannt. 
Und  wenn  sie  durch  einen  festen  Punkt  geht,  so  muss  die  Glei- 
chung, als  für  jeden  Punkt  der  Linie  erfüllt,  auch  für  ihn  wahr 
sein  und  man  erhalt  y=  mx  +  h  und  damit  die  Bestimmung 
von  b.     Die  verlangte  Gleichung  ist  daher 

y  =  7nx  +  y  —  mx    oder  y  —-  y  =  m{x  —  x'). 

Betrachten  wir  in  dieser  Gleichung  m  als  unbestimmt,  so  ist 
sie  die  allgemeine  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  {x\  y)  gehen- 
den Geraden. 

.  29.   Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  zu  finden, 


A 


r 
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welche  durch  zwei  gegebene  Punkte   {x\  y)  luid  (a",  y") 
geht. 

Nach  dem  vorigen  Artikel  ist  die  Gleichung  einer  geraden  I  jnie 

durch  («',  y') ,  w — y^=m{x — x)  oder  — — ->=2w.     Da  aber  die 

,x — X 

verlangte  gerade  Linie  auch  durch  den  Punkt  x'' y[  gehen  nuiSvS, 

so  Duiss  diese  Gleichung  auch  erröllt  bleiben,  wenn  man  für  x,  y 

die  Coordinaten  desselben  x'\  %f  einsetzt.     Demnach  ist 

y  —y  _ 


X  — X 


und  durch  Substitution  für  m  daher  die  Gleichung  der  verlangten 

» . ..  y  —  y       y  —  v 

geraden  Linie  ~ ~  =  —, — ^,. 

X  XX    —  X 

In  dieser  Form  scheint  die  Gleichung  aiii  leichtesten  zu  be- 
halten; durch  die  Befreiung  von  Brüchen  bringen  wir  sie  jedoch 
in  eine' Form,  in  der  sie  zumeist  brauchbarer  ist,  nämlich 

\y  —  y  )x  —  [x  —  X  )y  +  X  y  —  x  y  =0 
oder  auch  {x  —  x']  [y  —  y")  =  [x  —  x')  {y  —  y) ;  denn  diess 
ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  weil  die  Glieder  xy^  welche 
auf  Uiren  beiden  Seiten  auftreten ,  einander  aufheben  und  sie  wird 
sowohl  durch  die  Werthe  x  =  x\  y=y',  als  durch  die  Wei'thc 
x=x\  y=y'  erfüllt.  Ihre  Entwlckelung  giebt  auch  das  vorige 
Resultat 

Zusatz.  Die  Gleichung  der  geraden  Linie,  die  den  Punkt  x'y  y 
mit  dem  Anfangspunkt  verbindet,  ist  xy=xy. 

Aufg.  1.     Bilde  die  Gleichungen  der  Seiten  eines  Dreiecks,  dessen 
Eckpunkte  durch  ihre  Coordinaten  gegeben  sind:  (2, 1),  (3,  — 2),  ( — 4,  —1). 
Aufl.     x  +  7y  +  11  =  0,  3y  —  a:  =  1,  3a:  +  y  =  7. 

Aufg.  2.  Bilde  die  Gleichungen  der  Seiten  des  aus  (2,  3),  (4,  — 5). 
{ — 3,  — 6)  bestimmten  Dreiecks. 

Aufl.     X — 7y=39,  9a;  — 5y  =  3,  4a:  +  y=ll. 

Aufg.  3.     Die  Gleichung  der  «geraden  Verbindungslinie  der  Punkte 

X ,  y   und  \ ,  ',    ^  zu  bddcn. 

Aufl.     (y  —y')x  —  {x  —  x')  y  +  x  y"  —  o:"  y  =  0. 

Aufg.  4.     Die  Gleichung  der  geraden  Linie  anzugeben,  welche  die 


Paukte  xy   und  ^— ^t-^,  ^—^J^  verbindet. 

Aufl. 
W +y   -'^y)x—[x  +x   — 2a:)y  +  a:  y  —  xy+x  y  —  xy  =0, 
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Äufg.  5.  Die  GJeicliungcn  der  geraden  Linien  zu  bilden ,  welche 
die  Ecken  des  Dreiecks  in  Aufg.  2  mit  den  Mittelpunkten  der  Gegenscileo 
verbinden. 

Auß,     17a;— 3i/  =  25;  Ix+^y-^-ll—O',  5a:— 6y=21. 

Aufq,  G.     Welches  ist  die  Gleichung  der  geraden  Verbindungslinie 

der  Punkte  — r ,  -~ ^  und  — ^^ ,  — ^— : 

l  —  m  l  —  //*  l  —  n  l  —  n 

Aufl.  x\l{m-n)y'\- m(n--l)  y'+  n  {l—m)y"]  — jy[/(w— «)^' 
+  m{n—l)x  H- M (7  —  m) o;'"] = Im [yx  —  y" x]  +  mn [y" a?'"—  y'x) 
+  nl{y"x—yx"'). 

30.  Die  Bedingung  anzugeben,  unter  welcher  drei 
Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Wir  fanden  im  Artikel  29  die  Gleichung  der  Verbindungs- 
linie zweier  Punkte  und  haben  nur  auszudrücken,  dass  die  Coor- 
dinaten  des  dritten  dieser  Gleichung  genügen  müssen. 

Die  Bedingung  ist  daher 

(yi— ^2)^3—  (^1  —^'2)  2/3  +  (^i  ^2— '^2yi)=ö, 

welche  in  der  mehr  symmetrischen  Form  geschrieben  werden  kann*) 

y,  (0^2  —  0:3)   +   2/2  (^3  —  ^'^1)   +  ysi^l  -^  ^2)  =  ö- 

31.  Aus  den  Gleichungen  zweier  geraden  Linien 
die  Coordinaten  ihres  Durchschnittspunktes  zu  finden. 

Jede  der  Gleichungen  drückt  eine  Relation  aus,  welcher  von 
den' Coordinaten  des  geforderten  Punktes  genügt  werden  muss; 
deshalb  finden  wir  seine  Coordinaten,  indem  wir  die  beiden  Glei- 
chungen für  die  unbekannten  Grössen  x  und  y  auflösen. 

Wenn  die  Gleichungen  in  der  aligemeinen  Form 
Ax  +  By  +  C  =  0,    A'x  +  B'y  +  6'=0 
gegeben  sind,  so  finden  wir 

BC  —  B'C   '  CA  —  CA 

''  =  ab'-äb''''^^^ab'-äb^ 

Im  Artikel  14  sahen   wir,   dass  die  Lage  eines  Punktes  be- 


/ 


♦)  Beim  Gebrauch  dieser  und  ähnlicher  Formeln,  welche  wir  bei 
spätem  Gelegenheiten  anwenden  werden,  ist  es  nützlich ,  die  Coordi- 
naten in  einer  festen  Aufeineinanderfolge  zu  denken;   z.  B.   nimmt  im 

2.  Glied  der  eben  gegebenen  Formel  y^  die  Stelle  von 
yi ,  a?s  die  von  x^  und  Xy  die  von  x^  im  ersten  Gliede 
ein  und  im  dritten  gehen  wir  von  y^  zu  ^3,  von  x^  zu 
iPj,  und  von  x^  zu  x^  über.  Man  kann  diess  Verfahren 
kurz  als  eine  cyklische  Vertauschung  der  Indioes  be- 
zeichnen. 
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stimnil  uar  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  seinen  Coordinaten. 
Jede  dieser  Gleichungen  stellt  einen  Ort  dar,  welchem  der  Punkt 
angehören  muss  und  er  Ist  somit  der  Durchschniltspunkt  der  hei- 
den  durch  die  Gleichungen  dargestellten  Oerter.  Die  einfachsten 
Gleichungen  zifr  Darstellung  eines  Punktes,  nämlich  a:=a,  y=/> 
sind  die  Gleichungen  zweier  Parallellinien  zu  den  Coordinaten- 
axen,  deren  Durchschnittspunkt  der  verlangte  Punkt  ist. 

Darum  respräsentiren  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades  nur 
einen  Punkt  und  zwei  Gleichungen  von  höheren  Graden  mehr  als 
einen  Punkt;  denn  in  jenem  Falle  stellt  jede  Gleichung  eine  ge- 
rade Linie  dar  und  zwei  gerade  Linien  können  sich  nur  in  einem 
Punkte  schneiden;  in  diesem  allgemeinen  Falle  sind  die  durch  die 
Gleichungen  dargestellten  Oerter  Curven,  welche  einander  in  mehr 
als  einem  Punkte  durchschneiden. 

Zusatz.  Die  Goordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  beiden 
geraden  Linien  sind  unendlich  gross,  derselbe  liegt  also  in  un- 
endlicher Entfernung,  wenn  AB'  =^  AB.  In  diesem  Falle  sind 
die  geraden  Linien  paralleL     (Arl.  21.) 

Aafg.  1.  Man  bestimme  die  Goordinaten  der  Ecken  des  Dreiecks 
von  den  Seiten  x  +  y=2,  x  —  3y=i4,  3a;  H-5y  +  7==0. 

Aufi.    (-tV.  -fl) :  ( V ,  -  ¥) ;  (i.  - i)- 

Äufg.  2.    Berechne  die  Goordinaten  der  Punkte,  in  welchen  die  ge- 
raden Linien     3a:  +  y— 2=0,  a;4-2y  =  ö,  2ir  — 3y  +  7=0 
sich  schneiden. 

M.    (4-,  V).  (-tV.«).  (-i.  V)- 

Aufg,  3.     Die  Goordinaten  der  Durchschnittspunkle  von 

2a;  -f  3y=13,  5a;  —  y=7,  x  — 4y  +  10=0 
zu  finden. 

Aufl.     Sie  schneiden  sich  in  dem  Punkte  (2,  3). 

Aufg,  4.  Die  Coordinaten  der  Ecken  und  die  Gleichungen  der  Dia- 
gonalen des  Vierecks  zu  finden,  dessen  Seiten  durch  die  Gleichungen 

2y^3x=10,  2y  +  ic=6,  16a;— 10y=33,  12a; +  14y-f- 29=0 

gegeben  sind. 

Aufl. 
(-lii)>  (3,4),  (i,  — f),(-3,  ^)?6y-a;=6;8a;  +  2y  +  l=0. 

Aufg,  5.  Die  Durchschnittspunkle  der  Gegenseiten  desselben  Vier- 
ecks und  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  derselben  zu  berechnen. 

(83,  1|1).  (— 7JL,  lii);  162y  -  199a;=4462. 

2  5  10  ^  ^ 

Aufg,  6.  Die  Diagonalen  des  durch  a;=a,  a;  =2 a,  y:=:&,  ^c=  6 
gebildeten  Parallelogramms  auszudrücken. 

Aufl, 
(6 — &')  a:— »(a  — a)y=a'6  —  al! ,  [b  —  h')x'\-{a  —  d)g-=^ah      ab\ 
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Aufg.  7.  Wenn  von  einem  Dreieck  die  Basis  und  die  Verbindungs- 
linie ihres  MiltHpunktes  mit  der  Spitze  zu  Goordlnatenaxeii  gewählt 
sind,  so  sollen  die  Gleichungen  der  Linien,  die  von  den  Basisecken  nach 
den  Mittelpunkten  der  Seilen  gehen  und  die  Gpordfnaten  ihres  Durcli- 
^chnitlspunkles  berechnet  werden. 

AufL  Sind  die  Coordinaten  der  Spitze  0,  y\  und  die  der  Basisecken 
x\  0  und  — x\  0,  so  sind  die  Gleichungen  der  Halbierungslinien 

3  xy  —  y'x — a'y=0,  ^x'y  +  yx  —  x'y^=^0 
und  die  Coordinaten  ihres  Schnittpunktes 


(0.  O- 


Atifg.  8.  Zwei  Gegenseiten  eines  Vierecks  sind  zu  Coordinalcn- 
axen  gewählt,  die  andern  beiden  haben  die  Gleichungen 

«         ,       y ^  ^      4-    -^     r=   1 

2«  ■*■  2Ä  ~  ^ '   2«    "^  26'         ^' 

Man  soll  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  Diagonalen  finden. 
Aufl,     (a,  h');  [a\  b). 

Aufg.  9.  In  demselben  Falle  sei  der  Mittelpunkt  der  geraden  Linie 
zu  bestimmen,  weiche  die  Durchschnittspunktc  der  Gegenseiten  verbindiet. 

j  ^      a  b.a  —  ab.a     ab,b' — ab\h 
'*  ab  —  ab'     '        ab — ab' 

Nach  Art.  7  zeigt  diese  Form  der  Coordinatenwerihc,  dass  dieser 
Punkt  'die  Verbindungslinie  der  beiden  ersten  Punkte  im  Verhältniss 
ab  :  ah'  Iheilt. 

... — ^SSr.^JMan  soll  für  rechtwinklige  Axeii  die  Glei- 
chUiTg  einer  geraden  Linie  bestimmen,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  geht  und  zu  einer  gegebenen 
(Iraden  y  =  wa;  +  6  normal  ist. 

Da  die  Bedingung  der  rechtwinkligen  Lage  zweier  Geraden 
nach  Art.  25  ist  min= — 1,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der 

(Art«)  1 

fraglichen  Normalen   in    der  Form  y    —  y  = {x  —  x]. 

Ebenso  erkennt  man,  dass  die  Gleichung  der  Normalen  vom 
Punkt  {x\  y)  auf  die  Linie  Ax  +  By-^-  Cx=:0  ist  A[y—yy=^B{x—x\ 
d.  h.  sie  wird  erhalten  durch  Verlauschung  der  Coefflcienten  von 
X  und  y  und  Veränderung  des  Vorzeichens  von  einem  derselben. 

Aufg,  1.  Die  Gleichungen  der  Perpendikel  zu  finden,  die  von  den 
Kcken  des  Dreiecks  (2,  1),  (3,  —2);  (—4,  —1)  auf  die  gegenüberlie- 
genden Seiten  gefüllt  werden. 

Aufl.     Die  Gleichungen  der  Seiten  sind  (Art.  29,  Aufg.  1): 
a:  +  7y  +  11=0,  3y  —  a:  =  l,  ^x  +  y  =  l 

und  die  Gleichungen  der  Perpendikel 

7a;  — y=13,     3a:  +  y=7.     3y^— a;=l*    • 
Pas  Dreieck  \ii  demnach  rechtwinklig. 
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Aufg,  2.  Die  Gleichungen  der  auf  den  Seilen  desselben  Dreiecks 
iu  ihren  Millelpunklen  errichteten  Senkrechten  zu  fuiden. 

Aufl.  Die  Gordinalen  der  Mittelpunkte  sind  ( — ^,  — ^),  ( —  1,  0), 
\i»  — i) »  ^*®  Perpendikel 

7a:  —  y  +  2=0,  3a:  +  y  +  3==0,  3y  —  a:  +  4=K>; 

sie* durchschneiden  sich  im  Punkte  (—  -J^,  —  f). 

ülu/*^.  3.  Welches  sind  die  Gleichungen  der  von  den  Ecken  des 
Dreiecks  (2,  3),  (4,-5),  (—  3,  —  6)  (Art.  29.  Aufg.  2)  auf  die  Gegen- 
seiten geÖUten  Perpendikel  ? 

Aufi.  Ix  +  y  =  17,  öa:  +  9y  +  25=0,  a:  —  4y=21;  sie 
durchschneiden  sich  in  (^§,  —  W*)* 

Aufg.  4.  Die  Gleichungen  der  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  des- 
selben Dreiecks  errichteten  Perpendikel  anzugeben. 

Aufl.  Ix  +  y  +  2=0,  öa;  +  9y  +  16=0,  x  —  4y=7; 
ihr  Schnittpunkt  ist  ( —  ^,  —  ^). 

Aufg,  5.  Aus  den  Goordinaten  der  Ecken  eines  Dreiecks  die  allge- 
meinen Gleichungen  der  von  ihnen  auf  die  Gegenseiten  gefällten  Perpen- 
dikel abzuleiten. 

Aufl. 

[x  — arOa:  +  (y  —y  )  y-^-^xx  +yy  )—[xx  +  y  y  )=0, 
X  —  x)  X  +  (y  —  y)  y  +  [x  x  +y  y)-'[x  x  +y  y  )=0, 
X    ^  x)  X  +  [y    —  y)  y+.{x  x  +y  y  )— (a:  x  +  y  i/)=0. 

Weil  diese  Gleichungen  Null  zur  Summe  geben,  s(f  schneiden  sich  die 
drei  Perpendikel  stets  in  einem  Punkte. 

Aufg.  G.  Die  Gleichungen  der  Senkrechten  in  den  Mittelpunkten  der 
Seilen  eines  Dreiecks  auf  denselben  auszudrucken. 

Aufl. 
(x"  ^  x-)x  +  (/  -  /')  y-^  (a:"2  _  ^'"2)  _^  (y"2_y-.)^0, 
(^'"-  X)  X  +  [y"-y)   y-\  (a:"'^-  a:'^)    -  J  (/'2_/^)=0, 
[X  -x')x+  [y'  -  f)  y-\  [x^  -  x'^)   -\  [y^  -y'')=0. 

Aufg.  7.  Die  Basis  eines  Dreiecks  und  die  von  der  Spitze  auf  die- 
selbe gelallte  Senkrechte  sind  als  Coordinatenuxen  gewählt;  man  soll 
die  Gleichungen  der  von  den  Basisecken  auf  die  Gegenseiten  gcfalllen  Per- 
pendikel und  die  Goordinaten  ihres  Durchschnittspunkles  angeben. 

Aufl.  Sind  die  Goordinaten  der  Spitze  (0,  y)  und  die  der  Basiscckeii 
(ar",  0),  ( — x"',  0),  so  sind  die  Gleichungen  der  Perpendikel 

x"[x  —  x")  +  yV=0,  x\x  +  x")  —  y  y=0 


//         Hl  , 
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Aufg.  8.  Für  dieselben  Axen  soll .  man  die  Gleichungen  der  in 
den  Mittelpunkten  der  Seiten  errichteten  Perpendikel  und  die  (Koordinaten 
ihres  Durcliniltspunkles  ausdrücken. 


^ 
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Auß. 


2{x"'x  +  y'y)=i'—x"-^;  2(x"x  —  y'y)=x"^-y'^,  2x=x"-x"' 


(- 
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Aufg,  9.  Man  bilde  die  Gleichung  der  Normalen  von  (x,  y)  auf  die 
Linie  x  cos  ci  +  y  sin  a  =s  p  und  finde  die  Goordinaten  ihres  Harch- 
schniltspunictes  mit  derselben. 

Jufl.     Diese  Goordinaten  sind 

ix -{-  cosa(p  —  a;'cosDf  —  ysina)^   y -{-sin a{p — ^'cosa — ysmal 

Aufg.  10.  Man  bestimme  die  Entfernung  dieses  Schnittpunlites 
vom  Punl(te  {x\  y), 

Aufl,     Sie  ist  +  [p  —  x  cos  a  —  y  sin  a). 

33.  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  zu  finden, 
welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht  und  mit 
einer  gegebenen  geraden  Linie  yx=^mx  +  h  einen  vor- 
geschriebenen Winkel  (p  bildet. 

Setzen  wir  rechtwinklige  Coordinatenaxen  voraus,  so  kann  die 
Gleichung  der  geforderten  Linie  geschrieben  werden 

y  —  y^=im{x  —  x')      C$i$,  a^w  5^ 

und   die  Formel   des  Artikel  25   tan  w  = 

^        1  + 
m  —  tan  cp 


erlaubt  uns 


mm 


m 


zu  bestimmen. 


1  +  m  tan  q> 

34.  Die  Länge  der  Senkrechten  von  einem  Punkte 
{x,  y)  auf  die  gerade  Linie  von   der  Gleichung 

X  cos  of  +  y  sin  u  —  ;j  =  0 
zu  bestimmen. 

Wir  haben  in  den  Aufgaben  9  und  10  des  Art.  32  einen  Weg 
angegeben,  der  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  fuhrt  und  wollen  nun 
zeigen ,  wie  dasselbe  Ergebniss  geometrisch  erhalten  werden  kann. 

Wir  ziehen  Q  R  von  dem  gegebe- 
nen Punkte  Q  parallel  zu  der  gege- 
benen geraden  Linie  und  QS  senk- 
recht dazu;  dann  ist 

OK=:^x   und  Or=a;'cosa. 
Wegen  L  SQK=ß  und  QK^y 
ist  ferner  BT:=QS=y  cos  ß; 
also  x'  cos  a  -f-  y'  cos  j5  =  0 /?. 
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Indem  wir  davon  die  Senkrechte  vom  Anfangspunkt  OP  sub- 
trahiren,  erhalten  wir 

ar'  cos  of  +  y  cos  j3  —  p  =  PR 
als  den  Ausdruck  der  Senkrechten  Q  V. 

Wäre  in  der  Figur  der  Punl^t  Q  auf  der  Seite  der  geraden 
Linie  gewählt  worden,  welche  dem  Anfangspunkt  am  nächsten  liegt, 
so  hätten  wir  für  die  Senkrechte  den  Ausdruck/? — x  cosor  —  ycosß 
erhalten  und  wir  sehen  daraus,  dass  die  Senkrechte  ihr  Vorzei- 
chen wechselt,  wenn  wir  von  einer  Seite  der  geraden  Linie  auf 
die  andere  übergehen.  So  lange  wir  nur  eine  unter  den  Nor- 
malen einer  Geraden  betrachten,  so  ist  es  unnöthig,  ihr  ein  Vor- 
zeichen zu  geben,  es  handelt  sich  allein  um  ihre  absolute  Grösse. 
Wenn  wir  aber  die  Normalen  von  zwei  verschiedenen  Punkten 
v\ie  Q  und  S  mit  einander  vergleichen,  so  ist  nach  Art.  6  offen- 
bar, dass  die  Distanzen  QVy  SV  als  in  entgegengesetztem  Sinn«^ 
gemessen  entgegengesetzte  Vorzeichen  erhalten  müssen.  Wir 
können  daher  für  den  Ausdruck  der  Länge  des  Perpendikels 
+  (p  —  ar'  cos  a  —  y  cos  ß)  gleichmässig  wählen.  Wählen  wir 
insbesondere  diejenige  von  beiden  Formen,  für  welche  das  abso- 
lute Glied  der  Gleichung  der  Geraden  positiv  ist,  so  ist  diess  mit 
der  Festsetzung  gleichbedeutend,  dass  diejenigen  Normalen  als 
positiv  gelten  sollen,  welche  von  Punkten  ausgehen,  die  mit  dem 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  derselben  Seite  der  Geraden 
liegen;  als  negativ  aber  die  von  Punkten  auf  der  entgegengesetz- 
ten Seile.     Und  umgekehrt  bei  der  entgegengesetzten  Wahl. 

Die  in  der  Form  Ax  +  By  +  C=0  gegebene  Gleichung  der 
geraden  Linie  reduciren  wir  auf  die  Form  a:cosa  +  ^cosj3 — /)=0 
und  erhalten  die  Länge  des  von  einem  Punkte  x'  y  auf  sie  ge- 
fällten Perpendikels 

Ax  +  By  +  C    ,  (Ax+By+C)mm       ,^ 

-—. ! — ?^ — I —  oder  =  — —  -  — ~ — .  «sS»»»«-M) 

y{J^  +  ff')  y[A^  H-  ff'  —  2^i?  cos  a>) ' 

je   nachdem    die    Axen    rechtwinklig    oder    schiefwinklig    sind. 

Durch   Vergleichung   dieses  Ausdrucks   für    die   Senkrechte    von 

X,  y    mit  dem  für  die  Senkrechte  vom  Anfangspunkt  sehen  wir, 

dass  X,  y   mit  dem  Anfangspunkt  auf  derselben  Seite  der  geraden 

Linie  liegt,  wenn  Ax  -f-  By  +  C  mit  C  dasselbe  Vorzeichen  hat 

und  umgekehrt. 

Die  Bedingung,  dass  irgend  ein  Punkt  x'  y   in  der  geraden 

Linie  Ax  -J-  By  +  C;=0  liege,  besteht  darin,  dass  seine  Coordi- 
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naten  x^  y  der  gegebenen  Gleichung  genügen  müssen,  oder  dass 
Ax  •\'  By  +  (7=0  sei.  Der  gegenwärtige  Artikel  zeigt,  dass 
diese  Bedingung  nur  der  algebraische  Ausdruck  der  geometrischen 
Wahrheit  ist,  dass  die  Senkrechte  von  einem  Punkte  x,  y  in  einer 
geraden  Linie  auf  dieselbe  gleich  Null  ist. 

^  Aufg.  1.     Die  Lange  der  Sienkrechten  vom  Anfangspunlct  auf  die 
Linie  3^3^  +  ^^  +  ^0=0  bei  rechtwinkligen  Axen  zu  finden. 

Aufl,     p  ^=  4. 

Aufg.  2.     Finde  die  Länge  der  Senkrechten  vom  Punkte  (2,  3)  auf 
die  gerade  Linie  2a;  +  y  —  4:=0. 

3 

Aufl.     p  =  r^rr;  dcr  gegebene  Punkt  liegt  auf  der  dem  Anfangs- 

punkt  entgegengesetzten  Seite  der  geraden  Linie. 

Aufg.  3.     Man  bestimme  die  Länge  der  Senkrechten  von  den  Eck- 
punkten des  Dreiecks  (2,  1),  (3,  — 2),  ( — 4,  — 1)  auf  die  Gegenseilen. 

Aufl.     2^2,   /iÖ,    2/iÖ;    der  Anfangspunkt  liegt   innerhalb 
des  Dreiecks. 

Aufg^  4.     Finde,  die  Länge  der  Senkrechten  vom  Punkte  (3,  —  4) 

auf  die   gerade  Linie  4a:  +  2y  —  7=0  unter   Voraussetzung  eines 

Axcnwinkels  von  GO^. 

3 
Aufl.     p  =  -  ;  der  Punkt  liegt  mit  dem  Anfangspunkt  auf  der- 

selhen  Seite. 

Aufg.  5.     Die  Länge  der  vom  Anfangspunkt  auf  die  gerade  Linie 
n[x  —  a)  +  b  [y  —  ft)  =0  gefällten  Senkrechten. anzugehen. 
Aufl.     p^Via^  +  b'^). 

35.    Die   Gleichung  der  Ilalbirungslinie   des  Win- 
kels zu  finden,  welchen  die  geraden  Linien 

X  cos  «1  +  y  sin  «j  —  Pi  ==  0,   X  cos  «2  +  y  sin  «2  —  pj  =  0 
iMuschliessen. 

Wir  Ouden  die  Gleichung  dieser  geraden  Linie  am  einfach- 
ston,  indem  wir  algebraisch  ausdrucken,  dass  die  von  irgend 
eiuem  Punkte  x,  y  in  ihr  auf  die  beiden  geraden  Linien  gefällten 
Perpendikel  gleich  sind;  diess  giebt  unmittelbar  die  Gleichung 
X  cos  ß,  +  y  sin  or,  —  Pi  =  +  (ic  cos  «g  +  y  sin  aj  —  p^), 
weil  jede  Seite  derselben  die  Länge  einer  von  diesen  Senkrechten 
bezeichnet.     (ArL  34.) 

Wenn  die  Gloirhnngcn  in  der  Form 

Ax  +  By  +  r  —  0,   A'x  +  B'y  +  €'  =  0 
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gegeben  sind,   so  ist  die  Gleichung  des  Paars  der  Winitelhalbi- 

ningslinien 

Ax  +  By  +  C  _        J'x  +  B'y  +  (f 

Durch  das  doppelte  Vorzeichen  ist  die  Existenz  von  zwei 
Winkelhalbirungslinien  ausgesprochen,  von  denen  die  eine  so  liegt, 
(lass  die  Normale  von  ihr  auf  die  eine  der  beiden  Geraden  nach 
dem  Vorigen  als  positiv  und  die  auf  die  andere  als  negativ  zu 
betrachten  ist;  die  andere  dagegen  so,  dass  die  Normalen  von 
ihr  auf  beide  Gerade  gleichzeitig  positiv  oder  negativ  sind. 

Wenn  wir  das  Vorzeichen  wählen,  welches  den  beiden  con- 
stanten  Gliedern  einerlei  Vorzeichen  giebt,  so  folgt  aus  Art.  34, 
dass  wir  die  Ualbirungslinie  des  Winkels  durch  die  Gleichung 
ausdrucken,  in  welchem  der  Anfangspunkt  liegt;  und  wenn  wir 
den  Constanten  Gliedern  entgegengesetzte  Zeichen  geben,  so  haben 
wir  die  Gleichung  der  Halbirungslinie  des  Supplementwinkels. 

Aufg.  1.    Die  Gleichung  der  Halbirungslinien  des  Winkels  zwischen 
zwei  geraden  Linien  auf  die  Form  x  cosa^  +^  sinorj=/7j  zu  reduciren. 
Aufl. 

X  cos  [i  [a,  +  aj  +  90^  +  y  sin  [^  [a,  +  a,)  +  ^0^-]=^^^^£l—^ ; 

xcosiK  +«2)  +ysini(ai  +  a^)  =  2^08'^^,-««)' 
Man  sieht  in  dieser  Form  am  deutlichsten ,  dass  die  beiden  Halbirungs- 
linien rechtwinklig  auf  einander  stehen. 

Aufg.  2.  Welches  sind  die  Gleicliungen  der  Winkelhalbirungslinien 
filr  3a:  +  4y  —  9  =  0,  12a:  +  5y  —  3  =  0? 

Aufl,     7a:— 9y+34=0,     9a:  +  7y  =  12. 

36.  Den  Inhalt  des  durch  drei  Punkte  gebildeten 
Dreiecks  zu  berechnen. 

Wir  erhalten  den  doppelten  Inhalt,  indem  wir  die  Länge  der 
Verbindungslinie  zweier  Eckpunkte  mit  der  Länge  der  vom  dritten 
Eckpunkt  auf  dieselbe  gefällten  Senkrechten  multipliciren. 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Axen  ist  die  Länge  der 
von  0:3^3  auf  die  Verhindungslinie  von  x^y^  und  x^y,^  gefällten 
Senkrechten  (Art.  2%  34) 

(y\   —  Vi)  ^8  —  (^1   "  ^2)  VZ  +  ^1^2  —  ^2^1  . 

V  [(yi  -  ^2)'  +  (^1  -  ^2)'] 

in  diesem  Bruche  stellt  der  Nenner  die  Länge  der  Verbindungs- 
linie von  Xy^y^  mit  x^y2  dar  und 

Vx  (^2  —  ^3)  +  2^2  (^3  —  ^1)  +  ^3  (^1  —  ^2) 

Stimon,  Anat.GpoDi.d.KoifrUrlin.  2.  AuQ.  3 
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Lezeichtiet  dabei*  den  doppelten  Inhalt  des  von  den  drei  Punkten 
gebildeten  Dreiecks. 

Für  schiefwinklige  Axen  findet  man  durch  Wiederholung 
der  Untersuchung  mit  den  auf  sie  bezüglichen  Formeln»  dass  die 
einzige  Veränderung  des  Resultats  in  dem  Hinzutreten  des  Fac- 
tors sin  Q)  zu  dem  eben  erhaltenen  Ausdruck  besteht.  Genau  ge- 
sprochen haben  wir  überdiess  diesen  Ausdrucken  das  doppelte 
Zeichen  vorzusetzen,  welches  aus  der  Quadratwurzel  entspringt, 
die  in  der  Entwickelung  gebraucht  wird.  So  lange  wir  es  jedocl) 
nur  mit  einer  Dreiecksfläche  zu  thun  haben,  so  lange  bandelt  es 
sich  nur  um  die  absolute  Grösse  ohne  Rucksicht  auf  das  Vor- 
zeichen. Wenn  aber  z.  B.  die  Inhalte  zweier  Dreiecke  ver- 
glichen werden ,  deren  Ecken  x^  ^3 ,  x^  y^  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Verbindungslinie  der  Basisecken  x^y^,  x.yy^  liegen» 
so  müssen  ihnen  entgegengesetzte  Vorzeichen  gegeben  werden. 
Der  von  den  vier  Punkten  und  ihren  geraden  Verbindungslinien 
begrenzte  vierseitige  Raum  ist  nun  die  Summe  statt  die  DifTerenz 
der  beiden  Dreiecke. 

,  Zusatz  1.  Der  doppelte  Inhalt  des  von  den  Punkten  .r^^i 
und  x^  1/2  niit  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gebildeten  Drei- 
ecks ist  y^x,^  —  Vi^x*  wie  aus  dem  allgemeinen  Ausdruck  folgt, 
indem  man  darin  0^3  =  0;  y^  =  0  setzt. 

Zusatz  2.  Die  Bedingung,  unter  welcher  drei  Punkte  in 
einer  geraden  Linie  liegen,  drückt  aus,  dass  der  Inhalt  des  durcli 
die  drei  Punkte  gebildeten  Dreiecks  gleich  Null  ist.     (Art.  30.) 

Aufgabe,  Man  soll  den  folgenden  Salz  beweisen:  Wenn  zwei 
feste  gerade  Linien,  welche  sich  in  einem  Punkte  A  schneiden,  von  einer 
um  den  festen  Punkt  0  drehenden  Geraden  In  den  Punkten  B  und  C 
geschnitten  werden,  so  ist  die  algebraische  Summe  der  reciproken 
Werlhe  der  nrciecksQächen  OAB  und  0 AC  constanl. 

37.  Den  Inhalt  eines  Polygons  durch  die  Coordi- 
naten seiner  Eckpunkte  auszudrücken. 

Wenn  wir  innerhalb  des  Polygons  einen  Punkt  xy  wählen 
und  ihn  mit  allen  Eckpunkten  desselben:  a:, y, ,  0*2^2»  •  •  •  ^^^i^ 
durch  gerade  Linien  verbinden,  so  ist  der  Inhalt  des  Polygons 
die  Summe  der  Inhalte  aller  der  Dreiecke,  in  welche  dasselbe  in 
dieser  Weise  gethcilt  worden  ist.  Diese  doppelten  Inhalte  sind 
nach  dem  letzten  Artikel  respective: 
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^"  (yi  — v!/2)  —  y(^i  —  ^\)  +  ^1  !/2  —  ^22/t 

i?  (^2  ~  .V3)  —  y{^2  —  •'»'3)  +  ^2  .V3  —  ^:3y2 


ar(y„,,  — yj  —  y(Ä:^i—  a;J  +  a:„.,y,  —  ar^yn-i 
^(y«  —   ^i)  —  y{^n  —  a;|)  +  x^  t/i    —  a:,y„. 
Durcb    Addiliod    derselben    verschwinden    alle   die   Glieder, 
welche  x  und  y  als  Factoren  enthalten,   wie  auch  nöthig,  weil 
der  Werth  des  Totalinhalts  von  der  Art  unabhängig  sein  muss,  in 
welcher  das  Polygon  in  Dreiecke  zerlegt  wird;   wir  erhalten  für 
den  doppelten  Inhalt  den  Ausdruck: 
(0:1^2  —  x^y^)  +  [x^y^  —  x^y^  4.  .  .  .  +  [x^y^  —  x^y^). 
Derselbe  kann  auch  geschrieben^  werden : 

^'i(y2  -yJ  +  ^tiy\\—y\)  +  ^AyA—y^)  +  ••  •  +  ^»(yi— yn-t) 

oder 

yif^K— ^2)+y2(*'^i  — ^3)  +  y3(^2— ^4)  +  •••  +  y«(^n-i-i«^i)- 

Aufg.  1.  Berechne  den  Inhalt  des  Dreiecks  (2, 1),  (3,  — 2).  ( — 4,-1). 

Aufl.     =  10. 

Aufg.  2.  Berechne  den  Inhalt  des  Dreiecks  (2,3),  (4,  — 5),  ( — 3, — 6). 

Aufl.    =  29. 

Aufg.  3.  Berechne  den  Inhalt  des  Vierecks  (1. 1),  (2.3),  (3,3),  (4,1). 

Aufl.     ==  4. 

38.    Die  Bedingung  zu   finden,  unter  welcher  drei 
gerade  Linien  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Sind 
Ax+By  +  C  =  0,   A'x  +  B'y  +  Cr  =  0,  Ä'x+ ff'y  +  C"  =  0 
die  Gleichungen  derselben,  so  beisst  die  verlangte  Bedingung 

A\BC  —  B^q  +  B'\CÄ  -  (fA)  +  (f'[Aff  —  AB)  :=  0; 
denn  wenn  sie  sich  in  einem  Punkte  schneiden  sollen,  so  müssen 
die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  zwei  von  ihnen  sich 
schneiden  (Art.  31),  der  Gleichung  der  dritten  Genüge  leisten. 

Die  gefundene  Bedingung  kann  auch  in  einer  der  folgenden 
Formen  geschrieben  werden 
A[B'a'  -  B''C)  +  B[C'ä'  ~  C"Ä)  +  C[ÄB"  -  ^'^')  =0 
AißTC  —  B''C)  +  Ä[B"C  -  BC")  +Ä'[BC'  -  B'C)=0*). 


*)  Wenn    man  einen  dieser  Ausdrücke,    z.  B.  den    letzten    durcb 
^.  C.C"  dividirt,  so  dass  man  erhält 

A  (j^  _  B"\        A'  (B"       B\        A^  (B  _B\__ 

c\c'     c^J  "^  c  VC"'  ~  (y  **■  c"  \c      cy  ~  ' 

3** 
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*39.    Den  Inhalt  des  durch  die  drei  Linien 
Ax  +  By  +  C=Oy  J:x  +  B'y  +  C  =  0,  J^'x  +  B"x  +  C"  =  0 
gebildeten  Dreiecks  zu  finden. 

Wenn  wir  nach  Artikel  31  die  Coordinaten  der  Ecken  be- 
rechnen und  ihre  Werlhe  in  die  Formel  des  Artikels  36  ein- 
setzen, so  erhalten  wir  für  den  doppelten  Inhalt  den  Ausdruck; 


'  -  AB  KÄ'B-'-Är     Ar—rBj  "^ 


B^  — 
AB 

äb^'-ä'b'Kabt^ä'b 

B"C  —  B(f'  (Ad  —  ÄC 


A(f  —AlC\ 
XB  —ABf)  ^ 


Ä'B 


—ab^\äb  — 


AB' 


'  —Ä'(f\ 


Wir  reduciren  diesen  Ausdruck  auf  einen  gemeinsamen  Nen- 
ner und  bemerken,  dass  der  Zähler  des  zwischen  den  ersten 
Klammern  enthaltenen  Theils  die  mit  Ä*  multiplicirte  Grösse 

^"  [B(f  ^B'C)  +  A  {B'C"  —  B'^C)  +  Ä  [B"C  -  BCf') 
ist,  und  dass  die  in  den  beiden  folgenden  Klammern  enthaltenen 
Theile  des  Ausdrucks  die  Producte  derselben  Grösse   mit  ^,  / 
respective  sind;   dadurch   erhalten  wir  för  den   doppelten  Inhalt 
des  Dreiecks 

[A[B'(f'  --  B"(f)  +  Ä[El'C—  BC")  +  Ä'[B(f—BfC)'\^ 
[AB'  —  AB)  [AB"  —  Ä'g)  {Ä'B  —  AB") 

Wenn  die  drei  geraden  Linien  sich  in  einem  Punkte  schnei- 
den, so  wird  dieser  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  Null  (Art.  38]; 
wenn  irgend  zwei  von  ihnen  parallel  sind,  so  wird  er  unendlich 
gross.     (Art.  25.) 

40.  Ans  den  Gleichungen  zweier  geraden  Linien 
die  einer  dritten  durch  ihren  Durchschnittspunkt 
gehenden  zu  finden. 

Die  zunächstliegende  Methode  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  be- 
steht darin,  nach  Artikel  31  die  Coordinaten  des  Durclischnitls- 
punktes  der  zwei  geraden  Linien  zu  berechnen  und  ihre  Werthe 


fto  erkennt  man  die  vollständige  Analogie  dieser  Bedingung,  nnier  wel* 
eher  drei  gerade  Linien  durch  einen  Punkt  gehen,  mit  der,  unter  wel- 
cher drei  Punkte  in  einer   geraden  Linie   liegen.     An   die  Stelle  der 

Coordinaten  dieser  Punkte  treten  die  Grössen  7,,   --,»'  tv»  7^»*  j^»*  7^' 

die  von  den  geraden  Linien  gebildeten  Axenabschnitte.  Können  sie 
nicht  als  Coordinaten  der  geraden  Linien  bezeichnet  werden? 


r 


N 


Die  gerade  Linie.   Art.  40.  37 


in  die  Gleichung  des  Artikels  28,  nämlich  in  y  —  tj  =:  m  {x  ^  x") 
einzusetzen. 

Eine  leichtere  Auflösung  nimmt  aber  die  Aufgabe  auf  Grund 
des  folgenden  wichtigen  Princips  an:  WennS  =  0,  8^  =  0  die 
Gleichungen  irgend  zweier  Oerter  sind,  so  enthält 
der  durch  die  Gleichung  S  +  kS'  =:  0  (wo  k  eine  belie- 
bige Constante  ist)  dargestellte  Ort  alle  die  den  beiden 
gegebenen  Oertern  gemeinsamen  Punkte.  .Denn  es  ist 
offenbar,  dass  Coordinaten,  welche  der  Gleichung  5  :=  0  und 
zugleich  der  Gleichung  6^  =r  0  genügen,  auch  die  Gleichung 
S  +  kS^  =  0  befriedigen. 

Daher  bezeichnet  die  Gleichung 

{Ax'  +  Bfj  +  q  +  k{J^x  +  B'y  +  (f)  =  0, 

welche  offenbar  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist,  eine  solche 
gerade  Linie,  welche  durch  den  Durchschnittspunkt  der  geraden 
Linien        Ax  +  By  +  C^O,  ^x+  B'y  +  C  =  0 
gezogen  ist;  denn  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  dieser  bei- 
den geraden  Linien  müssen,  in  die  Gleichung 

(Ax  +  By  +  q  +  k  {Jx  +  B'y  +  (/)  =  0 
eingesetzt,   diese  identisch  machen,  weil  sie  jeden  ihrer  TUeile 
getrennt  =  0  machen. 

Aufg,  1.  Die  Gleichung  der  geraden  Linie  zu  Gnden,  weldie  den 
Äofang^unkt  mit  dem  Durchschnittspunkt  der  Linien 

Ax  +  By  +  C  =  0,    Aix  +  ffy  +  (f  :=^0  verbindet. 

Aufl,  Indem  wir  die  erste  Gleichung  mit  C,  die  zweite  mit  C 
fflullipliciren  und  die  Producle  von  einander  abziehen,  erhalten  wir  die 
Gleichung  der  geforderten  Linie  {A(f — A'q  x  +  [BC  —  B^q  y  =  0; 
denn  diese  geht  nach  Art.  18  durch  den  Anfangspunkt  und  nach  dem  ge- 
genwärtigen Artikel  durch  den  Durchschnittspunkt  der  gegebenen  geraden 
Linien. 

Aufg,  2.  Die  Gleichung  der  durch  den  S<?lmiltpunkt  derselben  ge- 
raden Linien  gezogenen  Parallelen  zur  Achse  der  x  soll  gefunden  werden. 

Aiiß.     {AB  —  AB^)  y  +  AlC  —  AC  —  0. 

Aufg,  3.  Es  ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie  auszudrücken» 
welche  den  Durchschuillspuukt  derselben  Linien  mit  dem  Punkte  x  y 
verbindet. 

Aufl.  Wir  bestimmen  in  der  allgemeinen  Gleichung  einer  geraden 
Linie,  welche  durch  den  Durchschniltspunkt  der  beiden  gegebenen  gera- 
den Linien  geht,  die  Constante  k  durch  die  Bemerkung,  dass  dieser  Glei- 
chung durch  die  Coordinaten  xy  genügt  werden  muss  und  finden  als  die 
verlangte  Gleichung 
(Ax^'By+q  (A'x'+  B'y  +  (f)  =  {Ax'+  By'+  C)  {A'x+ B'y  + (f). 
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Aufg,  4.  Welches  ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie,  die  den 
Punkt  (2.  3)  mit  dem  Durchschnittspunkt  von  2x  +  3y  +  X  =  0  und 
3a;  —  4y  =  5  verbindet? 

Aufl. 
ll(2a:  +  3i/  +  l)  +  14(3x  — 4y  — 5)=^Ooder64a;  — 23y  =  59. 

41.  Das  im  letzten  Artikel  begründete  Princip  liefert  für 
drei  sich  in  demselben  Punkt  durchschneidende  gerade  Linien 
ein  Kennzeichen,  welches  häufig  bequemer  ist  als  das  im  Art  38 
angegebene. 

Drei  gerade  Linien  gehen  durch  denselben  Punkt, 
wenn  ihre  Gleichungen,  indem  man  jede  mit  einer 
Constanten  Grösse  multiplicirt,  Null  identisch  zur 
Summe  geben;  d.  h.  wenn  für  alle  x  und  y  die  Relation 
besteht 
l{Ax  +  Bf/  +  C)+m{A:x  +  B'y  +  (f)+n{A''x+B''y+Cr')—0. 

Denn  in  diesem  Falle  müssen  die  Werthe  der  Coordinaten, 
welche  die  beiden  ersten  Theile  der  Gleichung  einzeln  mit  Null 
identisch  machen,  auch  den  dritten  Theil  gleich  Null  setzen. 

Aufg.  1.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  die  Ecken  eines  Dreiecks 
mit  jden  Mittelpunkten  der  Gegenseiten  verbinden,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte. 

Aufl.     Die  Gleichungen  dieser  Linien  sind  nach  Art.  20,  Aufg.  4 
iy'  +  y"  —  2«/')  X  —   [x    +  x"  —  2a:')  y  +  [od'  y   —  x  y) 

[x    y    —  a;  y   )  =  0, 

[y     +  y  —  ^y  )  ^  —  (^     +  ^   —  2oc  )  y  +  (x  y    —  X  y  ) 

+  [xy"  —  x"y)  =  0, 

[y    +  y"  —  2y"0  X  —  [x  +  X    —  2  a:'")  y  +  [xy"  —  x'y') 

(X  y     —  a;    y  )  =  0. 
Da  die  Summe  dieser  drei  Gleichungen  Null  ist,  so  gehen  die  durch  sie 
dargeslelllen  geraden  Linien  durch  einen  Punkt.     Nach  Art.  31  ündel 

man  seine  Goordinaten  ( ♦^  "^ ^    '  ^  ,  ^        .>  )• 

Aufg.  2.  Derselbe  Satz  ist  unter  der  Voraussetzung  zu  beweisen, 
dass  zwei  Seilen  des  Dreiecks  von  den  Längen  a  und  b  zu  Achsen  ge- 
nommen sind. 


Aufl. 


a      *     0  a     *     b  '       fl 


-1=0 


sind  die  Gleichungen  der  drei  Halbirungslinien ;  ihre  blosc  Ansicht  liefert 
den  Beweis. 

Aufg.  3.  Die  drei  Höhenperpendikel  eines  Dreiecks  und  die  drei 
Perpendikel  zu  den  Seiten  in  ihren  Halbiruugspunklen  schneiden  sich  ia 
einem  Punkte.  Denn  die  Gleichungen  der  Aufg.  5  und  6  im  Art.  32 
geben  Null  identisch  zur  Summe. 
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Äufg,  4.  Die  drei  Halbirungslinien  der  Winkel  eines  Dreiecks 
schneiden  sicli  in  einem  Punkte.     Denn  ilire  Gleichungen  sind 

(x  cos  a  +  y  sin  of  —  /) )  —  (a:  cos  /3  +  y  sin  j5  —  P  )  =■  0, 

(j:  cos  j3  +  y  sin  j5  —  jj' )  —  (o:  cos  y  +  y  sin  y  —  p")  =  0, 

[x  cos  y  +  y  sin  y  —  p')  —  (a:  cos  «  +  y  sin  et  —  p)   =0. 

Von  den  Halbirungslinien  der  äusseren  Winkel  mit  je  einem  der 
inoern  gilt  ein  ähnlicher  Satz. 

*42.  Die  Coordinaton  des  Punktes  zu  finden,  in 
welchem  die  gerade  Verbindungslinie  der  Punkte 
^'y\  ^'y'  von  der  Linie  Ax  +  j9y  +  ^  =  0  geschnitten 
wird. 

Wir  können  diese  Aufgabe  dadurch  lösen,  dass  wir  die 
Gleichung  der  Verbindungslinie  jener  beiden  Punkte  bilden  und 
nach  Artikel  31  ihren  Durchschnit Ispunkt  mit  der  gegebenen 
Linie  bestimmen. 

Eine  andere  Methode,  die  wir  oft  anwenden  werden,  um  den 
Punkt  zu  bestimmen,  in  welchem  die  gerade  Verbindungslinie 
zweier  gegebenen  Punkte  durch  einen  gegebenen  Ort  geschnitten 
wird,  ist  in  dem  Folgenden  enthalten. 

Nach  Artikel  7   süid  die  Coordinaten   eines  l^unktes  in  der 

geraden  Linie,   welche  die  gegebenen  Punkte  x  y\  x'y'  verbin- 

.      .                     ,      T^                    v(i^     +  wa;  mw     +  ntj 

det,  immer  von  der  Form  x  == j ,    w  =^  -^-— — ^ 

und  wir  können  das  Verhältniss  — ,  in  welchem  die  Verbindungs- 
linie dieser  Punkte  durch  den  gegebenen  Ort  getheilt  wird,  als 
eine  unbekannte  Grösse  ansehen,  welche  sich  aus  der  Bedingung 
bestimmt,  dass  die  eben  geschriebenen  Coordinaten  der  Gleichung 
des  Ortes  genügen  müssen. 

So  haben  wir  im  gegenwärtigen  Falle 

m  -{^  n  m  +  n 

,  m  Ax    +  By    +   C 

also  -  =  —    .  „    .     p  ^^    ,    ^' 

n  Ax    +  By    +  C 

Demnach  sind  die  Coordinaten  des  gesuchten  Punktes 
.  _  (Ax    +   By    +   C) X    -   [Ax     +   By'  +   C)x 
^  ~  [Aa!  +   %'  +  C)       ^'{Ax     +   By"  +  C)    ' 
^[Ax    +  By    +  C)tf  -  [Ax'  +  Bj  +  C)y 
^        (Ax    +  By'  +   q       -   [Ax"  +  By"  +   C) 
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Der  Werlh  für  das  Verhältniss  m  :  n  konnte  auch  geometrisch 
aus  der  Bemerkung  abgeleitet  werden,  dass  das  Verhältniss,  in 
welchem  die  Verbindungslinie  von  xy  und  x'y"  geschnitten  wii'd, 
dem  Verhältniss  der  Senkrechten  gleich  ist,  die  man  von  diesen 
Punkten  auf  die  gegebene  gerade  Linie  fällen  kann;  denn  nach 
Artikel  34  sind  diese  Senkrechten 

Ax    +  By    +   C  Äx    +  By    +  C 

Das  negative  Zeichen  in  dem  vorher  gefundenen  Werthe  ent- 
springt daraus,  dass  in  dem  Falle  des  innern  Schnittes,  welchem 
nach  ArU  7  das  positive  Zeichen  von  m\n  entspriclit,  die  Nor- 
malen auf  entgegengesetzten  Seiten  der  gegebenen  Linie  liegen 
und  daher  nach  Art.  34  als  von  entgegengesetztem  Zeichen  an- 
gesehen werden  müssen. 

Wenn  eine  gerade 
Linie  die  Seiten  eines 
Dreiecks  BC,  CA,  AB 
in  den  Punkten  Z,  M,  N 
durchschneidet,   so  ist 

BL.  CM.  AJN  _ 
^acv   CL.  MA.  NB  ~ 

^        Sind  die  Coordinaten  der 
Ecken  x'y,  x'y\  cd" y'\  so  haben  wir 
BL  Ax     +  By"  +  C       CM  Ax'+  By"'  +  C 


LC  Ax"  +  By"  +  C      MA  Ax    +   By     +  C 

AN  _  _  Ax    +  By    +  C 

NB  ~  Ax"  +  By"  +  C 
und  die  Wahrheit  des  Satzes  ist  offenbar.  Man  kann  noch  hin- 
sichtlich der  Vorzeichen  dieser  Theilungsverhältnisse  bemerken, 
dass  entweder  alle  drei  das  negative  oder  nur  eines  das  negative 
und  die  andern  das  positive  Zeichen  erhalten  müssen,  weil  die 
Dreiecksseiten  durch  die  Transversale  nur  entweder  alle  drei 
ausserhalb  oder  zwei  innerhalb  und  eine  ausserhalb  des  Dreiecks 
geschnitten  werden  können. 

*43.  Man  bestimme  das  Verhältniss,  nach  welchem 
die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  x^y^^,  0:2^2  durch 
die  Verbindungslinie  zweier  andern  Punkte  0:3^3,  x^y^ 
geschnitten  wird. 
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Die  GleichuDg  der  letztem  geraden  Linie  ist  (Art.  29) 

daher  nach  dem  letzten  Artikel 

^  ^  _  [Vz  —  Vx)  a?i  —  [x^  —  x^  y^  +  x^y^  —  x^y^ 

«  {^3  —  ^4)  ^2  —  (^3  —  ^4)  ^2  +  3:3^4  —  ^4^3 

_   _  ^1  (ys  —  ^4)  +  ^3  (^4  —  yi)  +  ^^4  jy^  — yg) 

«2  (^3  —  ^4)   +  ^3  (^4   —  ^2)   +  ^4(3^2  —  ^3) 

Aus  Artikel  36  erhellt,  dass  diess  das  Verhältniss  der  Flächen- 
inhalte der  beiden  Dreiecke  ist,  deren  Ecken  sind  x^y^,  x^y^,  x^y^ 

und  0:2^2'  ^3^3'  ^4^4»  ^^  ^^^^  ^ucb  geometrisch  evident  ist. 

Wenn  die  geraden  Verbindungslinien  eines  Punk- 
tes  mit    den   Ecken   eines   Dreiecks    die   Gegenseiten 
BC,  CA^  AB  respecti?e  in  Punkten  D,  E^  F  schneiden, 
.  ,  BD..CE.  AF  .    ^ 

so  ist  ^^      „  , — =rr;  =    +    1. 

BC.  EA,  FB         ^ 

Sind  die  Ecken  x^y^t  ^2^2»  ^3^3  ^^^  ^^^  <1^^  angenommene 
Punkt  0:4^4,  so  folgt 

^  _  ^1  (^2  —  ^4)  +  ^2  (^4  —  y\)  +  ^4  [yi  —  yi) 

DC        a?!  (^4  —  ^3)  4-  x^  (yg  —  y^  +  0:3  [y^  —  ^4)' 

^  _  ^2  (y«  —  yi\  +  ^3  (^4  —  ^2)  +  ^4  (^2  —  ^3) 
EA     a?i  (^2  —  yj  +  ^2  {y4 — yi)  +  ^4  (yi  —  y2)' 

AF  _  x^  (y4  —  y^  +  x^  [y^  —  yj  +  x^  [y^  —  y^) 

BP     ^2  (ys  —  y4)  +  ^3<y4  —  y2)  +  ^4  {y^—y^) 

und  die  Wahrheit  des  Satzes  ist  olTenbar,  n^'enn  man  nur  noch 
bemerkt,  dass  entweder  alle  drei  Theilpunkle  D,  E,  F  innerhalb 
der  Dreiecksseiten  oder  einer  innerhalb  und  zwei  ausserhalb  der- 
selben liegen. 

44.    Die   Polargleichuug   einer   geraden    Linie   zu 
finden.     (Artikel  12.) 

Wenn  wir  das  Perpendikel  auf  die 
gegebene  gerade  Linie  als  feste  Axe 
voraussetzen  und  OB  irgend  ein  durch 
den  Pol  nach  einem  ihrer  Punkte  ge- 
zogener Radius  vector  ist,  so  folgt  für 

OB  =  Q,   LBOP  =  $ 
OB.  cos  ö  =  OP,    d.  h.   die    gesuchte 
Gleichung  ist  ^  cos  d  =  p. 

Bildet  die  feste  Axe  mit  dem  Perpendikel  den  Winkel  er,  so 
ist  die  Gleichung  ^  cos  (9  —  a)  c=3  /?. 
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Diese  Gleichung  kann  auch  durch  Transformation  der  Glei- 
chung TAr  rechUvinkiige  Coordinalcn  ;c  cos  a  -|-  ^  shi  cv  =«  p 
erhalten  werden,  denn  indem  man  für  ^  ^  cos  $  und  für  y  ^  sin  d 
(Artikel  12)  substituirt,  wird  diese  Gleichung 

q  (cos ö  cos  «  +  sind  sina)=p;  oder  wie  vorher  ^cos(ö  —  a)  =p. 

Eine  Gleichung  von  der  Form  ^  (^  cos  d  +  B  sin  ö)  =  C 
kann  wie  im  Artikel  23  auf  die  Form  q  cos  (0  —  «)  =  p  reducirt 
werden,  indem  man  sie  durch  ^(-4^  +  B'^)  dividirt;   wir  haben 

dann 

A  .  B  _  C 

'V{A^  +  B^y  ^- 


<^«««  =  ^(:42+-i2y«»»«= 


Aufg.  1.     Die  Gleichung  ^  =3  2  a  sec  (  ^  +  /.  )  in  eine  solche  zwi- 
schen rechtwinkligen  Coordinalcn  umzuwandeln. 

Aufg,  2.     Die  Polar-Coordinalen  des  Durchschnittspunktes  der  fol- 
genden geraden  Linien  und  den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  zu 

bestimmen:   ^  cos  (ö  —  ^  j  =  2fl,  ^  cos  ( ö  —  —  j  =  a. 

Auß.    9  =  2«,«  =  ^;  der  Winkel  =  -• 

Aufg,  3-     Welches  ist  die  Polargleichung  der  geraden  Linie,  die 
die  lUinkle  q\  ö';  q\  ö"  verbindet? 
Auß, 
^q"  sin  (ö'  —  O  +  q'q  sin  (ö"  -  9)  +  ^^'  sin  [^  —  ff)  =  0. 
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Drittes  Kapitel. 
Aufgaben  über  die  gerade  Linie. 


45.  Nachdem  wir  im  vorigen  Kapitel  die  Principien  darge- 
legt haben,  auf  welche  gestutzt  wir  die  Lage  eines  Punktes  oder 
einer  geraden  Linie  algebraisch  auszudrücken  im  Stande  sind, 
wollen  wir  einige  weitere  Beispiele  von  der  Anwendung  dieser 
Methode  zur  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  hinzufugen.  Der 
Anfänger  muss  sich  in  der  Anwendung  der  Methode  zur  Lösung 
solcher  Aufgaben  fleissig  üben,  bis  er  Leichtigkeit  und  Schnellig- 
keit in  ihrem  Gebrauche  erlangt  hat. 
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Aufgaben  über  die  gerade  Linie.   Arl.  4G.  43 


fiei  den  Auflösungen  geometrischer  Aufgaben  können  im  AII- 
gemeiuen  die  Gleichungen  durch  eine  geschickte  Wahl  der  Coor- 
dinatenaxen  vereinfacht  werden;  iqdem  man  zwei  der  wichtig- 
sten Linien  der  Figur  zu  Coordinatenaxen  wählt,  werden  die 
analytischen  Ausdrucke  wesentlich  verkürzt.  Andrerseits  geschieht 
es  freilich  oft,  dass  durch  die  Annahme  von  Coordina|f3naxen, 
welche  mit  der  Figur  nicht  in  einer  solchen  besondern  Verbin- 
dung stehen,  die  Gleichungen  an  Symmetrie  das  gewinnen,  was 
ihnen  an  Einfachheit  abgeht.  Der  Leser  kann  diess  aus  den  zwei 
in  Aufgabe  1  und  2  des  Artikel  41  gegebenen  Auflösungen  der- 
selben Aufgabe  erkennen,  wo  die  erste  Auflösung,  obgleich  die 
längere,  den  Vorzug  hat,  dass  man  aus  der  entwickelten  Gleichung 
der  einen  Winkelhalbirungslinie  sogleich  die  der  andern  ohne 
Rechnung  ableiten  kann. 

Weil  Ausdrücke,  welche  Winkel  enthalten,  durch  die  An- 
wendung schiefwinkliger  Coordinaten  complicirter  werden,  ist  es 
im  Allgemeinen  rathsam,  für  solche  Aufgaben  rechtwinklige  Axeu 
vorauszusetzen. 

46.  Geometrische  Oerter.  Die  analytische  Geometrie 
eignet  sich  mit  vorzüglicher  Leichtigkeit  zur  Untersuchung  der 
Oerter.  Wir  haben  nur  die  Relation  aufzusuchen,  welche  die 
Bedingungen  der  Aufgabe  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes 
fordern,  dessen  Ort  gesucht  wird;  der  algebraische  Ausdruck 
dieser  Relation  liefert  uns  sofort  die  Gleichung  des  verlangten 
Ortes. 

Aufg,  1.  Welches  ist  der  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks,  von  dem 
die  Basis  und  die  Differenz  der  Quadrate  der  Seiten  gegeben  sind  ? 

Aufl,    Wir  nehmen  die  Basis  und  die  rechtwinklige  Flaihirungslinic 
derselben  zu  Coordinatenaxen,  bezeicimen  die 
Hälfte  der  Basis  durch  c  und  die  Coordinaten 
des  Scheitels  durch  x^  y.     Dann  ist 

AC  —  BC^^4:Cx 
aud  die  Gleichung  des  fraglichen  Ortes  ist  also  " 
icx  =  m^;  derselbe  ist  somit  eine  zur  Basis 


r 


M    n  B 


m* 


tturmale  Gerade  in  einer  Entfernung  x  =  .     vom  Mittelpunkte.     Man 

sieht  leicht,  dass  die  Differenz  der  Quadrate  der  Basissegmente  der  Diffe- 
renz der  Quadrate  der  Seiten  gleich  ist. 


*)  Anfänger  schliessen  zuweilen,  dass  die  Länge  der  Linie  Ali  als 
ans  den  Theilen  AM  s=  —  c  und  jVR  =  x   zusammengesetzt  gleich 
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Aufg,  2.  Man  soll  den  Orl  des  Scheitels  aus  der  Basis  und  der  ge- 
gebenen constanleu  Summe  cot  ^  +  '^  cot  f  c=:  /?  bestimmen. 

Aufl.    Aus  der  Figur  folgt  cot  -4  =  ^  =      '   ^,  cot  ^=^ — -\ 

die  Gleichung  des  Ortes  ist  also  c  +  ic  +  ^  (c  —  a:)  =  py,  die  Glei- 
cliung  einer  geraden  Linie. 

AtJ^g.  3.  Von  einem  Dreieck  ist  die  Basis  und  die  Summe  der  Sei- 
ten gegeben ;  welches  ist  der  Ort  des  Punktes  in  dem  von  seiner  Spitze 
auf  die  Basis  gefällten  Perpendikel,  welcher  jenseits  der  Spitze  um  die 
Länge  der  einen  Seite  von  der  Basis  entfernt  ist? 

Aufl,  Wir  nehmen  dieselben  Axen,  um  zu  untersuchen,  welche 
Relation  zwisclien  den  Coordinaten  des  Punktes  besteht,  dessen  Ort  wir 
zu  bestimmen  haben.  Die  Absclsse  desselben  ist  MR  und  seine  Ordi- 
nale nach  der  Voraussetzung  c=  A  C;  wenn  m  die  gegebene  Summe  der 
Seiten  ist,  so  ist  BC  =  m  —  y. 

Auch  gilt       BC^  =  AB^  +  A(^'^2AB,  AR, 
d.  h.  indem  man  A  B  durch  2  c  bezeichnet 

[m  —  y)^  =  4  c^  +  y^  —  4  c  (c  +  x\ 
woraus  wir  durch  Reduction  erhalten    2  wy  —  4  ca?  =  m^,    die  Glei- 
chung einer  geraden  Linie. 

Aufg.  4.  Wenn  zwei  feste  gerade  Linien  OA  und  OB  gegeben 
sind  und  durch  eine  dritte  von  gegebener  Richtung  AB  geschnitten  wer- 
den ,  so  soll  der  Ort  des  Punktes  P  gefunden 
werden ,  der  die  Strecke  A  B  in  einem  gegebe- 
nen Verhältniss  Iheilt,  nämlich  PA  z=n.Aß. 
Wir  können  hier  schiefwinklige  Axen  an- 
wenden, weil  die  Aufgabe  die  Betrachtung 
von  Winkeln  niciit  erfordert :  nehmen  wir  also 
die  feste  Liuie  OA  zur  Axe  der  x,  OC  zur  Axc 
der  y,  so  dass  die  Gleichung  von  OB  von  der  Form  y  =  mx  hl. 
Da  nun  der  Punkt  B  in  der  letztem  Linie  liegt,  so  ist  seine  Ordinale 
das  m fache  seiner  Absclsse  oder  AB  =  m  .  OA;  somit  PA  =  mn  .  OA 
und  da  PA  und  OA  die  Coonlinaten  des  Punktes  P  sind,  der  gesuchte 
Ort  eine  gerade  Linie  aus  dem  Anfangspunkt  von  der  Gleichung  y  =  mnx. 

Aufg,  5.  Man  denke  wie  vorher  PA  parallel  OC  gezogen  und 
durch  eine  Anzahl  von  Geraden  in  Punkten  B,  B\  S'  etc.  geschnitten, 


r.. 


—  c  +  ic  sei,  statt  gleich  c  '\-  x  und  daher  ^0*  =s  y*  +  {x  —  ^' 
Dazu  ist  zu  bemerken,  dass  das  einer  Linie  gegebene  Zeichen  nicht 
von  der  Seite  des  Anfangspunktes  abhängt,  auf  der  sie  liegt,  sondern 
von  der  Richtung,  in  der  sie  gemessen  wird.  Wir  gehen  von  A  nach  R 
in  dem  positiven  Sinne  AM  =  c  und  gehen  in  demselben  Sinne  weiter 
von  MR  =  X  und  deshalb  ist  die  Länge  AR  =  c  '■{^  x.  Gehen  wir 
aber  von  R  nach  B,  indem  wir  zuerst  im  nep^ativen  Sinne  gehen  um 
RM  =^  —  X  und  darnach  im  positiven  um  MB  =  c,  so  ist  die  Länge 

Äi?  =   C   —   07. 
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PA  aber  als  proporlional  der  Summe  aller  Ordinalen  BA,  B'A  elc.  be- 
slimml.  und  den  Ort  von  P  gesucht. 

Aufl.     Für  y  =  mx,  y  =  mx  +  n,  y^=  mx  +  n",  etc.  als 
die  Gleichungen  der  festen  Geraden  ist  die  Gleichung  des  Ortes 
Äy  =  ma:  +  (m'o:  +  n)  +  {mx  +  n)  +  etc. 

Aufg.  6.  Von  einer  beliebigen  Anzahl  von  Dreiecken  mit  gemein- 
schaftlicher Spitze  sind  die  Grundlinien  und  die  Summe  ihrer  Flachen  ge- 
geben; man  soll  den  Ort  ihrer  Spitze  finden. 

Aufl.     Sind  die  Gleichungen  der  Grundlinien 
a:  cos  tf  +  y  sin  a  —  p  =  0,   a;  cos  j3  +  y  sin  /3  —  pj  =  0, 
a:  cos  y  +  y  si»  y  —  P2  =  ö,  etc., 
ihre  Längen  a,  6,  c,  etc.  und  die  gegebene  Summe  der  Inhalte  =  »i^,  so 
ist  fl  (a:  cos  a  +  y  sin  a  — p),  weil  nach  Art.  34  o:  cos  a  +  y  sin  or  — p 
die  Senkrechte  vom  Punkt  x^  y  auf  die  erste  Linie  bezeichnet,  der  dop- 
pelte Inhalt  des  ersten  Dreiecks  und  die  Gleichung  des  Ortes  muss  da- 
her sein 

<i  («  cos  a  +  y  «in  er  —  p)  +  ft  (a?  cos  j3  +  y  sin  /5  —  p,) 

+  c  (o:  cos  y  +  y  sin  y  —  P2)  +  •  •  •  •  ^=  2m^. 
Diese  ist  aber,  da  sie  x  und  y  nur  im  ersten  Grade  enthalt»  die  Gleichung 
einer  geraden  Linie. 

Aufg.  7.     Aus  gegebenem  Winkel  an  der  Spitze  und  der  Summe 
der  ihn  einschliessenden  Seiten  den  Ort  des 
Punktes  zu  finden,  der  die  Basis  in  gegebenem 
Verhaltniss  theilt. 

Aufl.  Wir  denken  jene  Seilen  des  Drei- 
ecks als  Coordinatenaxcn  und  das  Vcriiallniss 
PK  :  PL:=^nim,     Dann  ist  aus  almlichen     ^ 

Dreiecken  Oir=^^i+^,Oi=^=J^^^'^    ^ 
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TO  -|-  n 


X  1/ 

und  der  Ort  eine  gerade  Linie  von  der  Gleichung  ;;^  +  ~  = 

Aufg,  8.  Man  bestimme  den  Ort  eines 
Punktes  P,  wenn  die  Summe  der  Abschnillc 
OJf  +  ON  gegeben  ist,  welche  die  von  ihm  auf 
zwei  feste  Gerade  geRlllten  Perpendikel  PM^  PN 
in  diesen  bestimmen. 

Aufl.     Indem  man  die  festen  Linien  zu 
Aien  wählt,  findet  man 
OiV  =  ar  +  y  cos  w,    OiV  =  y  +  a:  cos  tt) 
und  daher  die  Gleichung  des  Ortes  x  +  y  =  const. 

Aufg.  9.  Man  soll  den  Ort  bestimmen  unter  der  Voraussetzung, 
dass  M  N  einer  festen  Geraden  parallel  sei. 

Aufl.     y  +  X  cos  €i}  =  m  [x  +  y  cos  co). 

Aufg.  10.  Ebenso,  wenn  MN  durch  eine  gegebene  Gerade 
y=zmx  +  n  halbirl  (oder  allgemeiner  in  gegebenem  Verhaltniss  ge- 
iheilt)  werden  soll 
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Aufl.  Die  Goordinaten  des  Mittelpunktes  ergeben  sielt  mittelst  der 
Coordinalen  von  P  gleich  ^  (a?  +  y  cos  ai)  und  ^  (y  +  ic  cos  w)  und  da 
sie  der  Gleichung  der  gegebenen  Geraden  genügen  mfisseu,  so  Ist  der  Ort 
von  P  durch     y  +  a:coso)  =  m(a;  +  y  cos  co)  +  2n  dargestellt. 

Axifg,  11.  Man  soll  den  Ort  des  Mittelpunktes  von  MN  finden, 
wenn  P  die  gerade  Linie  y  =  mx  +  n  durchläuft. 

Aufl.  Sind  a,  ß  die  Goordinaten  von  P  und  x,  y  die  des  Mittel- 
punktes, so  ward  in  der  vorigen  Anfgabe  bewiesen,  dass 

2a;  =  a  +  j3  cos  CO,   2y  =  j5  +  a  cos  « 
sei ;  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  für  cc,  ß  liefert 

a.sin*  ta  =  2x  —  2y  cos  «,  ß  sin^  co  =  2y  —  2x  cos  w 
und  nach  der  Relation  ß  :^=:  ma  -|-  n,  welche  a  und  ß  verbindet,  ist 
2y — 2 0?  cos a>  =  m (2 o;  —  2ycos(o)-\-n sin^ od  die  Gleichung  des  Ortes. 

47.  Es  ist  üblich  und  zweckmässig,  die  Goordinaten  des 
veränderlichen  Punktes,  welcher  einen  Ort  beschreibt,  durch 
X  und  y  und  dagegen  die  Goordinaten  fester  Punkte  durch  Buck- 
staben mit  Accenten  zu  bezeichnen;  dem  entsprechend  sind  in 
den  vorigen  Aufgaben  die  Buchstaben  x  und  y  überall  für  die 
Goordinaten  des  Punktes  gewählt  worden,  nach  dessen  Ort  ge- 
fragt ward.  Oft  aber  ist  es  zur  Bestimmung  des  Oi*tes  nothwen- 
dig,  die  Gleichungen  von  Linien  zu  bilden,  welche  mit  der  Figur 
in  Verbindung  stehen  und  dann  entsteht  die  Gefahr  der  Verw- 
rung  zwischen  den  laufenden  Goordinaten  x  und  y  eines  Punktes 
in  einer  solchen  Geraden  und  den  Goordinaten  x  und  y  des 
Punktes,  welcher  den  gesuchten  Ort  beschreibt.  In  solchen  Fäl- 
len ist  es  zweckmässig,  die  Coofdinaten  des  letztern  Punktes  zu- 
erst durch  andere  Buchstaben,  etwa  a  und  ß,  zu  bezeichnen  und 
die  Betrachtung  bis  zur  Aufstellung  einer  sie  verbindenden  Re- 
lation zu  führen.  Diese  ist  bereits  die  Gleichung  des  Ortes  und 
wird  in  der  gewöhnlichen  Form  erhalten,  indem  man  a  und  ß 
durch  X  und  y  ersetzt,  da  dann  diese  letztern  die  Goordinaten 
des  den  Ort  beschreibenden  Punktes  erzeugen. 

Aufg,  1.  Mau  soll  den  Ort  der  Spitze  P 
eines  Dreiecks  finden,  von  welchem  die  Basis  CD 
und  das  Verhältniss  AM  :  NB  der  Theilc  ge- 
geben ist,  welche  die  Seiten^%iuer  festen  der 
Basis  parallelen  Ger^'Üen  AB  abschneiden. 

Aufl,     Wir  nehmen  AB  und  die  zu  ihr 
~j^       jg  normale  Gerade  durch  A  zu  Axen  und  haben 
l  '  AMy  iV^  mittelst  der  Goordinaten  von  P  aus- 

zudrucken.    Sind  a  und  ß  diese  letzteren,  sind  x'y\  a:"y*die  Goordi- 
naten von  C  und  B  —  sie  haben  gleiche  Ordinate  in  Folge  des  Parailelis- 


»^. 


eüjL'i- 
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mus  VOR  AB  uud  CD  —  so  ist  die  Gieicliung  der  Geraden  PC  als  der 
Verbindungslinie  von  ccß  uud  x'y  nach  Art.  29 

iß  —  y)  X  —  (a  —  a;')  y  =  ß^'  —  ^y- 
Dieser  Gleichung  genügt  wie  jeder  Punkt  von  PC  auch  der  in  der  Ab- 
scissenaxe  gelegene  Punkt  M,  dessen  Ordinate  ^  ==:  0  und  dessen  Abscisse 
X  =  AM  ist;  wir  erhallen  also  aus  ihr  für  y  =  0 


AM  = 


stimmt  sich 


AN  = 


ßoc 


6, 


ß  —  y 


In  derselben  Weise  be- 
uud  wenn  AB  =:  c  ist ,  so 


giebt  die  Relation  AM  =  k.  BN 

ßx  —  ay .    r  ßx—ay  \ 

'^ß-y    —^V~     f^y'y 
eine  Gleichimg,  in  welcher  die  Bedingungen  ^'^%  Problems  mittelst  der 

Coordinaten  des  Punktes  P  ausgedrückt   sind.     Nunmehr  können  ohne 

verwirrende  Folge  die  Grössen  or,  ß  durch  x^  y  ersetzt  werden  und  es 

ergiebt  sich  durch  Beseitigung  der  Brüche  die  Gleichung  des  Ortes  in  der 

Form         yx  —  yx:=k  {c  [y  —  y)  —  [yx'  —  y'x)}. 

Aufg.  2.  Zwei  Ecken  eines  Dreiecks  ABC  bewegen  sich  in  festen 
geraden  Linien  LM^  LN  und  die  drei  Seiten  desselben  drehen  sich  um 
feste  Punkte  0,  P,  jß,  die  in  einer  geraden  Linie  liegen;  welches  ist  der 
Ort  der  dritten  Ecke? 

Aufl.  Wir  nehmen  die  gerade  Linie  OP,  welche  die  drei  festen 
Pankte  enthält»  zur  Axe  der  x  und  die  gerade  Linie  OL,  welche  den 
Durchschnittspunkt  der  beiden  festen  ge- 
raden Linien  mit  dem  Punkte  0  verbin- 
det, zur  Axe  der  y.    Unter  den  Voraus- 


setzungen 

•  0L=:b,OM=a,ON=a\  OP==c,  OQ=c 
sind  die  Gleichungen  von  LM  und  LN 

a     *    b  ab 

und  wenn  ABC  eine  durch  die  Coordina- 
ten a,  ß  von  C  bestimmte  Lage  des  be- 
weglichen Dreiecks  ist,  so  ist  die  Gleichung  von  CP,  als  der  Verbindungs- 
linie des  Punktes  a,  ß  mit  dem  Punkte  i>  (a:  =  c,  y  =  0)  ' 

[cc  —  c)y  —  ßx  +  ßc  =  0. 

Daraus  folgen  die  Coordinaten  von  A,  als  dem  Durchschnittspunkt 


dieser  Linie  mit 


~  4-^  =  1 
a^  b         ^' 


_b{a  —  c)ß 
^1  ~  b(a  —  c)  +  aß 


ab  (a  —  c)  -f-  acß 

^1  ~    b  (a  -^  +Vß~ 
Die  Coordinaten  von  B  werden  aus  den  vorigen  gefunden,  indem 
man  statt  a  und  c  respective  a  und  c'  einführt: 

ab  («  ~  e)  +  a  c^  _  b  (a  —  c)  ß 

^%—     fj{a^c)  +  a'ß    *    y^  —  i,{a-c)  +  aß 
Damit  aber  diese  beiden  Punkte  x^y^  und  0:2^2  "'  ^^^^^  durch  den 


[ 
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Coordinalenanrang  gehenden  geraden  Linie  liegen,  muss  die  Relalion  gel- 
len (Arl.  30)  -*  =  ^. 

y\      Vi 

Darnach  haben  wir  .  . 

6  (g  —  c)  (3 h  {a  —c)ß 

ab  (a  —  c)  +  acß        ab  («  —  c )  -4-  «  cß 
Da  diese  Relalion  von  den  Coordinaten  des  Punktes  a  ß  stels  erfüllt 
werden  niuss»  so  wird  die  Gleichung  des  Ortes  einfach  dadurcli  erhallen, 
dass  man  die  Buchstaben  a,  ß  mit  den  andern  x,  y  vertauscht ;  durch  Be- 
freiung von  Brüchen  ergiebt  sich  dann 

(« —  c)  [ab  [x  —  c)  +  acp]  ==  (a  — »c')  [ab  [x  —  c)  -^  acy\ 

(ac  —  ac)  X  ,    y         ^ 

oder  — TT r: rj i^   -|-  T"  =  !• 

cc  {a  —  a)  —  aa  {c  —  c)         b 
Der  Ort  ist  demnach  eine  durch  den  Punkt  L  gehende  gerade  Linie. 

Atifg,  3.  In  der  letzten  Aufgabe  den  Ort  der  Ecke  C  unter  der 
Voraussetzung  zu  fmden,  dass  die  Punkte  P,  Q  in  einer,  ^stalt  durch  0, 
durch  L  gellenden  geraden  Linie  liegen. 

Aufl.    Wir  lösen  zuerst  das  allgemeine 
Q  /^  Problem ,  in  welchem  die  Punkte  P,  Q  eine 

/     "**^\^  ^y^    vollkommen  unbestimmte  Lage  haben  und 

/      /  \^^^S^         wählen  dazu  die  Linien  Zilf,  ZiV  zu  Coordi- 

natenaxen.     Sind  dann  die  Coordinaten  vou 
P,  P,  0,  Crespeclive  xy\x"y\x'"y'\ttß, 
__  so  ist  die  Bedingung,    welche  wir   auszu- 

'^  ^  drücken  wünschen,  die,  dass  die  Verbindungs- 

^  linie  der  Punkte  A^  B,  in  welchen  die  Ge- 

raden CjP,  CQ  die  Axcn  schneiden,  stets  durch  0  gehe.     Nun  Ist  die 
Gleichung  von  CP  {ß  —  y)^  —  («  —  x)  y  =  ßx'  —  ay    und  der 

von  ihr  in  der  Axe  der  x  bestimmte  Abschnitt  dalier  LA  =     o^  ^' 

In  derselben  Weise  ist  der  von  CQ  \ü  der  Axe  der  y  gebildete  Abschnilt 


LB  ^=  -2 L-y-,  und  daher  die  Gleichung  von  AB 

et  —  X 

-ßj+-h  =  l  oder  f^?-^  +  y  ^"  ~  fl  =  1.    Dass  diese  Glei- 

LA     *    LB  pjü   — ay  ccy    — px 

chung  durch  die  Coordinaten  x'\  y"  erfüllt  werde,  ist  die  Bedingung 
des  Problems ,  d.  h.  die  Coordinaten  u ,  ß  des  Punktes  C  sind  durch  die 

Relation  verbunden  f-;? — ^  +  ^  »'^fl  =  1.     Die  Befreiung  von 

ß.v  — ccy     *    ay  — ßx  ° 

den  Brüchen  zeigt,  dass  diese  Gleichung  in  den  a,  ß  im  Allgemeinen  vom 
zweiten  Grade  ist.  Wenn  wir  aber  voraussetzen,  dass  die  Punkte  x'y\ 
x" y"  in  derselben  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Graden  y  ■=imx 
liegen,  so  dass  y  =  mx^  y"  =  mx'  ist,  so  kann  die  Gleichung  in  der 

Form  -FYa~ ^v  +  ^>.,  J  =  1  geschrieben  werden  und  die  Be- 

ar (p— am)    *    X  (am — ß)  ° 

freiung  von  Brüchen  und  Ersetzung  von  ör,  ß  durch  x,  y  giebt  die  Glei- 
chung des  Ortes  als  einer  Geraden 

X   X    [y  —  yj  —  y    x(x  —  x)^:=xx    (mx  —  y). 
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48.  Anstalt  die  Bedingungen  der  Aufgabe  direct  in  Gliedern 
der  Coordiuaten  des  Punktes  auszudrücken,  dessen  Ort  gesucht 
wird,  ist  es  oft  zweckmässig,  sie  zunächst  in  Gliedern  anderer 
IJoien  der  Figur  zu  bestimmen;  dann  ist  es  nothig,  so  viele 
Relationen  aufzustellen,  als  zur  Elimination  der  so  eingeführte^ 
unbekannten  Grössen  hinreichend  sind,  um  durch  diese  eine 
Gleichung  zwischen  den  Coordiuaten  des  Punktes  zu  finden,  des- 
sen Ort  gesucht  wird.  Die  folgenden  Beispiele  werden  zur  Er- 
lätiterung  dieser  Methode  hinreichen. 

Aufg,  1.  Den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Rechtecke  zu  finden,  die 
in  ein  gegebenes  Dreieck  eingeschrieben  sind. 

Auß.  Wir  nehmen  CR  und  AB  im  Coordinatenaxen  und  setzen 
CR  =  p^  R  B  z^=:  s  und  AR  =  s  :  dann  sind  die  (sleicbungcn  von  AC 


und  BC 


X 


=  1  und 


y 
p 


y 
p 

Wenn  wir  nun  in  der  Entfernung 
FK  ==  k  eine  zur  Basis  parallele  Linie  FS 
ziehen,  deren  Gleicliung  y  =  A:  ist,  so  iln- 
lien  wir  die  Abscissen  der  Punkte  F  und  S, 
in  denen  diese  den  Linien  JC  und  BC  be- 
gegnet, durch  Substitution  von  ^=A:  in  die 
<^leichungeu  von  AB  und  BC.  So  erhalten 
wir  aus  der  ersten  Gleichung 
k        X 

P 


+  ^=1. 

ff 


—  ~,  =  1  Oller  X  = 

i 


aus  der  z weilen 


oder  X  =i  RL  := 


X  =  ICR  =  --  s  fl  —  -\;  a 

Daraus  ergiebt  sich  die  Abscisse  des  Mittelpunktes  von  FS  nacb  Art.  7 
a*  =  — —  1 1 j,   welche  auch  für  den  Mittelpunkt  des  Rechtecks 

k 
Hie  Abscisse  ist.     Seine  Ordinate  ist  ^  =     •    Sollen  wir  eine  Relation 

finden,  welche  zwischen  dieser  Ordinate  und  Abscisse  für  jeden  Werlb 
von  k  bestehen  muss ,  so  haben  wir  nur  zwischen  diesen  Gleichungen  k 
zn  eÜmiuiren;  so  erhalten  wir  fQr  die  Gleichung  des  verlangten  Ortes 


2-=(*-*')(t-';) 


oder 


2a? 


ft  — 8 


+ 


2y_ 


1. 


Der  gesuchte  Ort  ist  also  eine  gerade  Linie  und  die  Abschnitte, 
Welche  dieselbe  in  den  Axen  bildet,  zeigen,  dass  es  die  Verbindungslinie 
des  Mittelpunktes  der  Basis  AB  mit  dem  Mittelpunkte  der  Höhe  CR  ist. 

Aufg,  2.  Parallel  zur  Basis  eines  Dreiecks  ist  eine  gerade  Linie  ge- 
zogen und  die  Punkte,  in  denen  sie  die  Seiten  desselben  schneidet,  sind 
mit  zwei  festen  Punkten  in  der  Basis  durch  gerade  Linien  verbunden, 
welches  ist  der  Ort  des Durchscbnittspunktes  dieser  letzteren? 

Sklmon,  Anal.Coom.d.K(>ir*!l<ohi).  2.  AiiH.  ^ 
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Aufl,  Wir  bchallen  die  Axen  und  die  ilbrigeo  Ucsliiniuuiigen  der 
Aufgalie  1  und  lassen  die  Coordinatcn  der  feslen  Punkte  T  und  V  in  der 
Basis  sein  für  T  (ot,  0)  und  für  V  («,  0).    Alsdann  isl  die  Gleichung  von 

FT         \s  (l  —  -\  +  m\y  +  kx  —  km  =  0.  und  die  von 

SV         \$  (l  —  ^\—  uly-  kx  +  kn  =  0. 

Da  nun  der  Punkl,  dessen  Orl  wir  suchen,  in  jeder  der  beiden 
Geraden  FT  und  S  V  liegl,  so  drücken  ^lie  eben  gescliricbenen  Gleichun- 
gen Relalionen  aus.  die  seine  Coordinalen  erfüllen  uiusscn;  da  sie  akr 
die  Grösse  k  enthallen,  so  entsprechen  diese  Relationen  der  specielicn 
Lage  des  Punktes  allein»  für  welche  die  Parallele  FS  in  der  Iföhe  k 
über  der  Basis  gezogen  ist.  Eliminiren  wir  aber  die  unbesUmmlc 
Grösse  k  zwischen  diesen  Gleichungen,  so  erhallen  wir  eine  Relation, 
welche  neben  den  Coordinalen  des  belraclitelen  Punktes  nur  bekannte 
Grössen  enthäll  und  die  als  wahr  für  jede  beliebige  I^age  der  Parallelen  FS 
die  geforderte  Gleichung  des  Ortes  sein  wird. 

Indem  wir  diese  Gleichungen  in  die  Form 

{s  +  fn)  y  —  k  (^  y  —  X  +  mj  =  0, 

{s  —  n)  y  —  k  f"^-  y  +  X—  n\=0 

bringen  und  die  Grosse  k  eliminiren,  erhalten  wir  also  für  die  Gleichung 
Ortes  {s  —  n)  (^  y  —■  X  +  ni\  z=:{s +m)  (^  y  +  x  --  n\ 

Diess  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  weil  x  und  y  nur  im 
ersten  Grade  darin  enthalten  sind. 

Aufg.  3.  In  einem  Dreiecke  sind  die  Schnittpunkte  einer  Parallelen 
zur  Basis  mit  den  Seiten  mit  den  gegenüberliegenden  Basisecken  verbun- 
dien;  man  soll  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  VerbindungsIinieB 
angeben. 

Aufl.  Die  Aufgabe  Ist  zwar  ein  specieller  Fall  der  vorigen ,  nimmt 
aber  eine  einfachere  Auflösung  an,  indem  man  die  Seiten  ACundCB 
des  Dreiecks  zu  Axen  wählt;  sind  dann  ihre  Längen  a  und  6,  so  können 
die  proportionalen  Abschnitte,  welche  die  Parallele  in  ihnen  macht, 
durch  fia  und  (ib  ausgedrückt  werden.     Dann  sind  die  Gleichungen  der 

Transversalen  f-  --,  =  1    und  ~  +  ^=:  1, 

und  indem  man  die  eine  von  der  andern  sublrahirt  und  den  Rest  durch 

ilie  Constante  1 dividirt,   erhält  man  für  die  Gleichung  des  Ortes 

~  ==iO,  die  wir  früher  (Art.  41.  Aufg.  2)  als  Gleichung  der  ge- 
raden Linie  gefunden  haben,  welche  die  Spitze  des  Dreiecks  mit  dem  Mitr 
telpunkt  der  Basis  verbindet. 


des 


1 


r 
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Aufg,  4.  Es  sind  zwei  feste  Prinkle  A  und  B^  je  einer  in  jeder 
Äxft,  gegeben  und  zwei  veränderliche  Ä  und  B'  in  denselben  Axen  so 
ttcslimmt.  dass  Oj(  +  08^=  OA  +  OB  ist;  man  soll  den  Ort  des 
Diirchsclinittspunkles  der  Geraden  ABf  und  AB  Jiestimmen. 

Aufl,  Sei  OA  =  a,  OB  ^=^h^  OA'  =  a  -\-  k,  so  ist  nach  den 
Bedingungen  des  Problems  OB'z=^b  —  k;  die  Gleichungen  von  Alf^ÄB 

sin.l  respeclive  |  +  -^  =  1.  -^  +  |  =  1 »  oder 

hx-^-ay  —  ah-\-k\a  —  a:)  =  0,  hx  •\'  ay  —  ah  '\-  k[y  —  6)  =  0. 

Wir  eliminiren  k  durch  Subtraclion  und  erhalten  für  die  Gleichung 
des  Ortes  x  +  y  ?=  «  +  6. 

Aufg,  5.  In  der  Basis  eines  Dreiecks  sei  ein  Stück  A  T  und  am  an- 
(leru  Ende  ein  Stück  BS  genommen,  welches  zu  ^J  in  einem  festen 
Verbältniss  steht;  werden  sodann  ET  und  FS  einer  festen  geraden  Linie 
CR  parallel  gezogen,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  0  zu  finden,  in  welchem 
skih  die  Linien  EB  und  FA  durchschneiden. 

Auß.  Wir  nehmen  A  B  zur  Axe  der  x^ 
CR  zur  Axe  der  y,  setzen  AT  =  k, 
BR  =  5,  AR=i  s\  CR  =  p  und  das 
feste  VerliAllniss  m,  so  dass  BS^=^mk 
ist.  Alsdann  sind  die  Coordinaten  von  S 
{«— mÄr,0}unddievonr|— (/— ^),0}.  / 

Wir  finden  sodann  die  Ordinaten  von 
^Mud  F,  indem  wir  diese  Werthe  von  x  in  die  Gleichungen  von  AC  und 
BC  subslituiren ;'  also  für 

E        x=  —  [8—k),y  =  Ki 

9 

für  F        x=^s  —  mk^     ^  =  5^. 

Wir  bilden  nun  die  Gleichungen  der  geraden  Linien  EB  und  FA, 
niralieh  EB      («  +  /  —  ^)   y  +  y   a:  —  ^  =  0, 

FA      {s  +  s-^mk)y-^x--"^=0, 

S  o 

und  eliminirco  endlich  ky  indem  wir  die  eine  Gleichung  von  der  andern 
abziehen  und  den  Rest  mit  k  dividiren;  so  erhalten  wir 

dio  Gleichung  einer  geraden  Linie. 

Aufg.  6,  PI^  und  QQ'  sind  ein  Paar  beliebige  Parallelen  zu  den 
Seilen  eines  Parallelogramms,  welches  ist  der  Ort  des  Durchschniltspunk- 

108  der  Linien  i>0  und  P'ö''^ 

Aufl»  Wir  nehmen  zwei  der  Seilen  des  Parallelogramms  zu  Axen 
und  setzen  ihre  L3ngen  a  und  6,  bezeichnen  AQ'  durch  m  und  AP 
diirrh  n.  Dann  ist  die  Gleichung  von  PQ,  als  der  geraden  Verbindungs- 
linie von  P  (0,  n)  mit  0  (»»»  *)    (''  —  ^'^  ^  —  ^1/  +  w«  =  0,  und 

4* 
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die  Gleichung  von  P  Q\  der  Verbindungslinie  von  /^'(«,  n)  milö'(m,0) 
nx  —  (a  —  m)  y  —  »i «  =  0.     Da  hier  zwei  unbestimmte  Grossen  »i 

und  n  vorhanden  .sind»  so  kann  man 

Q  j)    vermuthen ,  dass  es  nicht  möglich  sein 

I       'J  7       werde,  sie  beide  aus  diesen  zwei  Glei- 

/  /        chungen  zu  eliminiren;  wenn  manje- 

/       /  /  doch  die  beiden  Gleichungen  durch  Addi- 

pj / ^'p'         lion  vereinigt,  so  verschwinden  beide 

/       /      __^'  Unbestimmte   und  manerhält  den  Orl 

* —  * —  —  ■  ■      ii  ■    — ' 

A     P*  B  bx  —  ay  =  0,   die  Gleichung  der 

Diagonale  des  Parallelogramms. 
Aufg,  7.     Ein  PunJct  und  zwei  feste  gerade  Linien  sind  gegebea; 
mau  zieht   durch  jenen   irgend  zwei  gerade  Linien   und  verbindet  die 
Punixtc,  wo  diese  den  festen  geraden  Linien  begegnen,  kreuzweis;  wel- 
ches ist  der  Ort  des  Durchschnittspunktes  dieser  Verbindungslinien? 

Jufl.  Wir  nehmen  die  festen  geraden  Linien  zu  Coordinatenaxen 
und  lassen  die  Gleichungen  der  durch  den  festen  Punkt  willkürlich  ge- 
zogenen Geraden  seiu 

•'^  +  ^  =  1    und  ^.  +  -<  =  1. 

m         n  m  n 

Weil  diese  Linien  durch  den  festen  Punkt  x'y  gehen  müssen .  sind 

^   +  ^-  =  1  *und  ^  +  ^,  =  1,   oder  durch  Subtraction 
m      *     n  m  n 

\m  m  J        ^    \^n  n  j 

Die  Gleichungen  der  Transversalen  sind  darnach 
—  -4-  ^,  =  1    und  ■  ,  +  '-  =  1;  umHiefern  durch  Suhtraciion 

m  n  m  71 

,/i_iv_;(A_.i\=o. 

\m  m  J         ^  yn  n  J 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  vorher  gefundenen  lassen  sich 

(--  —    —A   und  ('      —   —  I   eliminiren  und   wir    erhalten   dadiircli 
m  m  j  \n  n  J 

X  y  •\-  y  x  ^=  0.  die  Gleichung  einer  durch  den  Anfangspunkt  gehenden 
geraden  Linie.  Sie  steht  in  einer  bald  näher  darzulegenden  Beziehung  zQ 
der  geraden  Linie  xy  —  yx=0,  welche  den  Anfangspunkt  mit  dem 
Punl(te  x'y  verbindet. 

Aufy.  8.  Durch  Irgend  einen  Punkt  in  der  Basis  eines  Dreied» 
wird  in  gegebener  Richtung  eine  gerade  Linie  von  gegebener  Linge  so 
gezogen,  dass  sie  in  jenem  Punkte  halbirt  (allgemeiner  von  der  Basis io 
einem  gegebenen  Verhältniss  getheilt)  ist;  welches  ist  der  Ort  der  Durch* 
Schnittspunkte  der  Linien,  die  ihre  Enden  mit  denen  der  Basis  ver- 
binden? 

49.  Der  Grundgedanke  der  analytischen  Geometrie  liegt  darin, 
dass  jede  durch  einen  Punkt  zu  erfüllende  geometrische  Bedingung 
zu   einer  Gleichung  fuhrt,    die    durch   seine  Coordinaten   erfüllt 


J 


r 


1 

L 
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werden  muss.  Darum  ist  es  sehr  »icbtig,  dass  der  Anfänger  in 
dieser  Wissenscbaft  in  der  Anwendung  jener  Idee  sich  fleissig 
übe,  um  so  möglichst  jede  geometrische  Bedingung  durch  eine 
Gleichung  ausdrücken  zu  lernen.  Wir  fügen  deshalb  zur  wei- 
tern Uebung  eine  Auswahl  von  Aufgaben  über  Oerter  bei,  welche 
auf  Gleichungen  führen,  deren  Grad  deu  ersten  übersteigt. 
Obwohl  die  Interpretation  solcher  Gleichungen  erst  Gegenstand 
der  spätem  Kapitel  und  des  weitern  Ausbaues  der  Wissenschaft 
ist,  so  ist  doch  die  Methode,  durch  welche  man  zu  diesen  Glei- 
chungen gelangt  —  und  damit  haben  wir  es  hier  allein  zu  thun  — 
dieselbe  wie  in  dem  Falle  des  geradlinigen  Ortes;  in  der  That 
erfahrt  man  ja  erst  durch  die  Aufstellung  der  Gleichung  des  Ortes 
den  Grad  derselben  und  des  Problems.  Die  folgenden  Beispiele 
sind  so  gewählt,  dass  sie  nach  der  Reihenfolge  ihrer  Aufzählung 
eine  analoge  Behandlung  gestatten ,  wie  die  Aufgaben  der  vorher- 
gehenden Artikel.  In  den  bei  ihnen  gegebenen  Auflösungen  ist 
vorausgesetzt,  dass  die  Axen  ebenso  gewählt  sind ,  wie  in  diesen 
correspondirenden  Beispielen  des  Früheren. 

Aufg.  1.  Man  bestimme  den  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks ,  wenn 
die  Basis  und  die  Quadratsumme  der  Seiten  gegeben  ist.    (^m^4'C*  ) 

Aufl.     x^  +  y^=  ^  {m^  —  c^), 

Aufg.  2.  Ebenso ,  wenn  die  Basis  und  die  Summe  oder  Differenz 
der  m  und  ;i  fachen  Seitenquadrate  bekannt  sind.   '  , 

Aufl.     [m  +  n)  (ar^  +  y^)  +  2  (w  +  n)cx  +  (m  +  n)c^=pK 

Aufg.  3.     Aus  der  Basis  und  dem  Verhältniss  der  Seiten. 

Aufg.  4.  Aus  der  Basis  und  dem  Product  der  Tangenten  der  an 
ihr  anliegenden  Winkel. 

In  diesem  Beispiel  und  den  folgenden  sind  die  Wertlie  der  Tangen- 
tea  der  Basiswinkel  zu  benutzen »  welche  im  Art.  46,  Aufg.  2  gegeben  . 
sind. 

Aufl.     y-  +  m^x^  =:  m^c^. 

Aufg.  5.  Aus  des  Basis  und  dem  Winkel  an  der  Spitze ,  oder  der 
Snmme  der  Basiswinkel. 

Aufl.     x^  +  y^  —  2xy  cot  C=c^. 

Aufg.  6.     Aus  der  Basis  und  der  Differenz  der  Basiswinkel. 

Aufl.     x'^  ---  y^  +  2xy  cot  D  =  c^. 

Aufg.  7.  Aus  der  Basis  und  für  das  Verhältniss  der  Basiswinkel 
gleich  1:2. 

Aufl.     Sx^  —  y^  +  2cx  =  c\ 

Aufg.  8.  Aus  der  Basis  und  dem  Verhältniss  der  Tangenten  der 
Winkel  tan  C  =  m  tan  B. 

Aufl.     m(a:^  +  y^  —  c^)  =  2c{c  —  x). 
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Aitfg.  9.  Wie  in  Aufg.  4.  Arl.  46  ist  PA  parallel  zu  OC  gezogen, 
so  dass  sie  zwei  Linien  in  Punklen  B,  B'  schneidet  und  es  ist  der  Punkt  P 
so  bestimmt ,  dass  PJ^  =  PB  .  PB'  ist.     Welches  ist  der  Ort  von  jP? 

Aufi,     mx{mx  +  n)  =  y[inx  +  mx  +  '0« 

Atifg,  10.  PA  ist  als  das  harmonische  Mittel  zwischen  AB  und 
AB'  bestimmt. 

Aufl,     2mx{mx  +  n)  =  y{mx  +  mx  +  n). 

Aufg,  11.  Aus  dem  gegebenen  Winkel  an  der  Spitze  eines  Drei- 
ecks von  constanter  Fläche  den  Ort  des  Punktes  zu  bestimmen,  der  die 
Basis  in  gegebenem  Verhältniss  theilt. 

Aufl,     xy  =  const. 

Aufg.  12.     Bei  gegebener  Basis. 

Aufl.     "1  +  ^ =  7-T— T*' 

Aufg.  13.     Wenn  die  Basis  durch  einen  festen  Punkt  geht. 

.   „      mx      ,    ny  , 

Aufl. 1 — ^  =  m  +  n. 

X  y 

Aufg.  14.  Man  soll  nach  der  8.  Aufg.  Art.  46  den  Ort  von  P  be- 
stimmen ,  wcnir  MN  conslaut  isl. 

Aufl..    a:*  +  y^  +  2  ary  cos  co  =  const. 

Aufg.  15.     Wenn  MN  durch  eiuen  festen  Punkt  gehl. 

ji^fi^         ^ L       y       . — ■  1, 

'     a;-f-yco8ö)         y-|-a;cosa> 
Aufg.  16.     Wenn  MN  durch  eiuen  festen  Punkt  gehl,  so  soll  der 
Ort  des  Durchschnitts  der  Parallelen  zu  den  Axen  aus  M  und  N  bcstiuiml 
werdÄ. 

Aufl.     ^+^'  =  1. 

'        X      '    y 

Aufg.  17.  Man  soll  in  der  1.  Aufg.  Art  47  den  Ort  von  P  be- 
summen  /  wenn  die  Linie  CD  uicht  zu  ^^  parallel  isl. 

Aufg.  18.  Wenn  die  Basis  CD  eines  Dreiecks  gegeben  isl,  so  soll 
der  Ort  seiner  Spitze  bestimmt  werden,  wenn  der  Abschnitt  AB  \n  einer 
gegebenen  Graden  constant  ist. 

Aufl. 
{xy  —  xy){jf  —  y')  -  [xy  —  xy){ii  —  y)=c{y  —  y){y^yl' 

Aufg.  19.  Die  Basis  2e  und  das  Product  a?  der  Seiten  eines  Ürci- 
ocks  sind  gegeben.    Welches  ist  der  Ort  der  Spitze? 

Aufl.     a*  =  {x^  +  y'^  +  c^?  —  ^e'^x^. 
Oder  in  Polarcoordinatcn  q^ —  2^*e^  cos  29  ==  a^  —  e^. 

50.  Aufgaben,  in  welchen  zu  beweisen  ist,  dass 
eine  bewegliche  gerade  Linie  durch  einen  festen 
Punkt  geht 

Wir  haben  im  Artikel  40  gesehen,  dass  die  gerade  Linie 
Ax  +  By  +  C  +  k[Äx  +  B'y  +  C0=O,  oder,  was  dasselbe  fei, 
[A  +  hÄ)x  +  (iP  +  kBf)y  +  C  +  )t(r  =  0, 
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wo  k  eine  iiiibestinitnte  Grosse  ist /immer  durch  einen  festen  Punkt 

geht,  nämlich  durch  den  Punkt,   wo   die  beiden  geraden  Linien 

Ax  -{-  By  +  C=0  und  ^a:  +  J9'y  +  (/  =  0 

sich  schneiden.  Wir  entiiehnien  daraus  den  Satz:  Wenn  die 
Gleichung  einer  geraden  Linie  eine  unbestimmte 
Grösse  im  ersten  Grade  enthält,  so  geht  die  gerade 
Linie  immer  durch  einen  festen  Punkt. 

Aufg.  1.  Wenn  in  einem  Dreieck  der  Winkel  an  der  Spitze  und 
die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Seiten  gegeben  sind,  so  geht  die 
Basis  immer  durch  einen  festen  Punkt. 

Aufl.     Wenn  wir  die  Seiten  als  Axen  wäiilen ,  ist   die  Gleichung 

so  V  1  1  l'l 

der  Basis  —  4-  ^  =:  1  und  die  Bedingung  —  +  —  c=  -  oder 
ab  ^     ^  a         0         m 


p  =  — j  zu  erfüllen ;  daher  ist  die  Gleichung  der  Basis 


b         IM         a 

X  9J  V 

-  +  — —  —  :=:1,    in   welclier  m  constant  und    a   unbestimmt    ist; 

sciircilicn  wir  diess  —  (x  —  y)  +  —  —  1  =  0,  so  erkennen  wir,  dass 

die  Basis    stets    durch    den   Durchschnittspunkt    der   geraden    Linien 
X  —  y=0  und  y=^m  geht. 

Aufg,  2.  Die  Ecken  eines  Dreiecks  bewegen  sich  auf  drei  durcli 
denselben  Punkt  gehenden  festen  geraden  Linien  OA^  OB,  OC  und 
zwei  seiner  Seiten  gehen  durch  feste  Punkte;  es  ist  zu  beweiseu,  dass 
aucii  die  dritte  Seite  durch  einen  festen  Punkt  geht. 

Aufl,  Wir  wählen  die  festen  geraden 
LiDieo  OA,  OB,  in  denen  die  Basisecken 
sicli  bewegen,  zu  Axen,  so  dass  die 
Linie  OC,  welche  die  Spitze  des  Dreiecks 
durchläuil,  eine  Gleichung  von  der  Form 
y=smx  hat  und  bezeichnen  die  Coordi- 
nalen  der  festen  Punlile  durcli  xy\  x'y\ 
Sind  dann  in  irgend  einer  Lage  die  Goor- 
dinaten  der  Spitze  a;  =  a  und  folglich  0^ 
y=Tna,  so  ist  die  Gleichung  von  AC 

[x   —  a)  y  —  [y   —  ma)  X  '\'  a  [y   —  mx)=0. 

Ebenso  ist  die  Gleichung  von  BC 

{x"  —  a)  y  —  (y" —  ma)  o;  +  a  {y'  —  ma;'')=0. 

Die  Länge  des  von  der  Linie  AC  bestimmten  Abschnittes  OA  wird 
hiernach  durch  Substitution  von  a:==0  in  die  Glcicliung  derselben  ge- 
funden, nämlich  y  =  —  '^  '^  ,~"  '"'^^ ; 

ebenso  die  Länge  des  Abschnitts  OB  für  2/=0   aus  der  Gleichung  von 
BC  ^_a{y"-mx")^ 


y'  —  ma 


•  r-\ 


►. .% . 


'.  >. 


y. 
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Daraus  ergiebl  sich  die  GleichuDg  von  A  B 


tp 


y  — mx 


X  —  a 


y  -f >  =  a. 


y  —  mx 

Da  hierin  a  unbestimmt  ist  und  nur  im  ersten  Grade  vorkommt,  so 
geht  diese  gerade  Linie  immer  durch  einen  festen  Punkt.  Dersellie  kann 
gefunden  werden ,  indem  man  die  Gicichung  in  der  Form 

y"  x'  (      mx  y  ,  ^\        .. 

//    —  mx  y  —  mx    *"  \y    —  mx         y  —  mx  j 

schreibt;  er  ist  der  Durchschnillspunkt  der  zwei  geraden  Linien 


tt 


V 


tr 


und 


y    —  m  X 
mx 


X 


X 


-ir 


y  —  mx 

y 


ry=^0 


'  y   —  7«  X 


^  +  1=0. 


y    —  MX. 

Aufg.  3.  Man  soll  untersuchen,  ob  in  der  vorigen  Aufgabe  unter 
gewissen  Bedingungen  die  Basis  auch  dann  noch  durch  einen  festen  Piiukt 
geht,  wenn  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  Spitze  C  sich  bewcgl,  den 
Punkt  0  nicht  enthälL 

Aufl,  Wir  behalten  die  Axen  und  die  Bezciclinung  bei,  mil  der 
einen  nothwendigen  Abweichung ,  dass  die  Gleichung  der  von  der  Spitze 
durchlaufenen  geraden  Linie  durch  y=.mx  +  n  und  daher  die  Coor- 
dinaten  der  Spitze  in  irgend  einer  Lage  durch  a  und  ma  -\-  n  ausge- 
drflckt  werden.     Dann  ist  die  Gleichung  von  AC 

[x—  a)  y  —  [y  —  ma  -^  n)  x  +  a  [y  —  mx)  —  «d;'=0. 

Die  Gleichung  von  B  C  ist 

[x' —  (^  y  —  [y'  —  ma  —  n)  x  -{-  a  [y\ —  mx]  —  wa*"=0. 

Daraus       0Ä=-"^''' -"^"'^ -*''' ,08='^^'^'"'''^-'^. 

X  —  a  y    —  ma  —  n 

Daher  ist  die  Gicichung  von  AB 

X  —  a 


y    —  ma  —  n 
X  — r-B m TT    —   y 


— r-w ttk 1 

a{y   —  wa?  ) — nx 


a{y  — mx)  —  nx 


>=1. 


Wenn  diese  Gleichung  von  Brüchen  befreit  wird ,  so  enthält  sie  im 
Allgemeinen  a  im  zweiten  Grade  und  die  Basis  geht  daher  im  Allgemei- 
nen nicht  durch  einen  festen  Punkt.  Wenn  aber  die  Punkte  x'  y\  x  tf 
in  einer  durch  0  gehenden  geraden  Linie  y  ==:  kx  liegen;  so  dass  wir 
y"  =  kx''  undy=  kx'  substituiren  können,  so  wird  die  Gleichung 

y'  —  ma  —  n  x*  —  a  ,.  . 

X ^ y  — ^>-  =  a[k  --  m)  —  «, 

welche  a  nur  im  ersten  Grade  enthält  und  somit  eine  durch  einen  festen 
Punkt  gehende  gerade  Linie  bezeichnet. 

Aufg,  4.  Wenn  eine  gerade  Linie  so  beslimmt  wird ,  dass  die  Pro- 
ducte  der  auf  sie  von  einer  Anzahl  fesler  Punkte  gerällten  Perpendikel 
mit  bestimmten  Gonstanten  die  Summe  Null  geben,  so  geht  dieselbe  durch 
einen  festen  Punkt. 

Aufl,     Ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie 

^  cos  a  4-  ^  sin  a  —  p=0, 


ik.^ 
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so  ist  die  von  x  y  auf  sie  gefällte  Senkrechte  von  der  Länge 

X  cos  a  +  y'  sin  a  —  p 
und  die  Bedingungen  der  Aufgabe  liefern  die  Gleictiung 

m  {x  cos  tt  +  y'  sin  a  —  p)  +  »w"  [x"  cos  et  +  y"  sin  a  —  p) 
m    \x    cos  Cf  +  y    sin  of  —  p)  -f-  .  . .  .  =  0. 

Unter  Benutzung  der  Bezeichnung  Z  [m  x')  fiir  die  algebraische 
Summe  der  mXy  d.  h.  für  m'a:'  +  »t"a;"+  ....  und  in  gleicher  Art 
S{my')  für  m'y  +  m' y'  +  .  .  .  . ,  2^(m)  für  ;»'  +  w"  +  .  .  .  . 
köonen  wir  diese  Gleichung  schreiben 

Z{mx^  cos  «  -|-  £{fny)  sin  a  —  p  2'(m)=0. 

Und  indem  wir  in  die  Originalgleichung  den  hieraus  erhaltenen 
Werth  von  p  substitulren »  erhalten  wir  für  die  Gleichung  der  bewegli- 
chen geraden  Linie 

xl{m)  cos  «  +  y  ^(^)  sin  a  —  Z{mx')  cos  a  —  ^[^y]  sin  or  =  0 
oder       xZ[tn)  —  S(mx')  +  [y  2;(m)  —  2'(my)]  tan  a=0.  t 

Da  diese  Gleichung  die  unbestimmte  Grösse  tan  a  im  ersten  Grade 
enthält,  so  geht  die  durch  sie  ausgedrückte  gerade  Linie  durch  den  festen 
Punkt,  welchen  tlie  Gleichungen 

X Z{m)  —  Z{mx)  =  0,  y Z{m)  —  Z{ my)—0 

bestimmen,  d.  h.  durch  den  Punkt 

m  X  -f-  tn  X  -["••••  "*  y  H~  'S  ,y   -p  . .  . . 

ffi  +  m   +  .  .  .  .  ^  »i  -f-  w   +  .  .  . . 

Dieser  Punkt  wird  oft  als  das  Centrum  der  mittlem  Entfer- 
nungen der  gegebenen  Punkte  bezeichnet. 

51.  Wenn  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  die  Coordi- 
naten  irgend  eines  Punktes  im  ersten  Grade  enthalt,  sowie 

[A/+  By  +C)x  +  [Äx  +  B'y  +C)y  +  (-/V  +  ^V  +  O  -=0, 

so  geht  diese  gerade  Linie  immer  durch  einen  festen  Punkt, 
wenn  der  Punkt  xy  sich  auf  einer  geraden  Linie  bewegt.  Denn 
wenn  der  Punkt  xy   stets  in  einer  geraden  Linie 

Lx  +  My  •{-  N  =  0 
liegt,  so  kann  mit  Hülfe  dieser  Relation  .r  aus  der  gegebenen 
Gleichung  eliminirt  werden  und  die  unbestimmte  Grösse  y  ver- 
bleibt im  ersten  Grade  in  derselben,  die  Linie  geht  also  durch 
einen  festen  Punkt.  Daraus  entspringt  der  Satz:  Wenn  die 
Coefficienten  in  der  Gleichung  Ax  +  By  +  C=:0  durch 
die  Relation  aA  +  bB  +  cC  =  0  verbunden  sind,  in 
welcher  «,  6,  c  Constanten  sind,  indcss  A,  J9,  C  ver- 
änderlich gedacht  werden,  so  geht  die  durch  diese 
Ghichung  dargestellte  gerade  Linie  immer  durch  einen 
festen  Punkt. 


^ 
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Denn  durch  Eliminaüon  von  C  zwischen  beiden  Gleichungen 
erhallen  wir  [ex  —  a)  A  +  [ty  —  b)  B  =  0 

die   Gleichung    einer   durch    den  Punkt  a:  =  —,   y  =  —  gehen- 

C  Cr 

den  geraden  Linie. 

52.  Polar-Coordinaten.  Es  ist  im  Allgemeinen  nütz- 
lich, diese  Methode  anzuwenden,  wenn  die  Aufgabe  verlangt,  den 
Ort  der  Endpunkte  von  geraden  Linien  zu  finden,  welche  nach 
einem  gegebenen  Gesetz  durch  einen  feslen  Punkt  gezogen  siod. 

ff  Äufg*  1.  A  und  B  sind  zwei  feslc Funkle; 

durch  B  wird  eine  gerade  Linie  gezogen  und 
von  Ä  ein  Perpendikel  AP  darauf  geHilll,  und 
dasselbe  so  verlängert,  dass  das  Rechteck  AP,  AQ 
constant  bleibt.  Welches  ist  der  Ort  des  Pank- 
les  ß? 

Aufl,  Wir  nehmen  A  zum  Pol  und  AB  zur  feslen  Axe,  so  dass 
AQ  der  durch  q  zu  bezeichnende  Radius  vcctor  und  der  Winkel  QAB=9 
ist;  die  Aufgabe  fordert,  die  zwischen  q  und  $  bestehende  Relation  zu 
linden.  Wir  setzen  ABs=:  c  und  haben  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
APB  AP=z  c  .  cos  9;  wegen  AP»AQ  =  coüsU  ^=k'^  ist  sodunn 

^  c  cos  ö  ==  Ar^  oder  ^  cos  ö  z=  — ; 
wir  liaijen  im  Art.  44  gesehen,  dass  dieses  die  Gleichung  einer  zu  AB 
senkrechten  geraden  Linie  ist,  die  in  der  Entfernung  =  —  vom  Pol 

vorbeigeht. 

Aufg,  2.  Von  einem  Dreieck,  dessen  Winkel  gegeben  sind,  ist 
eine  der  Ecken  A  fixirl,  die  zweite  B  bewegt  sich  längs  einer  fcsUii 
geraden  Linie,  man  soll  den  Ort  der  drillen  finden. 

Aufl,  Wir  nehmen  die  feste  Ecke  A  zum  Pul  und 
das  von  ihm  zur  festen  Linie  gefällte  Perpendikel  ÄP 
B  zur-rixe,  so  dass  AC=q,  iCAP=Ohl. 

Da  die  Winkel  des  Dreiecks  ABC  gegeben  sind, 
so  ist  A  B  in  einem  feslen  Verhällniss  zu 

AC{=m.AC)  und  Z.5vii>=d  — a; 
aber  man  hat     AP=  AB. cos B AP, 
P  d.  h.  indem  man  AP  durch  a  bezeichnet 

m  Q  cos  (ö  —  «)  =  ö , 
welches  nach  Art.  44  die  Gleichung  einer  geraden 
Linie  ist,  die  mit  der  gegebenen  einen  Winkel  cc  bildet  und  die  Enlfernung 

-  vom  Pol  A  besitzt. 

m 

Aufg.  3.  In  einem  Dreieck  ist  die  Basis  und  die  Summe  der  Sei- 
ten gegeben;  in  einem  Endpunkt  der  Bnsis  ^  errichtet  mau  auf  der  an- 
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liegenden  Seile  BC  ein  Perpendikel  und  verlangt,  den  Orl  des  Punktes  P 
zu  finden,  wo  dieses  von  der  äusseren  Ilalbirungslinie  CP  des  Winkels 
an  der  Spitze  getroffen  wird. 

Äuß.  Indem  wir  den  Punkt  B 
zum  Pol  wählen,  wird  BP  der  Ra- 
dius vector  ^  und  durch  Wahl  der 
verliiigerlen  Basis  zur  festen  Axe 
wird  der  Winkel  P^Z>  =  Ö.  und 

die  Aufgabe   verlangt,   q  durch  ö        ji/ "X^^^  g^ 

auszudrücken.  Wir  bezeiclinen  die 
Seiten  und  die  Gegenwinkel  des  Dreiecks  durch  a,  h,  c,  A^  B,C;  dann  ist 
offenbar  Z.^CP=90®— ^  Cund  aus  dem  Dreiecke  PCBa^=Q  tan^C. 
Wenn  wir  a  und  tan  -^  C  durch  9  ausdrücken  können ,  so  ist  die  Auf- 
gabe gelöst. 

Aus  dem  Dreieck  -4^67  ist  &'=a^  +  <^^  —  2  ac  cos  ^;  hier  kann 
für  6,  m  —  a  eingesetzt  werden,  wenn  m  die  gegebene  Summe  der  Seiten 
bezeichnet  und  cos  B  ist  =sin  0;  daher 

m*  —  2am  -f-  a'^^=^a^  +  c^  —  2ac  sin  ö, 

und  a  =  277 t-t:  • 

2(m— csinö) 

Hiernach  bleibt  nur  übrig ,  einen  Ausdruck  für  tan  ^  C  zu  linden. 

r   •  .  ,.      A  n  ^  sin  C 

Es  ist  tan 4  C=  .  . .    . ^.• 

*  b  (l-f-  cos  C) 

Aber     6sinCc=csin^  =  ccosö;  bcosC=a  —  c  cos  ^5:=  a  —  c  sin  Ö; 

I  •      1  /i  c  cos  d 

also  tan  1(7= ; — x- 

^  m  —  c  sin  9 

Damach  können  wir  q  durch  0  ausdrücken;  denn  indem  wir  die 
eben  für  a  und  tan  ^  C  erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung  a=^  tau^C 
einsetzen,  erhalten  wir 

m*  —  c*                Q  c  cos  $          j               ^        w'  —  c* 
.w .   Äv  =  T^^^ : — ZT»  oder  o  cos  9  =  —^ • 

Der  Ort  ist  demnach  eine  zur  Basis  des  Dreiecks  senkrechte  Linie, 

in  dem  Abslande  — r —  vom  Punkte  B. 

■  2  c 

Der  Leser  kann  zu  eigener  Uebung  den  Ort  untersuchen ,  welcher 
I»ci  gegebener  DifTerenz  der  Seiten  durch  die  innere  Ilalbirungslinie  des 
Winkels  an  der  Spitze  bestimmt  wird. 

Au  fg.  4.  Gegeben  sind  n  feste  gerade  Linien  und  ein  fester 
Punkt  0;  wenn  man  durch  diesen  irgend  einen  Radius  vector  ziclit,  dei' 
diese  geraden  Linien  in  Punkten  r^,  Tj,  Tj,  .  .  .  r„  schneidet,  und  in 
ihm  einen  Punkt  R  so  bestimmt,  dass 

n  ^    _L     ^    j L.  -L  -L  -JL* 

OÄ  ~  Ö^  ■•■  ÖJ^  "^  ^  "*"•••"*■  (^Jr„  '^^* 

so  soll  man  den  Ort  von  R  bestimmen. 

Aufl,     Wenn  die  Gleichungen  der  geraden  Linien  durch 

f  cos  (0  —  o)=Pi ,  ^  cos  (ö — |S)  =Pj{ ,  Q  cos  (ö  —  y)  =pp  u.  s.  w. 
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dargeslellt  werden^  so  isl  die  Gleicliung  des  Orles  ofTcnliar  • 

n C08  ($  ~  a)  j^  C08  {$  —  ß)    ^^  cos  {$  —  y)    ^^ 

Q  P\  Pi  Pz 

nach  Arl.  44  die  Gleichung  eiaer  geraden  Linie.     Der  hierin  culliaUene 

Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  eines  weit  allgemeinem,  welchen  wir 

späler  beweisen  werden. 

Wie  in  Art.  49  fügen  wir  eine  Reihe  von  Aufgaben  huizu, 

welche  zu  Gleichungen  von  höheren  Graden  führeA. 

Äufg.  5.  Eine  feste  Gerade  BP  hat  die  Gleichung  ^  cos  9  ==  m 
und  in  jedem  Radius  vector  wird  eine  constante  Länge  PQ  abgetragen; 
man  soll  den  Ort  des  Punktes' iß  finden.  (Fig.  der  Aufg.  1.) 

Nach  der  Voraussetzung  ist  AP=i  — g ;  also  ist  Jfjß  =  p  =  — ~,  +  d\ 

in  rechtwinklige  Coordinalen  übertragen ,  giebt  diess 

Aufg.  6.  Man  soll  den  Ort  von  Q  finden ,  wenn  P  irgend  einen 
durch  seine  Polargleichung  q  =  q>{^)  gegebenen  Ort  durchläuft. 

Da  nach  der  Voraussetzung  ^P  in  Function  von  d  bestimmt  isl  und 
AP  das  um  d  verminderte  q  des  Ortes  ist,  so  haben  wir  in  die  gegebene 
Gleichung  nur  q  —  cf  für  p  zii  substituiren. 

Aufl.     Q  —  rfc=:9(d). 

Aufg.  7.  W^enn  AQ  so  weit  verlängert  wird,  dass  ^Q^=2,AP 
ist,  so  ist  AP  die  Hälfte  von  dem  q  des  Ortes  und  man  hat  an  Stelle  von 

^  in  die  gegebene  Gleichung  -^  zu  substituiren. 

Aufg.  8.  Wenn  der  Winkel  PA  B  halbirt  und  in  der  Halbiruugs- 
linic  eine  Strecke  AP^  abgetragen  wird,  so  dass  AP''^=  m.AP  ist,  so 
soll  der  Ort  von  P'  gefunden  werden  unter  der  Voraussetzung ,  dass  P 
eine  gerade  Linie  beschreibt.    Da  nun  PAB  das  Doppelte  vom  $  des  Orles 

ist,  so  hat  man^£P:=3  — —^  und  die  Gleichung  des  Ortes  ist  ^^  cos  2fc^»^ 

cos  £  V 


Symbolik  der  geraden  Liuie.    Art.  53.  Gl 


*  Viertes  Kapitel. 

Von  der  Anwendung  einer  abgekürzten  Bezeich- 
nung filr  die  Gleichung  der  geraden  Linie  und 
den  trimetrischen  Coordinatensystemen. 


53.  Im  Art.  40  ist  gezeigt,  dass  die  Gleichung 

{x  cos  a  +  y  sin  er  —  p)  —  k{x  cos  «j  +  y  sin  «j  —  |>j)  =  0 
eine  gerade  Linie  darstellt,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der 
beiden  geraden  Linien 

x  cos  «  +  ^  sin  a  —  p  =  0,  ^  cos  ctj  -j-  y  s\n  cc^  —  p,  =  0 
gezogen  ist.  Es  ist  zweckmässig,  für  die  Grössen,  welche  mit 
Null  verglichen  diese  Gleichungen  liefern,  Abkürzungen  anzu- 
wenden; man  verdankt  PI ück er  die  erste  Ausführung  dieses  Ge- 
dankens und  den  Nachweis  seiner  ungemeinen  Fruchtbarkeit. 
[Analytisch -geometrische  Entwjckelungen.  L  1828.)  Indem  w\v 
X  eos  a  +  y  sia  u  —  p  durch  a  und  x  cos  «j  -f  y  sin  a^  —  p, 
durch  »1  bezeichnen,  wird  der  eben  ausgesprochene  Satz  kürzer 
ausdruckbar;  es  bezeichnet  et  —  ka^  =  0  eine  gerade  Linie,  welche 
durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  geraden  Linien  er  =  0,  or^  =  0 
gezogen  isL 

Ebenso  bietet  sich  Gelegenheit  für  Gleichungen  von  geraden 
Linien  in  der  Form  Ax  +  By  +  ^=0  Abkürzungen  zu  gebrauchen, 
zur  Unterscheidung  sollen  in  diesen  Fällen  lateinische  Buchstaben 
angewendet  und  die  Buchstaben  des  griechischen  Alphabets  immer 
in  dem  Sinne  gebraucht  werden,  dass  die  Gleichung  in  der  Form 
xtüsa  +  y  fXncc  —  p  =  0  gedacht  werde. 

54.  Wir  untersuchen  hiernach  die  Bedeutung  des  Coefficienten 
k  in  der  Gleichung  a  —  ^  or^  =  o.  Aus  Art.  34  ist  erinnerlich, 
dass  die  Grösse  a,  d.  h.  [x  cos  er  -f-  y  sin  <r  —  p)  die  Länge  des 
Perpendikels  bezeichnet,  welches  man  von  irgend  einem  Punkte 
X,  y  auf  die  durch  a  =  0  repräsentirte  Linie  OA  fällen  kann; 
und  dass  ebenso  ci^  die  Länge  des  vom  Punkte  ;r,  y  auf  die  durch 
cfj=0  dargestellte  Linie  OB  gefällten  Perpendikels  ausdrückt. 
Hemnach  $agt  die  Gleichung  er  —  ku^  =  0  oder  a  =  ka^  aus. 
dass  das  Verhältniss  der  Perpendikel,  die  man  von  irgend  einem 
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F'unkte  des  duri^li  sie  dargestellten  Ortes  auf  die  geraden  Linien 
OA  und  OB  fällen  kann,  constant  und  =k  sei.  Der  durch 
a  —  A:a,  =0  dargestellte  Ort  ist  eine  durch  0  gehende  gerade  Linie 

lind  A:=  -—  =   r--^;^— .    Nach  den  über  die  Vorzeichen  festgc- 
PB        sm  POB 

setzten  Bestimmungen  (Art.  34)  ergiebt  sich ,  dass  cc  +  ka^  =0 
eine  gerade  Linie  bezeichnet,  welche  den  Winkel  AGB  änsser- 
lich  so  theilt,  dass  s\n  POAn=  k  sm  POB  ist.  Insofern  die  gerade 
Linie  (oder  der  Strahl)  OP  den  Winkel  zwischen  den  Stralüen 
OA,  OB  nach  diesem  Sinusverhältniss  Ibeiit,  bezeichnen  wir  sie 
als  einen  Theilstrahl.  Im  Vorigen  ist  angenommen,  dass  die 
Perpendikel  PA,  PB  diejenigen  sind,  die  wir  als  positiv  zu  be- 
trachten übereinkamen,  indess  diejenigen,  welche  von  den  en(* 
gegengesetzten  Seiten  von  a,  a^  gefällt  werden,  negativ  heissen. 

Bezeichnen  wir  ebenso  durch  das  Symbol  A^  =  0  die  durch 
Ax  +  Bf/  +  €  =  0  dargestellte  Gerade,  so  ist  A^  —  /rA2=0 
eine  durch  den  Schnittpunkt  der  geraden  Linien  A|=0  undA2=0 
oder  Ax  +  By  +  C  :=0  und  A^x  +  Byt/  +  C^  =  0  gebende 
gerade  Linie,  und  wenn  x^  y  die  Coordinaten  eines  ihrer  Punkte  P 
bezeichnen,  so  hat  man  für  die  Abstände  desselben  von  den  bei- 
den  Geraden  Werthe  p,  p,   (Art.  34),  mit  welchen  sich   ergiebl 

p  \/Ä^  +  ^*^=Ai,  py  j/a^^  +  ^j2==A2,  somit  durch  Substitution 
p  j/Ä^+B^-  k  p,  J/A,^  +  ^,2  =  0  oder  k  =^^jl±^; 

d.  h.  k  unterscheidet  sich  von  dem  Verhältniss  der  Abstände  nur 
durch  einen  constanten  Factor,  oder  ist  diesem  Verhältniss  pro- 
portional. Wenn  also  k  alle  W^erthe  von  +  cx)  bis  —  cx>  durch- 
läuft, so  stellt  ebenso  cc^  —  Xrc^^  =  0  wie  A^  —  kk^  =.0  alle  durch 
den  Punkt  0  in  der  Ebene  von  OA  und  OB  gelegenen  Strahlen 
dar,  oder  das  Strahlbüschel  aus  dem  Punkte  0. 

Aufg,  1.  Man  soll  mit  Hilfe  dieser  Bezeichnung  den  Beweis  füh- 
ren, dass  die  drei  Halbirungsiinien  der  Winkel  eines  Dreiecks  sich  in 
einem  Punkte  schneiden. 

Die  Gleichungen  der  Halbirungsiinien  sind  nach  Art.  35 ,  54 

Clfj  «2  =  0,    «2  —  ^3  =  0,     Cfg  —  «j  =  0, 

wenn  die  Gleichungen  der  Seilen  durch  a^  =  0,  ofj  =  0,  cif3  :=  0  aus- 
gedruckt sind.  Da  die  drei  Gleichungen  der  Halbirungsiinien  die  Iden- 
tität 0  =  0  zur  Summe  gehen,  so  hnhcn  die  Linien  seihst  einen  geraein- 
samen Durchschnittspunkt. 
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Äufg.  2.  Die  Halbirungslinien  von  zwei  äusseren  Winkeln  eines 
Dreiecks  schneiden  sich  auf  der  Ilalbirungslinic  des  drillen  innem  Winkels. 

hidem  man  sich  der  Ucbereinkunfl  hinsichtlich  der  Zeichen  erinnert, 
erkennt  man  leicht,  dass  die  Gleichungen  der  beiden  ersten  Halbinings- 
liDJen  durch  ciy  -|-  cr^  :==  0,  or^  4~  ^3  =  0  gegeben  sind ;  ihre  Subtraclion 
liefert  u^  —  or^  =  0 ,  die  Gleichung  der  Halbirungslinie  des  dritten  in- 
neren Winkels. 

Aufg.  3.  Die  drei  Höhenperpendikel  in  einem  Dreieck  schneiden 
sich  in  einem  Punkte. 

Wenn  man  die  den  Seiten  a^  =  0,  «2=0,  «3  =  0  respeclive  ge- 
genüberliegenden Winkel  durch  A^^  A^^^  A^  bezeichnet,  so  ergeben  sich 
die  Gleicbnngeu  der  Höhenperpendikel  nach  Art.  54  als 

ttj  cos  Ay  —  «2  ^^s  -^2  ^^^  ^»     ^2  ^^^  -^2  —  ^3  ^^^  ^3  =^  ^» 
ffj  cos  A^  —  ofj  cos  ^1  =  0,    weil  jedes  derselben  den  Winkel,  von 
dessen  Scheilel  es  ausgeht,  in  Theile  zerlegt,  die  die  Complemente  der 
beoacbbarten  Winkel  sind;  der  Anblick  dieser  Gleichungen  lehrt,  dass 
sie  drei  gerade  Linien  darstellen,  die  sich  in  demselben  Punkte  schneiden. 

Aufg.  4.  In  jedem  Dreieck  gehen  die  geraden  Verbindungslinien  der 
Ecken  mit  den  Mitlelpunklen  der  Gegenseilen  durch  einen  Punkt. 

Die  Perpendikel,  welche  man  von  dem  Mittelpunkte  der  Seite  of^i^O 
auf  die  benachbarten  Seiten  fällen   kann,    stehen   in  dem  Verhältniss 
sio  A^ :  sin  A2  und  es  sind  somit  die  Gleichungen  der  bezeichneten  Hal- 
hiniDgslinien 
cfj  sin  A^  —  cfj  sin  A2==0,  «2  ^^^  ^i — ^^3  ^*"  ^3=^j  ^3  '***"  -^3 — « isin^i=0. 

Aufg,  5.  Die  Längen  der  Seiten  eines  Vierecks  sind  /^  l^i  i^t  l^ ; 
mau  soll  die  Gleichung  der  geraden  Linie  finden ,  welche  die  Mittelpunkte 
der  Diagonalen  verbindet. 

Aufl,  Sie  ist  l^a^ — /2  0f2  +  '3*^3 — '4*^1=01  <'<^""  ^ic  durch 
sie  dargestellte  gerade  Linie    geht   durch  den  Schnittpunkt  der  Linien 

'1*1 — /2^2^^^»  '3^3  —  ^4^4=^^i  welche  nach  der  letzten  Aufgabe  in 
zwei  Dreiecken,  die  eine  Diagonale  als  gemeinschaftliche  Basis  haben,  den 
Mittelpunkt  derselben  mit  der  respectiven  Gegenecke  verbindet.  Rhcnso 
durchschneiden  sich  die  durch /|a^  —  /^a^=:0  und  l.^ct.y — ^3«f3=0  dar- 
gestellten geraden  Linien  im  Mittelpunkt  der  andern  Diagonale. 

Aufg,   6.      Welches    ist  die  Gleichung  der  auf  der  Basis  eines 
Dreiecks  in  ihrem  Endpunkte  errichteten  Senkrechten? 
Aufl,     «1  +  «3  cos  A^  =  0. 

Aufg,  7.  Wenn  zwei  Dreiecke  so  gelegen  siud,  dass  die  Senk- 
rechten von  den  Ecken  des  ersten  auf  die  Seiten  des  zweiten  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  so  gehen  auch  die  Senkrechten  von  den  Ecken 
des  zweiten  Dreiecks  auf  die  Seiten  des  ersten  durch  einen  Punkt. 

Man  bezeichne  durch  a  i=0,  «2=^»  ofj = 0 ;  er  j'=0,  a2=0y  (x^=  0 
die  Seilen  der  beiden  Dreiecke,  durch  [a^  a^  den  W'inkcl  zwischen  a,=0 
und  «2=0  und  in  derselben  Weise  alle  andern,  so  ergiebt  sich  die 
Gleichung  der  von  der  Ecke  «j,  ofj  auf  die  Seite  «3'  =  0  gefällten  Senk- 
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rechten  in  der  Form  a^  cos  (a^  «3')  —  a^  cos  («1  «3')  =  0;  und  die 
beiden  Senkrechten  von  den  Ecken  a^,  a^  und  a^^  a,  auf  die  Seitee 
ofj'  =  0  und  «2'  =  0  respective  in  den  Formen 

«2  cos  («3  Of /)  —  «3  cos  («2  ^i)  =  0 ,     Of3  COS  (of  j  ttj') «j.  COS  («3  tt,')  =  0. 

Indem  man  zwischen  den  beiden  ersten  Gleichungen  a^  eliminirl  und 
die  erhaltene  Gleichung  mit  der  dritten   verbindet,  erhSlt  man  die  Be- 
'  dingung,  dass  diese  drei  geraden  Linien  durch  einen  Punkt  gehen,  in  der 
Form 

cos  («1  «2)  cos  («2^3)  cos  (cfg  ffj')  =  cos  («i'ttj)  cos  (0^2' «s)  cos  («3'flfi), 
und  die  vollständige  Symmetrie  dieser  Gleichung  ^eigt,  dass  sie  eben- 
.sovvohl  die  Bedingung  ausdruckt ,  unter  welcher  die  von  den  Ecken  des 
zweiten  Dreiecks  auf  die  Seiten  des  ersten  gefällten  Perpendikel  durch 
einen  Punkt  gehen. 

55.  Die  geraden  Linien  «i  ■—  ^«2  =  0  und  ka^ — a^  =0  bil- 
(\en  mit  der  geraden  Linie  «j  —«2  =  0,  welche  den  von  den 
Linien  a^  =  0,  «j  =  0  gebildeten  Winkel  halbirt,  gleidie  Winkel, 
weil  die  eine  von  ihnen  mit  der  Linie  aj  =^  0  denselben  Winkel 
bildet,  wie  die  andere  mit  der  Linie  a^=iO, 

Aufg,  Wenn  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  drei  gerade  LiiiieD 
durch  denselben  Punkt  gezogen  werden,  so  schneiden  sich  auch  die 
drei  geraden  Linien  in  einem  Punkte ,  welche  von  denselben  Ecken  und 
unter  derselben  Neigung  gegen  die  resp.  Winkelhalbirungslinien  gezogeu 
werden ,  wie  die  vorigen. 

Sind  cfj  =  0,  «2=0,  «3  =  0  die  Seiten' des  Dreiecks  und 
/  of  j  —  m  «2  ==  0,  m  «2  —  w  «3  =  0,  w  «3  —  i « j  =  0  die  drei  von  den 
Ecken  des  Dreiecks  ausgehenden  geraden  Linien,  als  welche  nach  dem 
Princip  des  Art.  40  sich  in  einem  Punkte  durchschneiden  miLssen;  dann 
sind  nach  dem  gegenwärtigen  Art.  die  Gleichungen  der  drei  geraden  Linien, 
die  mit  jenen  unter  gleichen  Winkeln  gegen  die  betreffende  Winkellial- 

birungslinie  des  Dreiecks  von  denselben  Ecken  aus  gezogen  sind,  -p ^£=0, 

£91 

—  —  "^  ==  0,  "'  —  ^  =  0  und  diese  Linien  schneiden  sich  daher  in 

m  n  n  l 

einem  Punkte. 

56.  Wenn  «^  —  Ar«2  =  0,  «^  —  Ucc^t=^0  die  GleichungeQ 
von  zwei  geraden  Linien  sind,  so  druckt /r:  Ar'  das  Verbältniss 
der  beiden  Verhältnisse  aus,  nach  welchen  die  Theilstrahlen 
«I  —  A:a2==0,  ofj  —  /•:  «2=0  den  von  den  Strahlen  »1=0,  «2=0 
gebildeten  Winkel   thcilen;  sind   die  letzteren  OA  und  OB,  die 

orsteren   aber  OP  und  0P\   sohlst  /:  = -: — =— r-,  Ar'=2-^-— -— j 

'  sin  BOP^  sin  BOP 

.  ,        sin  AOP  sin  AOP'      ..  ,     ,.  .^ 

und  somit  k:  k  =    .   -zr^Vr.'  -, — 7r;r;7*     Man   nennt  diesen  Aus- 

sin  BOP  sin  BOP 


J 


r 
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druck  desjialb  das  Dopp.elverhältniss  des 
Büschels  der  vier  geraden  Linien.  (Möbius, 
derbarycenü'ischeCaicul.  1827.)  WennAr:Ä-'== 
—  1  ist,  so  dass  der  Winkel  AOB  inneriicli 
und  äusserlich  so  getheilt  ist,  dass  die  sinus 
der  Theilwinkel  eiaerlei  Verhältnlss  besitzen, 
so  nennt  man  das  Büschel  und  das  Doppelverliältniss  ein  har- 
monisches. Die  beiden  durch  a^  — :  A:a2t=:0,  «,  +  ka^^^^O 
dargestellten  geraden  Linien  bilden  also  mit  den  durch 
0^  =  0,  «2  ==  ^  dargestellten  ein  harmonisches  Büschel. 
In  Beziehung  darauf  hat  Chasles  den  Ausdruck 

._sin^QJP  .  sm  P'OB 
'     ~  sin  AOP\s\nPOB 

die  anharmonische  Function  oder  das  anharmonische 
Verbältniss  genannt,  und  diese  Benennung  hat,  obwohl  wenig 
glöckllch,  grosse  Verbreitung  gefunden.  Chasles  hat  das  an- 
harmonische  Verhältniss  zur  Grundlage  eines  Systems  der  Geome- 
trie gemacht.  (Traite  de  Geometrie  sup^rieure.  1852.  —  Traite 
desSections  coniques,  premiere  partie.  1865.)  Aber  schon  Steiner 
hatte  seine  grundlegende  Bedeutung  für  die  Geometrie  entwickelt 
in  seinem  Werke:  Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeil 
geometrischer  Gestalten  von  einander.  1832. 

57.  Die  grosse  Wichtigkeit  des  Doppelverhältnisses  beruht 
auf  einem  schon  den  Alten  bekannten  Satze  (Pappus,  Collectiones 
mathem.  VII,  129):  Wenn  vier  von  demselben  Punkte  0 
ausgehende  geradeLinien  von  einer  beliebigen  geraden 
Linie  in  den  Punkten  A^  P,  P\  B  geschnitten  werden,  so 

AP  AP 
ist  das  Doppelverhältniss  ^--^p  <ler  vier  Schnitt- 
punkte unabhängig  von  der  Lage  der  Transversale  und 
dem  Doppelverhältniss  des  Büschels  der  vier  geraden 
Linien  gleich.  Man  beweist  denselben,  indem  man  den  senk- 
rechten Abstand  jedes  Punktes  0  von  der  Transversale  einführt 
und  bemerkt,  dass  die  Flächen  der  Dreiecke  AOP^  POB,  AOP\ 
POB  die  Gleichungen  liefern 

p.AP=OA  .OP.  sin  AOP^  p.BP  =  OP\OB.  sin  BOP' 
p.AP':=:  0  A.OP\  sin  AOP^  p.  BP—  OP.OB.sin  BOP. 

Denn  aus  diesen  entspringen  durch  Multiplication 

Salfnon,  Anal    Gooin.  d.  Ki^erdschn.  2.  Aufl.  f) 
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_-  • 


p^ .  AP  .  BP'  =  0A.  OB  ,  OP  .  0P\  sin  AOP  .  sin  BOP\ 

p^.  AP\  BP  ^OA.  OB  .  OP.  0P\  sin  ^OP.  sin  BOP 

und  tUircli  Pivision  dieser  letzteren 

AP  .  AP^  _  sin  AOP     sin  AOP' 

BP  '  BP'  ~  sin  BOP  '  sin  BOP^ 

worin  die  rechte  Seite,  das  Doppeiverhältniss  des  Strahlböschek 

von  der  Lage  der  Transversale  unabhängig  ist.    (Vergi.  Art.  78.) 

58.    Das  Doppeiverhältniss  von  vier  Strahlen  eines 

Rusch  eis  aj — Ar «2=0,  «^ — la^^O,  «j  — iwcr2=0,  «j — ««2=0 

k  —  tn  .    .    - 
ausgedruckt. 


wird   durch    — - 

71  — / 


71  —  m 


Denn  wenn  die  Strahlen 
des  Buscheis  von  einer  will- 
kürlichen Parallelen  zu  der  ge- 
raden Linie  «2  =  0  in  den 
Punkten  K^  Z,  M,  N  geschnitten 
wird,  so  ist  das  Doppeiver- 
hältniss    des    Büschels    diuTh 


dargestellt ;  da  aber  der  Abstand  a^  für  alle  diese  vier 


k'L    AM 
NL'  ISM 

Punkte  denselben  Werth  hat,  so  sind  die  Abstände  derselben  von 
«j  =  0  in  Folge  der  Gleichiuigen  der  geraden  Linien  zu  den 
Grössen  Ar,  /,  m,  n  proportional;  und  da  die  Strecken  AK^  AL, 
AM,  AN  ihrerseits  diesen  Abstanden  proportional  sind  so  müs- 
sen aucji  KL,  NS^'A'M,  NM  respective  zu  k — /,  «— /,  k — m,  «— w 
proportional  sein.  Der  Ausdruck  des  Doppelverhältnisses  zeigt, 
dass  für  einen  gegebenen  Werth  d  desselben  zu  drei  gegebenen 
Strahlen  sich  der  vierte  eindeutig  bestimmt;  denn  betrachtet  man 
z.  ß.  m  als  unbekannte  Grösse,   so  erhält  man  für  seinen  Werth 

den  Ausdruck  -\ —  / r— '• 

[k  —  l]  +  d[l—n) 

59.  Die  Sätze  der  Art.  56  und  58  bleiben  gültig,  wenn  die 
geraden  Linien  in  der  Form  A^  —  kh^  =ö,  A|  —  ;A2  =  0,  etc. 
ausgedrückt  werden,  wo  k^=A^X'{'B^y  -f  6',,  Il^^^^A^x  -{-B^^y^C^ 
ist.  Denn  nach  Art.  *24  wird  die  Gleichung  Ax  -{-  By  •{'  C:=-0 
durch  Division  mit  einemFactor  auf  dieForm  a:cosc+ysin«  — p=0 
gebracht.  Die  Gleichungen  Aj  —  kk^  =0,  Aj  —  /Aj  ==  0,  etc. 
sind  daher  mit  den  andern  «^  — ^^«2=0,  «j  —  Iqa^  =  0.  etc. 
äquivalent,  wenn  q  das  Verhältniss  der  Factoren  ist,  durch  welche 


Von  projeclivischen  Strahlbüscheln.   Art.  59.  67 

A,,  A2  dividirt  werden  müssen,  um  sie  auf  die  Formen  a^,  a^  zu 
bringen  (Vergl.  Art.  54.).  Der  Ausdruck  des  Doppelverhällnisses 
bleibt  aber  bei  der  Substitution  kg,  Iq,  mg,  hq  für  /r,  l^m^n 
respective  ungeändert. 

Aus  dem  Umstände,  dass  der  Ausdruck  des  Do'ppelverhält- 
nisses  nur  die  Coefficienten  k,  l,  m,  n  enthält,  folgt,  dass  die 
DoppelTerhällnisse  verschiedener  Strahlbüschei  gleichen  Werth 
haben,  sobald  diese  Coefficienten  übereinstimmen,  welches  auch 
ihre  Scheitel  und  ihre  ursprünglichen  StraMen  sind.  Ist  Aj— ^A2=0, 
Aj — /A2=0,  etc.  die  Reihe  der  Gleichungen  der  Strahlen  des  einen 
Büschels  und  B^  — äB2=0,  B|— -/B2=0,  etc.  die  von  denen  der 
Strahlen  des  andern,  und  nennen  wir  diejenigen  Strahlen  beider 
Büschel  entsprechend,  in  deren  Gleichungen  derselbe  Coefßcient 
auftritt,  also  z.  B.  A,— A:A2=0  und  B,  — -ÄrB2=ö,  so  ist  immer 
das  Doppelverhältniss  von  irgend  vier  Strahlen  des 
einen  Büschels  dem  Doppelverhältniss  der  entspre- 
chenden vier  Strahlen  des  andern  Büschels  gleich. 
Wir  werden  oft  Gelegenheit  haben,  von  solchen  Systemen  von  ge- 
raden Linien  zu  sprechen,  die  als  homographiscLe,  projec- 
tivische  oder   conforme  Strahlbüschei  bezeichnet  werden. 

Nach  dem  Schluss  des  vorigen  Art.  bestimmen  drei 
Paare  von  entsprechenden  Strahlen  zwei  projectivische 
Büschel  vollständig  und  eindeutig.  In  Verbindung  mit 
dem  Satze  des  Art.  57  findet  man  ferner,  dass  zwei  projec- 
tivische Strahlbüschel  immer  in  solch^?ge  zu  einan- 
der gebracht  werden  können,  dass  die  Durchschnilts- 
punkte  ihrer  entsprechenden  Strahlen  auf  einer  und 
derselben  geraden  Linie  liegen;  denn  wenn  man  die  Strah- 
len des  einen  Büschels  durch  eine  Transversale  schneidet,  so  ist 
nur  nöthig,  durch  die  Punkte  1,  2,  3  derselben  auf  drei  bestimm- 
ten Strahlen  des  Büschels  drei  gerade  Linien  nach  einem  Punkte 
so  zu  ziehen,  dass  die  von  ihnen  mit  einander  gebildeten  Winkel 
denen  gleich  sind,  welche  die  jenen  Strahlen  des  ersten  Büschels 
entsprechenden  Strahlen  des  zweiten  Büschels  mit  einander  bilden. 
Jener  Punkt  bestimmt  sich  als  Schnitt  von  zwei  Kreisbogen  und 
die  Strahlen ,  welche  von  ihm  nach  den  Schnittpunkten  der  Trans- 
versale mit  den  respectiven  Strahlen  des  ersten  Büschels  gezogen 
werden,  'sind  genau  die  entsprechenden  Strahlen  des  zweiten 
fiüscliels. 
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60.  Wenn  drei  gerade  Linien  a^,  a^,  «g  gegeben  sind, 
welche  ein  Dreieck  bilden,  so  kann  die  Gleichung 
jeder  beliebigen  Geraden  ax  +  by  +  c  =0  in  die  Form 
öjcif,  -f*  02^2  +  ^3^3  =  ^  gesetzt  werden. 

Denn  >venn  man  die  Werthe  von  a^,  a^,  a^  in  voller  Lauge 
einführt,  so  wird  a^cc^^  +  a2<''2  +  ^a'^s  =  ^ 
(flj  cos  «j  +  tto  cos  cfj  +  Ö3  cos  «3)  X  +  (fl|  sin  «^  +  a^  sin  «^  +  «^  sin  a^)  y 

—  («iPi  +  «2P2  +  «3P3)  =  Ö 
und  diess  kann  mit  der  j(^le]chung  einer  beliebigen  Geraden  iden- 
tisch gemacht  werden,  wenn  gleichzeitig 
«1  cosaj-j- r/jCGscsro*'"  «;{C0sa3  =  a,  a|  sin aj+ «2 sin «2  + «3 sin »3=6, 

«iPi  +  «2P2  +  <^3/^3  =  —  <^       ist- 
Die  Grössen  a^,  a.^,  a^  können   aber  stets  so  bestimmt  werden, 

dass  sie  diesen  .Gleichungen  genügen;  vorausgesetzt  nur,  dass  die 
drei  gegebenen  Geraden  nicht  durch  eioen  Punkt  gehen,  da  dann 
die  Gerade  a^ai  +  02  er,  +  ^3<^3=  0  nothwendig  auch  durcli  die- 
sen Punkt  gehen  müsste  und  mit  einer  ihn  nicht  enthaltenden 
Geraden  nicht  indentificirt  werden  könnte^). 

Das  Princip,  dass  es  möglich  ist,  die  Gleichung  jeder  geraden 
Linie  in  Gliedern  aus  den  Gleichungen  von  irgend  drei  gegebenen 
geraden  Linien  a^  =  0,  «j  =  0,  «3  =  0  auszudrücken,  wird  ferner 
durch  die  folgenden  Aufgaben  erläutert. 

Aufg,  1.     Die  hiirmonisclien  Eigenschaften  des  vollständigen  Vier- 
■p  ecks  analytisch  abzuleiten. 

Sind  die  Gleichungon  von 
AC,  AB,  BD 

respective 

«1  =  0,    «2  =  0,    Ofj  =  O, 

so   können   die  Gleichungen    von 
^2>  und  ^C  durch 

resp.   ausgedrückt   werden.      Die 
-jT  Gleichungen  aller  andern  geraden 
Linien  der  Figur  hissen  sich  mii 
Hilfe  der  bisher  eingeführten  Grössen  ausdrucken. 

*)  Das  Nämliche  gilt  .anch  für  gerade  Linien  in  der  Gleichungsform 
P,=0,  Pj=0,  P3=0  oder^'a>f  i5V+^=0,  etc.;  denn  ^Pi+AiPj+/3Pa=0 
kann  mit  jeder  Geraden  öa:  +  fty  +  c  =  0  identisch   gemacht  werden 
durch  Erfüllung  der  Bedingungen 
/,^'+/,^"+/3^'"=:a,  l,B'+l^B"+hH'"^h,  /|^+/jO"+/5C"=c;esist 

,  _a  {B"Cf"~B"'a')  +  b  (r^":-  Ca")  +  c  {Ä'B""-^ Ä"B") 


A\B"  C"  ~  B"' Cf')  +  B'{Cf'Ä':--a"Ä')  +  W(A"B' 


^,„^,>j,efc. 


Die  homogene  Gleichung  der  Geraden.    Arl.  60.  69 

So  ist  «jorj  —  ajCfj  +  rt^cr^  =  0  die  Gleichung  von  CD,  denn 
sie  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  welche  durch  den  Durch- 
schoittspunkt  von  «|Ofj  —  «j^a^^C^-^)  ^^^  a^  =  0{BD)  und  durch 
den  von  a^  =zO{AC)  und  ajcr^  —  a^a^  z=  0 (B Cf) ,  d.  h.  durch  die 
Punkte  D  und  C  hindurchgehl. 

Ferner  ist  a^a^  —  «jcrg  =  0  die  Gleichung  von  OU^  weiJ  sie 
durch  E,  den  Durchschniltspunkt  von  ce^:=:  o  (AC)  und  a^  =  o  {BD) 
und  anch  durch  den  Durchschnittspunkt  von 

a^a^  —  Ö2«2  =  0  (AB)  und  «2^2  —  ^3^3  ^^  ^  (^^) 
hindurchgeht ;  das  letztere ,  weil 

«1  «1  —  «3  ^3 = («1  ^\  —  02*^2)  +  («2  «2 — «3  ^^3)     "l- 
Die    gerade   Linie   JE  F    verbindet   den   Durchschnittspunkt   von 

flfj=:0,  «3=0  (^  mit  dem  von  a^a^  —  ^2^2  "f"  ^3^3^^^»  ''^2^=^  (-^ 
und  ihre  Gleichung  ist  daher  a^  ce^  +  ^3  »3  =2  0. 

Endlich  ist  die  Gleichung  von  FO,  welche  die  Punkte 

«1  ff j + ögOfj = 0,  «2  ^^  ®^®''  ^  ^^^  ^1  ''^i — ^2  ^2  ^^^  ^'  '^a  ^^2 — ^3*'f3=^ 
oder  0  verbindet,  a^a^  —  ^a^cc^  +  03^3  =0. 

Aus  Art.  66  ergiebt  sich  jetzt,  dass  die  vier  Linien  EA,  EB^  EOj  EF 
ein  harmonisches  Büschel  bilden,  denn  ihre  Gleichungen  sind  resp. 

«1  =0,  «3  =  0,  a^a^  —  a3a3  =  0,  a^ciy^  +  «jCfg^O; 
und  ebenso  bilden  die  Geraden  FE^  FO,  FC,  FB  ein  harmonisches 
Bäscliel ,  weil  ihre  Gleichungen  heissen 

rt,a,—a2«2  +  «3*'3  + «2^2  =  0,  «1«!— 02^2   +  «3^3  =^»  «2=0 

und  endlich  die  Linien  OC,  OB,  OE,  OF  als  von  den  Gleichungen 

a2a2  — a3a3=:0,  a^a^  —  «2*^2=^»  «1^1 — <»3«3=Ö» 
flj  «1  —  202^2  +  ajffj  =  0     oder 

ff2«2  —  «3*^3=0»  ^l**!  —  a2*'^2=^»    ^i^\ ^2^2  i (^2^2 ^3^3)  =  ^ 

sind.   Auf  diese  Eigenschaften  des  Vierecks  gründet  sich  die  Gonstruction 
der  vierten  Harmonikaien. 

Aufg.  2.  I(an  soll  die  Eigenschaften  des  Liniensystems  discutiren, 
welches  gebildet  wird,  w^enn  man  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  drei 
gerade  Linien  zieht,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Sei  >^^C  das  Dreieck  und 
die  Gleichungen  seiner  Seiten 
AB,  BC,  Cwiresp. 
»3  =  0,  «,  =0,  «2  =  0; 
dann  kann  man  die  Gleichun- 
gen der  drei  durch  den  Punkt  0 
gehenden  Geraden  OA,  0B,0C 
resp. 


«J 

«fj 



«3  «3 

: — ; 

0, 

«s 

«3 

— 

«l«t 

0, 

«1 

«1 



aj«j 

0 

wählen  (Art.  55).   Dadurch  sind  aber  die  Gleichungen  aller  andern  geraden 
Linien  der  Figur  bestimmt,  es  ist  z.  B  die  Gleichung  von  EF 

a2«2  +  «3 »3  —  ^\  «1  =  Ö* 
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gellt  durch  den  Punkt  E  oder  den  -SdiniU[iiuikt  iler  Vmiat 
,  Ojftg  —  «j «]  =0  und  durch  F,  den  Sehnittpuiibl  vun 

tt,  =  0,  fljotj  —  a,  tt^  =  0. 
nso  ist  «[O,  —  fljttj  +  «3*3  =0  die  Gleichung  von  DF  uui 
üjCij  —  ajii3  =  0  die  Gleichung  vun  BE.    Darnadi  crgiebt  stcJt 
ass  die  Punkte  L,  M,  A,  d.  h.  die  Durchsdinittapunkte  van  EF 
2  +  ajctj  —  «1«,  =0  mit  fit' oder  «,  =0.  von  Fi)  oder 
a2tt2  +  "s'^a  =  '^  '"'^  ^--^  '^^'^^  "i  =  '^>  ""^  v^"  -''^  ^^^ 
oj  o,  —  oj  «j  =  0  mit  ^  B  oder  Wj  =  0  In  einer  geraden  Linie 
leren  Gleichung  a,  or,  +  ajij  +  agiig  =  0  ist 
Gleichung  der  Linie  C'iV  ist  n,  a^  +  ujU,  =  0,  denn  es  Ist  dicss 
sli  (?,  den  Schnittpunkt  von  rr,  =  0,  «j  :=  0  und  iV,  den  Schnilt- 
n  «,(*[  +  n.^tt.j  —  (i^ttj=0  mit  «3  =  0  gehende  gerade  Linie. 
I  erkennt  daraus,  ilaas  fiJV  harmonisch  getheilt  ist,  denn  die 
gCD  der  vier  geraden  Linien  CN,  CA,  CF,  CB  sind 
,  +  aj„,=  0,  u^-^^0,  «,£.,—«,«2  =  0,  «,=0. 
derselben  Art  erkennt  man  auch  die  Punktreihen  L,  C,  D,  B 
C,  E,  Ä  als  harmonisch,  und  die  gerade  Linie  LMN  hczeldinel 
if  den  Seiten  des  Dreiecks  die  Punkte,  welche  zu  den  vun  den 
gezogenen  Transversalen  angegebenen  Schnittpunkten  conjugirt 
ich  sind. 

Gleichungen  dieser  Aufgabe  sind  auf  mehrere  specicile  FMJc  von 
.  Vorkommen  anwendbar.  So  ist  nach  Aufg.  3,  Art.  54  die 
g  der  Linie,  welche  die  Fusspuukte  zweier  Höhen  eines  Dreiecks 
t,  a,  cos  Ai  +  ttj  cos  A^  —  a^  cos  A^  =  0;  die  gerade  Linie 
\  +  a.j  cos  A^  -(-  «3  cos  ^j  =  0  geht  durch  die  Uurchsclmitls- 
lieser  die  Höhen fusspun hie  verbindenden  Geraden  mit  den  respec* 
gCDseileu  des  Dreiecks.    Ebenso  reprSsentirt 

B,  sin  A^  +  a^  sin  A^  —  a^  sin  A.^  =  0 
indungsliuie  der  Mittelpunkte  von  zwei  Seiten  des  Dreiecks,  etc. 
fg.  3.  Wenn  zwei  Dreiecke  so  gelegen  sind  (collinear,  homolog), 
Durchschnitlspunkte  entsprechender  Seiten  in  einer  geraden  Linie 
^xe  der  CoUinealion),  so  gehen  die  geraden  Linien,  welche  die 
henden  Ecken  heider  Dreiecke  verbinden ,  durch  denselben  Punkt 
I  der  Colli neation]. 

mn  die  Seiten  des  ersten  Dreiecks  durch  n,  ^0,  a^  =  0,  «3=0 
tirt  werden  und  a^tl^  +  Oja^  +  «gitj  =  0  die  Gleichung  der 
Linie  ist,  in  welcher  die  eutsprecli enden  Seiten  des  zweiten  Drei- 
en begegnen,  so  mOsseji  die  Seiten  des  zweiten  Dreiecks,  welche 
ip.  entsprechen,  durch  Gleichungen  von  der  Form 
,'«,  +  «2^2  +  «303=0,  fl,«,  +  a2'«2  +  O3«3=0. 

o,«,  +  <.,«,  +  «3-03  =  0 
ill  werden  und  man  eriiält  durch  successive  SuMractJon  dieser 
chungen  von  einander  die  Tolgcnden 

-  "1')  "i  =  ("l  —  «j')  "l.    («1  —  "i)  "2  =  {"3  —  "s)  "3- 
(''3-''3>3  =  (''l-''iO«i. 
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'O 


weiche  nach  dieser  ihrer  Ableitung  gerade  Linien  durch  (Ke  Edlen  des 
zweiten  Dreiecks  und  nach  iiirer  Form  gerade  Linien  durch  die  enl- 
sprechenden  Eciien  des  erstem  darstellen,  zugleich  aber  durch  den 
blossen  Anblick  als  durch  denselben  Punkt  gehend  erkannt  werden. 

61.  *Man  soll  die   Bedingung  ableiten,    unter  welcher  zwei 

gerade  Linien  a^a^  +«2^2  +  ^3*^3=^?  ^/^i  +  ^2' ^2  +^3' ^3  =  ^ 
zu  einander  rechtwinklig  sind. 

Wenn  man  wie  in  Art.  60  diese  Gleichungen  der  Geraden  in 
entwickelter  Form  schreibt,  so  kann  man  das  Criteriuni  des  Art. 
25,  2  anwenden;  nach  welchem  AA'  +  BB'  =  0  diese  Bedingung 
ist;  maif  findet  dann  für  die  fragliche  Bedingung 

a,ö,'+fl2«2'  +  Ö3«3'  +  («2  «3' +  «2' «3)  CO«  («2— «3)  + 

(«3«l'+«3'öl)cOs(«3— «j)  +  («l«2'  +  «l'«2)  cos  (flfi— «2)  =  0- 

Da  aber  »2  und  a^  die  Winkel  sind,  welche  die  Normalen  auf  die 
Linien  or,,  a^  mit  der  Axe  der  x  bilden,  so  ist  {a2  —  ci^)  der  Win- 
kel fieser  Normalen,  welcher  gleich  oder  supplementär  dem  Win- 
kel der  Linien  selbst  ist.  Denken  wir  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  innerhalb  des  Dreiecks  und  bezeichnen  wir  durch 
^1»  ^2»  ^3  seine  Winkel,  so  ist  (ofj  —  «3)  das  Supplement  von 
^i.    Die  Bedingung  der  Ortliogonalität  beider  Geraden  ist  also 

<»i«i'+«2«2'+  «3  «3'—  («2  «3'+  «2'%)  cos  ^1 — (a3«/+Ö3  «i)  cos  ^2 

—  («jfl2^+ai'ö2)cos^3==0. 
Als  ein  specieller  Fall  des  Vorigen  ergiebt  sich  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  Gerade  öj  «,  +  «2  «2  +  ^3^3=^  ^"'*  S®^^^  «3=30 
normal  ist,   a^  c=  a^  cos  A^  -f*  ^i  cos  A^* 

Auf  demselben  Wege  finden  wii*  die  Länge  der  Normalen  von 
dem  Punkte  xy  auf  die  gerade  Linie  a^a^  -{'  (i-if^^  +  «3^3  =^  0. 
Die  Anwendung  der  Formel  des  Art.  34  auf  die  entwickelte  Form 
dieser  Gleichung  liefert  für  die  abkürzenden  Bezeichnungen 
X  cos  flfj  -f*  y  sin  tt^  —  p^  =«i'»  ix!  cos  «2  +  y  sin  aj — p2  =^  ^2''  ®^c. 
das  Resultat 

«1«/  + «2^2' +  ^3^3' 

Y  [a*  -j-  a^  +  «3^  —  2  «2  03  cos  A^  —  2  «3  a^  cos  A2  —  2  aj  a^  cos  ^3) 

Wenn  der  Zähler  dieses  Ausdrucks  verschwindet,  so  liegt  der  Aus- 
gangspunkt der  Normale  in  der  geraden  Linie  selbst.  Die  Be- 
deutung vom  Verschwinden  des  Nenners  wird  später  erhellen; 
ihr  Interesse  wird  dadurch  erhöht,  dass  das  Verschwinden  des 
Nenners  nach  der  letztvorhergehenden  Formel  als  die  Bedingung 
der  Orthogonalität  für  zwei  Gerade  erscheint,  welche  sich  decken. 


Viertes  Ka|>iti:l.    Arl.  62. 

Attfg.  1.  Man  soll  die  Gleicliung  einer  Normalen  lu  i'j=:0  In  ihren 
unkte  A^  bestimmen. 

Aufl.  Sie  ist  notlin-endig  vod  der  Form  a^tt^•\■n^a^^^),  unil 
iciliiigung  dieses  Art.  giebt  a,  =  a^  cos  A^,  wie  in  Aufg.  6.  Art.  Ö4 
:ts  gefunden  wurde.  • 

Aufg.  2.  Hbd  soll  die  Gleicliung  der  Normalen  zu  ff^  =  0  In 
n  Halblrungspunkle  ermitteln. 

Aufl.     Da  der  Halblrungspunkt  der  Durch  schal  Itspunkt  von  «3=:0 
t,  sin  Ay  —  «2  sin  A^^Q  ist,  so  ist  die  Form  der  Gleichung  einer 
li  ihn  gehenden  Geraden  a^  sin  A^  —  «j  sin  A^  +  9^«^  =  0  und 
lediDgung  des  Art,  giebt  a^  =  sin  (A^  —  A^.     . 
Aufg.  S.    Die  in  den  Halbirunggpunklea  der  Seiten  eineg  Dreiecks 
lenselben  erricliteteu  Perpendikel  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 
Aufl.-    Indem  mau  nach  cinan<ler  zwischen  den  Gleichungen 
o,  sin  A,  —  «2  sin  A^  +  «j  sin  [A,  —  A^]  =  0. 
«j  sin  A^  —  03  sin  A^  +  «1  sin  {A.^  —  ^^j  =  0  - 
GrQssen  a^,  «j,  «^  eliminirt,  erhilt  man  für  die  Verbindungslinien 
Durchschnittspunktes  der  zwei  belrachleten  Höhenperpeudikel  mit 
Ecken  des  Dreiecks  die  Gleichungen  — -!-—  =^  ■-■  '■■  ^  — ~^;  und 
oUkommeneSyrametrietiieserGleichungen  inBezug  auf  a,,  a^,  «jl  etc. 
.,  dass  auch  das  dritte Perpendiliel  durch  denselben  Punkt  geht.    In  der 

ist  die  Summe  der  Productc  der  drei  Gleichungen  der  Perpendikel 
)in  '^j,  sin  Mi ,  sin  ^A^  respectife  identisch  gleich  Null. 
Aufg.  4.     Man  soll  nacli  Art.  25  die  Ausdrücke  Tür  sinus,  costnus 
tangeute  des  von  den  geraden  Liuien  a,«i  +  "i"!  +  "3"^='^' 
I  -|~  ".^«2  +  Dg'ttj  =  0  gebildeten  Winkels  bestimmen. 

Man  llndct  TQr  die  tang.  den  Ausdruck 

(a,a,'--fl,'ii,)Bin  ^i  +  (a)ni'— <i,'a|)Bin  A,+  (/i,  a,'—  B|'a,)gin.^,' 
r,  0,'+  fl,  af—  {n^,'+  a^a,)  ooa  A,—  (o,o,'+a,'ö,)  COS  A,~  (öiOj'+a/oJcM. 
durch  Verschwinden  des  Nenners  die  Bedingung  der  OrthogonalitU. 
h  da  des  Zahlers  diejenige  des  Parallelismus;  die  letztere  kann  Kr 
ij,  s,  als  die  Laugen  der  den  Wiiikelii  A^,  A.^  A^  gegenüberliegen- 
Seiten  des  Dreiecks  ff, ,  a.^,  a^  auch  in  der  Form 

,;  -  o.-oj »,  +  (»,«;  -  <o,)  s,  +  (»,»,'  - «,-«,)  ,,=0 

hrieben  werden,  und  man  erkennt  sie  nach  Art.  38  als  identisch  mit 
Etcdingung,  dass  der  Du rchschnil Ispunkt  der  beiden  gegebenen  Graden 
,i(,  +  f]"]  +  H^i  =  ^  euthalten  sei. 

Aufg.  5.    Man  beweise,  dass  die  durch  die  Gleichungen 
>s  Ai "+  «i  cosj^,  +  «3  cos  Ay  =0  und  «j'sin  A^  cos  ,^,  sin  [A^ — .^j)+ 
\-ctji\nA^C0sA2im{A^ — A^  4- «3 sin ,^3 cos .4j sin (,^,  —A^^O 
:estellten  Geraden  zu  einander  rechtwinklig  sind. 

62.  Wir  haben  gesehen,  dass  in  Beziehung  auf  drei  beliebig 
enomnienc  gerade  Linien  «i  =  0,  «,=0,  «3=0  die  Gleichung 
:r  vierten  Geraden  in  der  Form  n,a,  +  a2«j+Bjet3=0   aus- 
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gedrückt  werden  kanu,  und  dass  es  möglich  ist,  Aufgaben  zu 
lösen  durch  eine  Reihe  von  Gleichungen,  welche  ohne  directe 
Beziehung  auf  x  und  y  in  Gliedern  von  a^,  a^^  »3  ausgedrückt 
sind.  Daraus  entspringt  für  das  im  Vorigen  ausführlich  erläuterte 
Princip  ein  neuer  Gesichtspunkt.  Anstatt  or^  nur  als  ein  Symbol 
für  die  Grösse  x  cos  «^  +  y  sin  a,  — p^  anzusehen,  können  wir 
annehmen,  dass  es  die  Länge  der  Senkrechten  von  einem  Punkte 
auf  die  Linie  a^  =  0  bezeichne;  und  wir  können  darnach  ein  Sy- 
stem von  Dreilinien-Coordinaten  bilden,  in  welchem 
die  Lage  eines  Punktes  durch  seine  Entfernungen  von 
drei  festen  geraden  Linien,  den  Fundamentallinien, 
bestimmt  und  in  welchem  eine  gerade  Linie  durch 
eine  homogene  Gleichung  a^c[y'\- a^a^^ a^a^^=^0  zwischen 
diesen  Entfernungen  dargestellt  wird.  In  dieser  Homo- 
geneität  liegt,  wie  weitergehende  Untersuchungen  lehren,  der 
hauptsächlichste  Vorzug  des  neuen  Coordlnatensystems;  an  dieser 
Stelle  und  durch  das  Vorhergehende  erkennt  man  einen  Vorzug 
desselben  vor  dem  System  der  Cartesischen  Coordinaten  darin, 
dass  in  diesem  die  höchste  mögliche  Vereinfachung  durch  die 
Wahl  zweier  der  merkwürdigsten  Linien  der  Figur  zu  Coordi- 
natenaxen  erlangt  wird;  wahrend  bei  der  Anwendung  von  Drei- 
linien-Coordinaten zu  Gunsten  der  Einfachheit  über  dreiFunda- 
mentallinien  verfügt  werden  kann.  Daraus  vornehmlich  entspringt 
die  grössere  Kürze  der  in  Artikel  54  erhaltenen  Ausdrücke  im 
Vergleich  zu  den  entsprechenden  des  zweiten  Capitels. 

Wenn  eine  Gleichung  «jor^-f  «2^2+ ^^3^3=^  gegeben  und 
das  Fundamentaldreieck  bekannt  ist,  so  kann  die  durch  sie  reprä- 
sentirte  gerade  Linie  leicht  construirt  werden.  Wir  gelangen 
dazu  am  kürzesten  und  einfachsten  durch  Verweisung  auf  Auf- 
gabe 2,  Artikel  60.  Nach  derselben  bestimmen  sich  die  drei 
Punkte  Z,  ^f,  iV,  in  denen  die  durch  die  Gleichung 

bezeichnete  gerade  Linie  die  Seiten  ^2^3  f  ^s^n  ^1^2  ^^^  i^^'"' 
damentaldreiecks  respective  schneidet,  durch  die  Gleichungenpaarc 

«Tj  ===  0,  «2*^2  "I"  ''3^3  =  0;  «2  =  ^»  ^'3*^3  "I"  «[«1  =  0; 

«3  =  ^»  ^1^1  +  ^^2*^2  =  ö- 
Die  geraden^ Linien  «2^2+ '^s^s^^  ^^^^  -^i-^»  «3^3+  aiai=0 
oder  A^M  und  «,«,  -f  «2^2  =  0  oder  Ae^N  theilen  aber  die  Winkel 
A^AiA^,  A^A^^iy  -<^i^3^2  ^®^  Dreiecks  respective  so,   dass  das 


rtv: 


.  r     •      ^  ' -i 


•*»', 
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.•j"-" 


SiniisvcriiäUniss  der  Theile  a^'^a^'^  ^s'^'i*  ^i'^a^  ist;  man  hal  dem- 
nach nur  diese  durch  die  CoefOcienten  der  Gleichung  bestimmte 
Theilung  der  Winkel  des  Fundamentaldreiecks  zu  vollziehen,  um 
durch  die  drei  Punkte,  in  denen  die  Theilstrahlen  die  Gegen- 
seiten derselben  schneiden,  die  durch  die  Gleichung  dargestellte 
gerade  Linie  zu  erhalten.  Wenn  man  diese  Construction  auf  die 
Gleichung  ay  sin  A^  +  «j  sin  A^  +  «3  sin  ^3  =  0  (Art  61,  Aufg.  4) 
anwendet,  so  findet  man,  dass  die  drei  Schnittpunkte  des  Ortes  mit 
den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  in  unendlicher  Entfernung  liegen. 

63.  Wenn  durch  5^,  s^,  ^3  die  Langen  der  Seiten  des  Dreiecks 
A^A^A.^  bezeiclmet  werden,  welches  die  drei  Fundamentallinicn 
bilden,  so  sind  durch  s^u^^  ^2^21  ^3^3  i*6spective  die  doppelten 
Inhalte  der  Dreiecke  0^2^31  ^^s-^d  0  A^A^  ^\X6%tivncki,  welche 
durch  Verbindung  eines  willkürlich  gewählten  Punktes  0  in  der 
Ebene  des  Fundamental  •  Dreiecks  mit  den  Ecken  desselben  ge- 
bildet werden;  denn  «1,^29  ^3  ^^^^  ^^^  Längen  der  Perpendikel, 
die  man  von  einem  solchen  Punkte  auf  die  Fundamentallinien 
a^  =  0,  »2  =  0,  a^z=iQ  fällen  kailn.  Somit  ist,  wie  auch 
der  Punkt  0  genommen  sein  mag,  die  Grösse 


«1«!   +  h^2  +  ^8  «3 


immer  dieselbe  und  dem  doppelten  Inhalt  itf  des  Drei- 
ecks A^A^A,^  gleich.  Für  den  im  Innern  des  Dreiecks  ge- 
wählten Punkt  0  erheilt  dicss  ohne  Weiteres;  für  einen  ausserhalb 
gewählten  Punkt  genügt  die  Erinnerung,  dass  durch  den  Ucber- 
gang  des  Punktes  0  von  der  einen  Seite  einer  Fundamentallinie 
a^  =  0  auf  die  andere  der  Werth  des  auf  dieselbe  bezüglichen 
Perpendikels  sein  Vorzeichen  wechselt:  in  dem  bezeichneten  Falle 
geht  die  Grösse 

*!«!  +52*^2+  *3*^3iö2(0^3^|  +  OA^A.^  —  OA^A.^)  =  2^AyA2A^ 
über.  Da  die  Grösse  sin  A^  zu  s^  proportional  ist,  so  ist  auch 
ofj  sin  Ay  +  a2.sin  A^  +  «3  sin  A^  eine  Constanle.  Man  kann  diess 
auch  direct  erweisen,  indem  man  nach  Art.  61  die  trinomischcn 
Werthe  von  ctj,  otj,  0^3,  mit  sin  («j  —  «3),  sin  («3  — aj,  sin  (tfj — «r,) 
respective  multiplicirt,  addirt;  denn  die  Coefficienten  von  a:nndy 
verschwinden  und  die  Summe  ist  eine  Constante.     Ihr  Werth  ist 


M^  sin  A 


'i 


M 
^  ^'  ''  2^  ^"'^  ^  ^'^  Halbmesser  des  dem  Fundamental- 

2M'^ 


dreieck  umgeschriebenen  Kreises  oder 


Sy  $2  *3 


:V: 


■f- 
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Das  Theorem  dieses  Artikels  erlaubt  uns,  jede  Gleichung  in 
tf|,  «2,  &3,  auch  der  Form  nach  homogen  zu  machen;  denn  wenn 
z.  B.  eine  Gleichung  wie  cr^  =r  3  gegeben  wäre,  so  kann  sie  nun 
in  der  homogenen  Form  iÄfüfj  =  3(^1  «^  +  ^jOTj  +-8^^^)  ge- 
schrieben M^erden. 

64.  Man  soll  di^e  Gleichung  einer  Parallelen  zur 
geraden  Linie  a^a^  +  «2^2  +  %^3  =  0  in  Dreilinien- 
Coordinaten  ausdrücken. 

In  Cartesischen  Coordinaten  sind  parallele  gerade  Linien 
durch  Gleichungen  von  der  Form 

Ax  +  By  +  C  =  0,    Ax  +  By  +  C'  =  0 
au^edrückt,    welche  nur  um  eine  Constante  differiren;    ebenso 
druckt  die  Gleichung 

a, cf,  +  a2a2  +  a^<x^  +  k  (a^  sin  A^  +  «j  sin  A2  +  €c^  sinA^)  =  0 
eine  zu  a,  a^  +  «2^2  "i"  ^3^3  =^  ^  parallele  Linie  aus,   weil  die 
beiden  Gleichungen  nur  um  eine  Constante  differiren. 

In  demselben  Falle  ist  Ax  +  By  +  C  +  {Ax  + By  +  C);==:0 

eine  Gerade,  welche  den  beiden  gegebenen  Geraden  parallel  ist 

und  den  Abstand  derselben  halbirt;  wenn  also  zwei  Gleichungen 

P  =  0,  -P'  =3  0  in  solcher  Relation  sind,  dass  P  —  P'  =  eonst. 

ist,  so   bezeichnet  P  +  P'  =  0   eine  Parallele  zu   P  und  P\ 

welche  mitten  zwischen  ihnen  liegt. 

Aufg.  1.  Welches  ist  die  Gleichung  einer  Parallellinie  zur  Basis 
eines  Dreiecks  durch  die  Spitze  desselben? 

Sie  ist  «1  sin  A^  +  c^j  ^^'^  ^2  ^^^  ^ '  ^^^^^  ^'*^^^  ^^^  ^^"®  durch  den 
Punkt  &!  =  0,  0^2  =  0  gezogene  Linie  und  der  Basis  parallel,  weil  man 
sie  in  der  Form  schreiben  kann 

cfj  sin  A^  —  (ofj  sin  A^  +  ofj  sin  A2  +  «3  sin  A^)  =2  0. 

Die  vier  geradeu  Linien 
ofj  =  0,  cc2  =  0,  ofj  sin  ^1  +  «2  sl"  -^2  =^  ^>  deren  letzte  die  von 
der  Spitze  nach  dem  Mittelpunkte  der  Basis  gezogene  gerade  Linie  ist, 
l)i]den  ein  harmonisches  Busclicl ;  der  Mittelpunkt  einer  geraden  begrenz- 
leu  Strecke  und  der  unendlicli  entfernte  Punkt  derselben  sind  harmonisch 
conjugirt  in  Bezug  auf  die  Endpunkte  der  Strecke. 

Aufg,  2.  Die  gerade  Linie,  welche  die  Mittelpunkte  der  Seiten 
eines  Dreiecks  verbindet,  ist  zur  Basis  desselben  parallel. 

Ihre  Gleichung  ist  nach  Au  fg.  2,  Art.  60 

cfj  sin  A^  +  ^2  ^^"  -^2  —  ^3  ^'"  -^3  ^^^  ^^  ^*^®*' 

2^3  sin  A^  =  «1  sin  A^  +  «2  ^^^  -^2  +  ^3  ^'"  ^3* 

Aufg.  3.     Die  gerade  Linie  s^  «^  —  ^2  «^  +  ^3  ^3  —  *4  "4  ^^^  ^ 

in  Aufg.  5,  Art.  54  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Verbindungslinie  der 

Punkte  «iCfg,   cc^ccj^.     Denn  (sj^a^  +  ^3^3)  +  {h^t  +  ^4^4)  'st  eine 
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l 
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coastaute  Grösse,  weil  es  die  Hälfte  der  Fläche  des  Vierecks  bezeichnet. 
In  Folge  dessen  sind  s^ci^  +  ^gOfj  =  0,   52*'^2  +  ^4^4  =  0  parallele 

Linien  und  («,  a^  +  ^30^3)  —  {^^^2  +  ^4^4)  *=  ^  '*^  ^'^^'^  *"  '^"®"  P*" 
rallel  und  halhirt  ihren  Abstand  von  einander ;  sie  halbirt  also  die  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  a^  a^  und  0^2  ct^ ,  von  denen  der  eine  der  ersten, 
der  andere  der  zweiten  Linie  angehört. 

Aufg.  4.     Man  soll  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der 

Linien  a^tt^  +  02*^^2  +  ^3^3  =  Ö»  ^\^i  +  ^2^2  +  «3' cf3  =  0  be- 
stimmen. 

Aufl.     Man  berechnet  die  Coordinaten  er/,  a^,  a^  aus  diesen  Glei- 
chungen und  der  Relation  ^j  c^j  +  ^9^2  "f;  ^3<^3  =  ^  und  findet 


OTi 


und  entsprechende  Werthe  von  Wj'»  ^s  • 

65.  Man  soll  die  Gleichung  der  geraden  Verbindungsliuie 
zweier  Punkte  x'y,  x' y"  in  der  Form  «^«1  +  «2^2  +  '^a^a  =  ^ 
darstellen. 

Wenn  u(  wie  vorher  die  Grösse  x  cos  «i  +  y'  sin  a,  —  /;, 
bezeichnet,  so  kann  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Coordinaten 
X,  y  der  Gleichung  a^a^  +  a2«^2  +  '^s^s  =  ^  genügen,  in 
der  Form  a^  a^  +  öj  ^2  +  ^3  ^3'  =^  ^  geschrieben  werden. 
Ebenso  hat  man    a^ «/'  +  a^  «2'  +  «s  «^3 "  =^  0.     Wenn  man 


rr 


a< 


dann  diese  beiden  Bedingungsgleichungen  für  -  .,      -  auflöst  und 


«3     «3 


die  erhaltenen  Werthe  in  die  gegebene  Form  der  Gleichung  sub- 
stituirt,  so  erhält  man  für  die  Gleichung  der  Verbindungslinie 
der  Punkte 

«l(«2«3    —«2    «^3  )  +  «2  («3  <^1    —^3    «l)  +  «3(«l«2    —«I    «2 0  =ö- 

^t//*^.  1.    Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (c^/*c<2'*0  gehenden 

Parallelen  zur  Geraden  a^c^j  +  «2^2  H"  ^'3^3  ^^^  ^  darzustellen. 

Aufl.     Sie  ist  von  der  Form 

«1«^  +  «2^2  +  ^3*^3  =  ^  (*i  '^i  +  ^2*^2  "1"  ^a^'^s)  ""^  ^*®  Constantc  k 
bestimmt  sich  aus  a^ or/  +  a^ot^  +  «3 «3'  =  k  [s^  cc^  +  $2^2  +  ^s^al- 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  wir  bei  homogenen  Gleichungen 
in  Dreilinien  -  Coordinaten  nicht  die  wirklichen  Längen  der  Nor- 
malen von  einem  beliebigen  Punkte  auf  die  Fundaniientailinien, 
sondern  nur  die  gegenseitigen  Verhältnisse  dieser  Normalen  unter 
den  ofj,  «2»  «3  zu  verstehen  haben.  (Vergl.  Art^feflC)  Darum  wird 
die  vorige  Gleichung  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  nicht 
geändert,  wenn  wir  ^a/,  qa^,  QciJ^  für  «/,  a^,  a^  substituiren. 
Aus  demselben  Grunde  darf  man  für  einen  Punkt,  der  als  Durch- 
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Ui  Cfo  cc, 


schnittspunkt  der  Linien  —  ==  -^  =  -^  gegeben   ist,   a^,  «2»   «3 


«1        «2        «3 


als  Dreilioien-Coordinaten  betrachten.  Denn  wenn  q  der  gemein- 
same Werth  dieser  Brüche  wäre,  so  sind  die  wirklichen  Längen 
der  Normalen  Tom  Punkte  auf  a^,  a^,  a,^  durch  a^^,  a^^,  a^i^ 
ausgedrückt  und  q  ist  zwar  durch  die  Gleichung 

> 

s^a^q  +  ^2^2^  "^  ^^^zQ  =  ^  bestimmt,  man  hat  aber  nach 
dem  Vorigen  niclit  nöthig,  es  zu  berechnen.  Wenn  man  also  die 
obige  Gleichung  für  die  gerade  Verbindungslinie  zweier  Punkte 
anwendet,  so'  kann  man  als  Coordinaten  des  Durchschnitts  der 
Seitenhalbirungslinien  sin  A^  sin  A^ ,  sin  A^  sin  A^ ,  sin  A^  sin  A^ ; 
als  Coordinaten  des  Durchschnitts  der  Höheta  cos  A^  cos  A^, 
cos  ^3  cos  ^^,  cos  ^1  cos  ^2>  dls  Coordinateu  für  das  Centrum  des 
eingeschriebenen  Kreises  1,1,1  und  als  solche  für  das  des  um- 
geschriebenen Kreises  cos  A^,  cos  A^,  cos  A^  anwenden,  etc.;. 
während  sie  eigentlich  für  das  Centrum  des  umgeschriebenen 
Kreises  sind  R  cos  A^,  etc.;  für  das  des  eingeschriebenen  Kreises 

—r- -r ,    etc. 

*1  T  *2      •      ^3 

Aufg,  2.  Man  entwickle  die  Gleichung  der  geraden  Verbindungs- 
linie des  Durchschnitts  der  Höhen  mit  dem  Durclischnilt  der  Halbirungs- 
linien  der  Seiten. 

Aufl.     «1  sin ^j  cos^^ sin  {A2 — -^3)  +  «j  sin  A2  cos  A2  sin  (^3  —  A^) 

+  «3  sin  A^  cos  A.^  sin  {A^  —  A2)  -^  0.  ^ 

Aufg.  3.  Welches  ist  die  Gleichung  der  Geraden ,  welche  die  Gen- 
tra  des  eingeschriebenen  und  des  umgeschriebenen  Kreises  verbindet? 

Aufl.     ffj  (cos  A2  —  cos  -^^3)  +  «2  (^^^  ^3  —  <^ös  A^) 

+  «3  (cos  A^^  —  cos  A2)  =  0. 

66.  Man  soll  die  Entfernung  zweier  Punkte  P\  P'  durch 
ihre  Dreilinien-Coordinaten  «^,«2,^3'  tmd  ofj",  cfj'^Wj"  ausdrücken. 

Wenn  man  öj  =  ^%^z  —  ^2"  ^3''  ^2  =  ^s'^^i '  —  ^z^i* 
«3  =  a/cTj'^  —  ^\' ^2  setzt,  so  ist  a^cifj  -|-  «2^2  +  ^3*'^3  ^^  ^ 
die  Gleichung  der  geraden  Verbindungslinie  der  betrachteten 
Punkte  und  es  gelten  zudem  die  Relationen 

aus  denen  man  durch  successive  Elimination  von  s^,  s^t  s^  erhält 

^  f  ^2 «3  —^2  =  ^  («/  —  <')'  H^i  —  ^1  «3=-^(«2'— O» 
\s^ «2  —  «2  01  —  ^  («3'  ~"  "3")- 
Denkt  man  nun  die  Punkte  P',  /^'  mit  der  Ecke  A^    des 
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I  •  m^ 


Fuiiilanientaldreiccks  verbunden  und  durcb   die  Gerade  P'P"  die 
Linie  ^j  A.2  in  P  geschnitten,  so  ist  jedenfalls 

/lA^PP^'  =  JA^PP^'  —  /lAyPP, 
und  da  die  beiden  letztern  Dreiecke  die  gemeinschaftliche  Basis 
A^P  und   die  zugehörigen  Höhen  a^,  a^  haben,   für  D  als  die 
Entfernung  der  Punkte  F^,  P'  und  d  als  die  der  Geraden  PP* 
von)  Punkte  A^  die  Relation 


Bd 


Müi 


(äj  «2  *2  ''l)   ^^"  -^1 


^         ^  '        s  n  ^,  s. 


} 


gfdtig.     Mit  Hilfe  des  in  Art.  61  gegebenen  Ausdrucks  für  d  und 
wenn  man  den  Nenner  desselben  durch  6  bezeichnet,  hat  man 

aber  d  =  --^r    und  daher    Z>  =  —  2rf  oder 
SjO  M 

ilf^  i>/^  — 2a|A2  ^^^-^3)* 

Mit  Hilfe  der  drei  Relationen  a)  leitet  man  andere  beque- 
mere Formen  für  diese  Entfernung  ab.  Quadrirt  man  jene,  mui- 
tiplicirt  sie  mit  s^  cos  A^,  s^  cos  A^,  s^  cos  ^3  respective  und  bil- 
det die  Summe  der  rechten  und  linken  Seiten,  so  reducirt  sich 
wegen  Sy  =  s^  cos  A^  +  s^  cos  ^^2»  ^^'  ^^^  Summe  links  auf 
SyS^s^S^  und  man  erhält  durch  Substitution 

jfl  —  hhh[^^  cos  Ay  («,'  —  ofi")«  +  «2  cos  ^2  («2'  —  ^iT 
M^  \  +  ^3  cos  A^  («3'  —  «3")* 

Multiplicirt  man  aber  dieselben  Relationen  paarweis  und  bil- 
det die  Summe  der  respective  mit  Sj,  Sj»  *3  vervielfachten  Pro- 
ductc,  so  reducirt  sich  wegen  «2^  +  *3^  —  ^1^  =  2  äj  «3  co«  ^i» 
etc.  die  erste  Summe  auf  —  s^  $2  s^  ^  und  folglich  erhält  man 
durch  Substitution 

2_  _  VVs/^l«— OK'-O  +  *2K'  — «3")  («/— «1II. 

""  -  M^   \  +s,  [a;  -  «/')  («2'  -  O  / 

Man  kann  diese  letztere  Form  des  Werthes  auch  direct  ab- 
leiten, indem  man  zuerst  zeigt,  dass  das  Quadrat  der  Entfernung 
durch  eine  Summe  von  Vielfachen  der  Producte  der  Differenzen 
der  Coordinaten  ausdruckbar  sein  muss  und  dann  durch  die 
Specialisirung  derselben  für  die  Ecken  des  Fundamcntaldreiecks 
die  Factoren  jener  Producte  ermittelt.  Endlich  selbst  nach  der 
Methode  der  Substitution  in  den  Art.  60,  61. 

Aufg,     Man  soll  den  Inhalt  des  durch  drei  Punkte  or/,  gtj',  ^^3^ 


^  /^       *f       ff 


i   )  **2   »  "3    »    **1     »  "2    »  "3 


a«    ,  tto  ,  a^     hcstimmtcn  Dreiecks  ausdrucken. 
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Auß,  Mit  Hilfe  der  Bezeichnungen  dieses  Art.  hal  man  für  die  Ge- 
rade cr'^a"  die  Gleichung  a^Uy^  +  ^2 ^2  ~i~  ^3 ^3  ^^^  ^  ^^"^  ^^^  Benutzung 
der  vorigen  Ausdrücke  für  die  Länge  der  Basis  und  die  Beziehung  der- 
selben zur  Höhe  des  Dreiecks  für  den  doppelten  Inhalt  den  Ausdruck 

-i-^^Ca^Ofi       +  «2«f2       +  03^3    )• 

67.  Mail  beweist  wie  im  Art.  1,  dass  die  Länge  der  Nor- 
malen zur  Linie  «j  =  0  von  dem  Punkte  aus,  welcher  die  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte  in   den  Abständen  a/  und  a"  im 

Verhältniss  /  :  m  theilt,   durch  — .— !^-    —  dargestellt  wird.    Da- 

her  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes,  welcher  die  Verbindungs- 
linie der  Punkte  a^tt^^^*  ^i'^2^z  i™  Verhältniss  / :  m  Iheilt, 
/o/  +  Uta/',  Icc^  -1-  mwj",  ^«3'  +  wiofj".  Es  ist  Qberdiess  oflen- 
l>ar,  dass  dieser  Punkt  in  der  Verbindungslinie  der  gegebenen 
Punkte  liegt;  denn  wenn  ci^'a^a^'  sowohl  als  a"a^'a^'  der  Glei- 
chung der  Linie  a^u^  -f  a^a^  ^  ^3(^3  =  0  genügen,  so  thun 
PS  auch  /ff/  +  m«/',  etc. 

Ohne  Schwierigkeit  ergiebt  sich  auch,  dass  /«/  —  w«/', 
etc.  der  vierte  harmonische  Punkt  ist  zu  l(x{  +  »la/',  «,',  er,"; 
«lass  das  Doppelverhältniss  von  «/  —  Ära/',  «/—-/«,",  er/  — m«/', 

«r/  —  na/'  durch  : darffostellt  ist;   dass  ferner  die 

'  *  n  —  In  — m 

beiden    Punktesysteme    in    verschiedenen    Geraden    «/  —  Ar«/', 

er/  -  /ff/',  etc.  und  «/"  —  ku{"\  «/"  —  /«/'",  etc.  projectivisch 

sind,  da  das  Doppelverhältniss  von  irgend  vier  Punkten  der  einen 

'  dem  Doppelverhältniss  der  entsprechenden  vier  Punkte  der  andern 

gleich  ist 

Aufg,  Der  Durchschnittspunkt  der  Höhen,  der  der  Hallurungslinion 
der  Seilen  und  das  Cenlrum  des  einem  Dreieck  umgescliriehenen  Kreises 
liegen  in  einer  geraden  Linie. 

Die  Coordinaten  dieser  Punkte  sind  cos ^2  ^^^'^z*  ^^^*>  sin>^2  sin  ^3, 
elc.  und  cos  v^p-etc.  Der  Satz  wird  daher  durch  die  Bemerkung  bewie- 
sen, dass  die  letzteren  Coordinaten  in  der  Form  sin  ^2  ^'"^3 — cos  ^2  ^^^  ^3» 
elc.  darstellbar  sind. 

Der  Punkt  von  den  Coordinaten  cos  [A2  —  -^3).  cos  (^3  —  A^), 
cos  (^1  —  ^2)  1(^8^  olTcnljar  in  derselben  Geraden  und  ist  ein  vierter 
ItarmoDiscIier  Punkt  zu  den  drei  vorigen.  Wir  werden  weiterhin  sehen, 
dass  er  das  Centrum  des  Kreises  ist,  der  die  Mittelpunkte  der  Seiten  des 
Dreierk.s  enthält. 

68.    Es  ist  von  Interesse,  zu  untersuchen,  welches  die  geome- 


L 
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Irische  Bedeutung  der  Gleichung  a,sin^,  +«2^'''''z  +  <*'3^>''''3='^ 
ist.  Sie  ist  in  der  allgemeinen  Form  der  Gleichung  einer  gen- 
den  Linie  inbegrilTen,  kann  aber  nach  dem  Vorigen  keine  eudlich 
bestimmbaren  Punkte  enthalten,  weil  Tür  die  Goordinaten  jedes 
solchen  die  Grösse  a,  sin  Ai  ■+■  a^  siu  A^  "i"  "a  ^*''  -^3  eiaer  ge- 
—  Constanten  gleich,  aber  nicht  Null  wird.  [Art.  63.) 
der  allgemeineii  Gleichung  der  geraden  Linie  . 
By  +  C  =  0  bestimmen  —  C :  ^  und  —  C;  Ä  die  Ali- 
•,  welche  dieselbe  in  den  Coordinatenaxea  bildet;  je  kleuer 
tnd  B  werden,  desto  grösser  sind  diese  Abschnitte  hei  imver- 
m  Werthe  von  C,  desto  weiter  entrernt  ist  daher  die  durch 
By  +  C  ^  0  dargestellte  Linie  vom  Ursprung.  Für 
},  B  =  0  sind  jene  Abschuilte  unendlich  gross  und  alk 
der  Linie  sind  in  unendlicher  Entfernung  gelegen, 
in  ward  im  Art.  63  gezeigt,  dass  die  betrachtete  Gleichung 
'  +  Oy  +  C  =  0  äquivalent  ist;  obgleich  äe  also  lur 
e  Werthe  von  .c  und  y  nicht  eiTüUt  werden  kann,  so  kann 
«h  Tär  unendlich  grosse  Werthe  derselben  geschehen,  weil 
Dduct  0  .  Od  einen  endlichen  Werlh  haben  kaim.  So  er- 
nian,  dass  «,  sin  A,  +  «j  sin  A^  +  «j  sin  A^  =  0  ehie 
Linie  darstellt,  welche  ganz  in  unendlicher  Enlfemuiig 
md  zugleich,  dass  die  Gleichung  einer  unendlich  enlfernlfo 
n  in  Oartesischen  Goordinaten  0  .  x  +  0  .  y  -f-  C  t=  0 
'ir  werden  die  letztere  Gleichung  zur  Abkürzung  des  Aus- 
gelegentlich in  der  minder  exacten  Form  C  =  0  citiren. 
ir  sahen  im  Art.  64,  dass  eine  zur  Linie  <t,  :=  0  Paralltle 
leichung  von  der  Form  a,  +  C  =  0  hat,  und  erkennen 
dass  dies  nur  ein  weiteres  Beispiel  zu  dem  Princip  äes 
)  ist  (vergl.  Art.  61,  Aufg.  4).  Denn  eine  Parallele  lur 
n  a^  :=  0  kamt  als  eine  sie  in  unendlicher  Entfernung 
lende  Gerade  betrachtet  werden,  und  nach  Art.  40  repri- 
a,  -}-  C  =  0  eine  Gerade,  welche  durch  den  SchniUpnnkL 
raden  «j  =  0  und  C  =  0  oder  durch  den  Schnitt  der 
n  mit  einer  unendlich  entfernten  Geraden  hindurchgeht. 

).  Es  ist  noch  hinzuzufügen,  dass  Cartegische  Goordinaten 
1  specieller  Fall  von  trimelrischen  Goordinaten  sind.  Man 
vielleicht  zuerst  einen  wesentlichen  Untt^rscbied  zwischen 
darin  zu  linden,  das.«  Gleichungen  in  trimetrischen  Coor- 
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dinaten  homogen  sind,  während  man  in  den  Gleichungen  mil 
Carlesischen  Coordinaten  ein  absolutes  Glied  von  Gliedern  des 
ersten,  zweiten  u.  s,  w.  Grades  unterscheidet.  Aber  eine  ein- 
fache Ueberlegung  zeigt,  dass  diese  Differenz  nur  scheinbar  ist, 
dass  Gleichungen  in  Cartesischen  Coordinaten  in  Wirklichkeit 
ebenfalls  homogen  sein  müssen,  wenn  auch  freilich  nicht  in  der 
Form.  Der  Sinn  der  Gleichung  x=  3  kann  beispielsweise  kein 
anderer  sein,  als  dass  die  Linie  x  drei  Füssen  oder  Zollen  oder 
überhaupt  drei  Lineareinheiten  gleich  ist,  während  die  Gleichung 
xy  ^=  9  aussagt ,  dass  das  Rechteck  xy  gleich  9  Quadratfussen 
oder  9  Quadratzollen  oder  überhaupt  gleich  9  Quadraten  von 
einer  gewissen  Lineareinheit  ist;  etQ.  Um  solche  Gleichungen  auch 
der  Form  nach  homogen  zu  machen,  kann  man  die  Lineareinheit 
durch  z  bezeichnen  und  dann  die  Gleichung  der  geraden  Linie 
in  der  Form  schreiben  Ax  +  By  +  Cz  =  0, 

Vergleicht  man  dies  mit  der  Gleichung  ajor^  +  «2^2  +  ^3^3==^0 
und  erinnert  sich,  dass  nach  Artikel  68  die  Gleichung  einer  un- 
endlich entfernten  geraden  Linie  die  Form  2  =  0  annimmt,  so 
erkennt  man,  dass  Gleichungen  in  Cartesischen  Coor- 
dinaten nur  die  specielle  Form  sind,  in  welcher  Glei- 
chungen in  trimetrischen  Coordinaten  erscheinen, 
wenn  zwei  der  Fundamentallinien  zu  Coordinaten- 
axen  gewählt  werden,  indess  die  dritte  von  ihnen  in 
unendlicher  Entfernung  liegt. 

Nachdem  wir  so  in  der  aus  der  abkürzenden  Symbolik  her- 
vorgegangenen Bezeich nungs weise  des  Art.  60  die  wahrhaft  all- 
gemeine Form  erkannt  haben,  die  an  Stelle  des  Cartesischen 
Coordinatensystems  zu  setzen  ist*^),  soll  nun  auch  das  Symbol  x 
an  die  Stelle  der  a  treten,  so  dass  x^,  x^,  x^  die  Coordinaten 
eines  Punktes  sind.  Die  Uebertragung  der  Gleichungen  in  diese 
Bezeichnung  ist  selbstverständlich. 

70.  In  dem  Vorhergehenden  ist  eine  wesentliche  Erweite- 
rung des  arsprünglich  angenommenen  Begriffs  der 
Coordinaten  enthalten. 

Man  versteht  hiernach  leicht,  wie  jeder  besondern  Art, 


*)  Nach  den  Grandsätzen  der  Centralprojection  liefert  die  Abbil- 
dung der  Beziehung  anf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  eben  ein 
trimetriscbes  System. 

Stlmon,  Aaal.Geom.d.Kc^elschn.  2.  Attfl.  6 
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die  Lage  eines  Punktes  in  Bezug  auf  Punkte  oder  Li- 
nien zu  bestimmen,  deren  Lage  als  bekannt  voraus- 
gesetzt wird,  ein  besonderes  Coordinatensystero  ent- 
sprechen muss;  aber  es  ist  hier  nicht  der  Ort,  diese  Bemer- 
kung weiter  auszuführen.  Nachdem  die  Bestimmung  eines  Punktes 
durch  Coordinaten  erlangt  ist,  M^ird  jede  gerade  oder  krumme  Linie 
als  eine  Reihe  Ton  Punkten  aufgefasst,  und  das  Gesetz  der  gegen- 
seitigen Abhängigkeit  ihrer  Coordinaten  durch  eine  Gleichung 
zwischen  denselben  dargestellt;  so  genügen  die  Cartesischen  Coordi- 
naten aller  Punkte  einer  geraden  Linie  einer  vollständigen  Gleichung 
des  ersten  Grades  zwischen  zwei  Veränderlichen,  dieDreiiinieD-Coor- 
dinaten  derselben  Punkte  einer  homogenen  Gleichung  des  ersten 
Grades  zwischen  drei  Veränderlichen,  und  diese  Gleichungen  stel- 
len eben  deshalb  die  gerade  Linie  dar. 

Setzt  man  an  die  Stelle  des  Punktes  als  des  ur- 
sprünglichen durch  Coordinaten  zu  bestimmenden 
Raumelementes  irgend  ein  andres  geometrisches  Ge- 
bilde, so  erhält  man  dadurch  in  einem  andern  Sinne 
neue  Coordinatensystcmc.  Immer  aber  stellen  Glei- 
chungen zwischen  den  Coordinaten  die  aus  jenen  Ele- 
mentargebilden zusammengesetzten  räumlichen  For- 
men dar.  Neben  dem  Punkte  hat  kein  anderes  geometrisches  Ge- 
bilde so  viel  Berechtigung,  als  elementar  betrachtet  zu  werden ,  und 
kein  andres  bietet  so  leicht  die  Möglichkeit,  durch  stetige  Reibung 
neue  Gebilde  als  zusammengesetzte  aus  sich  hervorzutreiben,  als 
die  gerade  Linie.  Indem  man  jede  gerade  Linie  in  Be- 
zug auf  gewisse  feste  Punkte  oder  feste  Linien  von 
bekannter  Lage  durch  Coordinaten  in  verschiedener 
Weise  bestimmt,  erhält  man  die  verschiedenen  Coor- 
dinatensysteme  der  geraden  Linie. 

Das  erste  Beispiel  eines  Coordinatensystems  der  geraden 
Linie  gab  das  System  des  barycentrischen  Caiculs  von  Möbius 
(1827).  Die  vollständige  Enlwickelung  dieses  Gedankens  ist  das 
Verdienst  P 1  ü  c  k  e  r '  s  ( Analytisch  -  geometrische  Entwickeiungen. 
II.  1831  und  spätere  Schriften)  und  es  wurden  durch  dieselbe 
die  wahren  analytischen  Ausdrucksformen  für  die  Lehren  S t ei- 
ne r's  gefunden,  welche  den  fruchtbaren  und  doch  sich  scheinbar 
widerstreitenden  Methoden  von  Poncelet  und  Gcrgonne  ihre 
wahre  Grundlage  und  höhere  Vereinigung  gewonnen  halten.    Von 


'^': 

^ 


-i  . 


r 


Von  der  Bezeichnung  mit  Indiccs.   Art.  71.  83 

da  an  verfolgen  die  analytische  und  die  reine  Geo- 
metrie von  demselben  Princip  aus  auf  verschiedenen 
Wegen  das  gleiche  Ziel. 

Ehe  wir  in  diese  Entwickelung  eintreten,  soll  *ein  wichtiges 
Hiirsmittel  für  die  Untersuchungen  der  analytischen  Geometrie  er- 
klärt und  gewonnen  werden,  die  Lehre  von  den  Determi- 
nanten*). 

7L  Zunächst  ergiebt  sich  aus  dem  Bisherigen  ein  nützlicher 

Wink  für  die  Bezeichnungsweise  der  in  den  analytisch  •'geometri- 

scben  Untersuchungen   auftretenden   Grössen.     Das   Coordinaten- 

system  mit  drei  Fundamentallinien  hat  ergeben,   dass  die  lineare 

homogene  Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen  das  abgeleitete 

Element,  die  gerade  Linie  ausdruckt.    (Art.  60.)     In  Folge  ihrer 

Symmetrie  kann  man  diese  Gleichung  a^x^  +  03^2  +  «30^3  =  0 

t=i 

abkürzend  in  der  Form  ^  aiXi^=0  darstellen,  wo  2  die  Summe 


von  drei  gleichartigen  Ausdrücken  mit  den  Indices  1,  2,  3  re- 
speclive  bezeichnet;  diess  ein  für  allemal  festgestellt,  kann  man 
die  Angabe  der  Grenzen  t  =  1,  i  ==  3  ersparen.  Das  nämliche 
Verfahren  lässt  sich  auf  viele  der  allgemeinen  Ausdrücke  der 
Art.  61  f.  anwenden ;  man  schreibt  die  Bedingung  der  Rechtwink- 
ligkeit zweier  Geraden  ZciiXi  =0,  £a{xi  =  0  (Art.  61)  in  der 
Form  Zaiüi  —  £  [ajajj  +  a/ak)  cos  Ai  =  0;  die  Länge  der 
Entfernung  vom  Punkte  x   auf  die  Gerade  ZoiXi  =  0  (Art.  61) 

2!ci  'X' 

in  der  Form  ,-      « ^   *   ' -^4;    den    Ausdruck    für    die 

4^2, ar  —  2Zaiaj  cos  Am} 

bn.  des  Winkels  zweier  Geraden  ZajXi  =  0,  £a{  Xi  =  0 
Art.  61,  Aufg.  4)  als  tan  ö= ^^--^h -r—^—\ 7» 

die  Gleichung  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  x\  x"  (Art.  65) 
als  Zxi  (xjXk  —  xf  Xk)  =  0,  die  Coordinaten  x  des  Durch- 
schnittspunktes zweier  Geraden  ZaiXi  =  0,  Zalxi  =  0  (Art.  64, 

Aofg.  4)  in  der  Form  x!  =  ^^-^^^V^-^J;  die  Gleichung 

der  Geraden  (Art.  65,  Aufg.  2),   welche  die  Durchschnittspunkte 

*)  lieber  dieselbe  ist  anzuführen   als  trefiflicb  geeignet  zu  gründ- 
lichem Stodiam :  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten. 

2.  Aufl.    Leipzig  1865. 
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Viertes  Kapitel.   Art.  72. 


der  Höhen  und  der  Seilenhalbirungslinten  des  Dreiecks  .verbiodet, 
Zxi  sin  Ai  cos  Ai  sin  [Aj  —  ^;t)  =  0   und  die  der  Verbindungs- 
linie der  Centra  des  eingeschriebenen  und  des  umgeschriebenen 
Kreises  (Art.  65,  Aufg.  3)  Zxi  (cos  Aj  —  cos  Af)  =  0.    Die  Unter- 
scheidung der  einzelnen  in  die  Gleichungen  eintretenden  Grössen 
durch  Indices,  auf  welche  zunächst  die  Gleichartigkeit  derselben 
natürlich  geführt  hat  (Art.  53  f.,  Art.  60),  ist  dazu  erforderiicli 
und  bequem.    Diese  Ausdrucksform  wendet  sich  besonders  leicht 
auf  die  allgemeinen  Ausdrücke  an,   welche  nicht  durch  specielle 
Wahl  der  Fundamentalpunkte  verkürzt  sind;  und  es  ist  schon  in 
Art.  45  bemerkt  worden,  dass  durch  solche  specielle  Wahl  der 
Gewinn  der  Kürze  gewöhnlich  durch  Verlust  an  Symmetrie  beein- 
trächtigt wird.    Das  wichtigste  Mittel  zur  vollen  Verwerlhung  des 
Vortheils  der  Homogeneitat  und  Symmetrie  bei  der  Benutzung  der 
trimetrischen  Coordinaten  sind  aber  eben  die  für  das  ganze.  Ge* 
biet  der  homogenen  Functionen  fundamentalen  Grundsätze  der 
Determinantentheorie.    Sie  werden  auch  für  die  wichtigsten 
Sätze  der  ersten  beiden  Kapitel  die  geeignetste  Form  darbieten. 
72.    Wenn  n  homogene  Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit 
n  Veränderlichen  gegeben  sind,   so  kann  man  aus  denselben  die 
Veränderlichen  eliminiren  und  dadurch  ein  nur  die  Coefficienten 
enthaltendes  Aggregat  bilden,   welches  die  Determinante  die- 
ser Gleichungen  genannt  wird.     Wir  betrachten   die  beiden 
einfachsten  Fälle  der  Gleichungen   mit  zwei  und  drei  Veränder- 
lichen 011^:,  +  ö|9  572=2  0,    floi  a:,  -f-  a^^x^^=^0\ 


O II  X*      -^     CLtaXi 


"21  **'!     i^  W22**'2 

Äoj  Xt      "J"     dnnXty 

''31'*'!    "T  ^32*^2     I     ^33**^3  ^^^  0. 


2  "H  ^13^3 


=  0, 


+  «23^3  =  0, 


Der  erste  Index  jedes  Coefflcienten  bezieht  sich  auf  die  Glei- 
chung, in  der  er  und  der  zweite  auf  die  Veränderliche,  bei  der 
er  steht.  Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  eliminirt  man  durcb 
Multiplication  der  ersten  mit  «22  und  der  zweiten  mit  —  a^^  und 
Addition  und  erhält     «iia22  —  ^21^12  =  0. 

Man  schreibt  diess  gewöhnlich  in  der  Form 


a 


a 


11» 
21» 


a 


a 


12 
22 


=  0  oder  («11022)  =  ^ 


und  unterscheidet  der  ersten  Schreibart  gemäss  die  Horizontal- 
reihen oder  Zeilen  von  den  Verticalreihen  oder  Colonnen  der 
Determinante,  nennt  auch  die  einzelnen  Coefflcienten,  die  in  den- 
selben stehen,  die  Elemente  und  die  einzelnen  Producte  von 


'*./.. 


r 
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solchen,  welche  sie  als  algebraische  Summe  bilden,  die  Glieder 
derselben.  Die  Entwickelung  der  Determinante  ist  ein  Aggregat 
aller  Producte,  in  deren  jedes  ein  Element  von  jeder  Zeile  und 
eines  von  jeder  Colonne  als  Factor  eintritt.     Offenbar  ist 


(«ii«22)  =  —  («21  «12)  und 


a 


21» 


a 


a 


12 

22 


a 


11' 


a 


21 


a,2»    «22 


Man  bestätigt  leicht  die  Relationen 

^i\  («21«32)  +  «21   («31  «12)   +  «31  («11«22)  =  ^> 

«12  («21  «32)  +  «22  («31  «12)  +  «32  («11  «22)  ===^  ^'    "*^'*   leitet    sie 
ab,  indem  man  aus- den  Gleichungen 

öji^l   "1"  *12*''2  "1"  «13 ^''3  ^^^^  ^»     «2l**^l    "i     «22**'2     1     «23^3  ^^^  ^ 

nach  einander  x^  und  x^  eliminirt  und  die  so  erhaltenen  Werthe 

(«11«22)  ^1  =  («12  «23)  ^3'     («11«22)  ^2  =*  («13«2l)  ^3 

io  die  ursprünglichen  Gleichungen  substituirt. 

Das  führt  aber  auf  den  Weg  zur  Elimination  z^^ischen  dem 
System  von  drei  Gleichungen  mit  drei  Veränderlichen.  Denn 
wenn  wir  die  erste  derselben  mit  («12  «23)'  ^^^  zweite  mit  (»13^21) 
und  die  dritte  mit  {a^^a^^  multlpiiciren  und  die  Producte  addi- 
ren,  so  verschwinden  in  Gemässheit  der  vorigen  Relationen  die 
Coeflicienten  von  x^,  x^  und  man  erhält 

«13  («21  «32)    +    «23  («31  «12)    +    «33  («11  «22)    =   ö» 

durch  die  beiden  analogen  andern  Operationen  mit  x^,  x^\  x^t  ^1 
respective  entstehen  die  identischen  Formen  der  Determinante 

«11  («22  «33)    +    «21  («32  «13)    +    «31  («12  «23)   =  ^' 

«12  («23  «31)  +  «22  («33  «11)  +  «32  («13  «2i)  =  ^J   ^^^  Schreibt 

«11»    «12»    «13 


sie  in  der  Form 


«21»    «22»    «23 


a. 


a 


31»    **32»    **33 


Q' 


=  0    oder  (flu  «22  «33)  =  ^ 


und  hat  («ji «32 «13)  =  («1 1 «22 «33)  ""^  («1 1 «32 «23)  =  —  («ii «22 «33) • 
Die  Elimination  aus  den  Gleichungen  aj]ar|+A2i^24-«3i^3=0» 

«12^1   +  «22^2  +  «32^3  =  Ö»    «13^1   +  «23^2  +  «33^3  =  ^    ^^^^^ 

das  nämliche  Resultat,  denn  die  Addition  der  Producte  def  ersten 
Gleichung  mit  (»22^33),  der  zweiten,  mit  {a^^a^i}  und  der  dritten 
mit  (^21^32)  giebt  verschwindende  Coefficienten  von  ^2  ^^^  ^3 
und  das  Aggregat  «11(022  «33)  +  «12  («23  «31)  +  «13  («21  «32)  =  ^' 
welches  mit  («11^22  «33)  identisch  ist.    Also  ist 


«in  «12' «13 
«21»  «22»  «23 
«31»  «32»  «33 


«IP  «21»  «31 
«12»  «22' «32 
«13»  «23»  «33 


Vier(us  Kuiiitel.    Art  7». 

In  derselben  Weise  wie  verlier  leilct  man  die  ReJalioneu 

(((|.,(i;,3aj|)— a|2(a,3rt2^a3[)+Ojj(n|j*i2i"3i)~<'i4i''ii''22''3jl==0, 

(''l2''l3'''3j)~'*Jl(<'i3''si''3l)  +  "j3(''l4''ll''3s)       «JJ  ("|1  «22''3j)^'i 

(ajjrtjjaaJ— ajjlajjaj^ajij+ajjini^ajiajj)— Oj,((i|,n2j(ij3)=0, 
(ajjajjBjj)— a^j(aija2,a3j)+njj(anajirt3j)— ajitdiiajiOjjj^^ü 
ugd  gelangt  dadurcli  zur  Eliniinalion  aus  vier  linearen  hämo- 
len  Gleicliungen  mit  vier  Verän<)ei'liclieii,  indem  man  die  ersle 

(a,2i>]3  d},),  die  zweite  mit  —  (113O21  <>3i)>  ^'^  dritte  mit 
in^iOj;)  und  die  vierte  mit  —  (onaitj'^ss)  mulliplicirt  und  tue 
>ducte  addirt.  Das  Resultat  ist  (ono^jOgsaj,)  =  0  und  atan 
III  alle  (lit!  variier  eriialteiien  Etiminutionsresuttate  mit  dem 
n  Gleicliungen  mit  n  VeränderlicLen  in  dem  Ausdruck 
+  n,|''22  •  ■  -  "»«  =  0  zusammenfassen,  als  dein  Ausdruck 
er  Summe,  in  welcher  jedes  Glied  alle  ersten  und  zweiten 
ices  ohne  Wiederliolunt;  und  Auslassung  entliält,  während  zu- 
ich  alle   möglichen  Producte   dieser  Ali    in    ihr    vorkoninien. 

Zahl  der  Glieder  ist  daher  gleich  der  Zahl  der  möglichen 
mulationen  unter  n  Elementen  (den  zweiten  Indiccs  elmj 
i.  =  1  .  2  .  .  .  n.     In   Bezug  aul  das  Zeichen   jedes  Gliedes 

die  Regel:  das  Zeichen  +  oder  —  ist  jedem  Gliede  beiiu- 
L-n,  jenachdem  die  Gruppe  seiner  Indices  aus  der  des  ersten 
edes  durcli  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  von  PermutalioDen 
eleitet  werden  kann. 

Weil  aher  eine  Determinante  eine  FuiicUon  der  CoelTicieDlen 
in  ist,  so  ist  es  vorzuzieheu,  sie  ohne  Bezug  auf  Gleichungen 
I  die  Theorie  der  Elimination  zu  dcntiircn,  wie  rolgt:  Wenn 
Elemente  in  ein  Quadrat  von  n  Zeilen  und  n  Colon- 
u  geordnet  sind,  so  ist  die  Determinante  dieser 
Össen  die  Summe  aller  möglichen  Producte  von 
Elementen  der  Gruppe  mit  ihrem  nach  der  vorigen 
gel  hestimmten  Vorzeichen,  in  denen  aus  jeder 
rizontalen  und   jeder  verticalen   Reihe  ein  Elcmeul 

Factor  aultritt.     Sie  heisst  eine  Determinante  «'"■  Grades. 

73.  Die  Tolgenden  Eigenschaften  der  Determinanten 
I  in  iTieser  Definition  begründet;  Der  Werth  einer  Dcter- 
nante  wird  nicht  geändert,  wenn  die  Colonnen  als 
ilen    geschrieben    werden    und    umgekehrt.      Wenn 

end   zwei  Zeilen   oder  zwei  Colonnen  mit  einander 

tauscht  werden,  so  wird  dadurch   das  Zeichen  der 


Von  den  Determinanlcn.    Art.  73. 
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Determinante,  d.  b.  es  werden  die  Zeichen  ihrer 
sämmtiichen  Glieder  geändert.  Wenn  also  zwei  Zeilen 
oder  Colonnen  einer  Determinante  identisch  sind,  so 
hat  dieselbe  den  Werth  Null. 

Nach  der  Entwickelungsform  der  Determinante  nacli  Produc- 
ten  aus  den  Elementen  einer  Zeile  oder  Colonne,  welche  schon 
vorher  begründet  ist,  gelten  ebenso  die  Sätze:  Wenn  alle  Ele- 
meote  einer  Zeile  oder  Coionne  mit  dem  nämlichen 
Factor  multiplicirt  werden,  so  ist  die  Determinante 
mit  diesem  Factor  multiplicirt.  Wenn  alle  Elemente 
einer  Zeile  oder  Coionne  als  Summen  zweier  andern 
Elemente  erscheinen,  so  ist  die  Determinante  selbst 
als  Summe  zweier  andern  Determinanten  darstellbar. 


Denn  wenn 


«21?  ^22'  • 


•  •  «2/1 


=  öli-^li  +  «2i^2»  +  •  •  •  +  (^Hi'^i 


ifi 


^^nli  ^«2?   •  •   •  •  ö/i« 

ist,  wo  keine  der  Grössen  Aß  ein  Element  aus  der  i^^  Coionne 
enthält,  so  ist 


/KZjl  •^12*  ••^In 
««21    ^22        ^«« 


«ÖäI    «ä2 

*^llH"«Jl»  ^12»  •••«!« 
*'2i+«21»«22»'"«2« 


a 


fUi 


==:  «^    +  fljj  .  .  .  a 


*HMf 


=  ^+  ajia22"-^««  +  -2?  +  «ii«22--^ 


IM* 


Auf  diese  Eigenschaften  gründet  sich  dann  weiter  der  wich- 
tige Satz:  Das  Product  von  zwei  Determinanten  ist  eine 
Ueterminante,  deren  Elemente  die  Summen  der  Pro- 
ducte  der  Elemente  irgend  einer  Reihe  der  einen  mit 
den  ^entsprechenden  Elementen  irgend  einer  Reihe 
der  andern  sind.  Denn  die  Schlüsse  des  folgenden  Re- 
weises  für  den  speciellen  Fall  n  =  3  sind  allgemem  anwendbar, 
man  hat 


88. 


Viertes  Kapilel.   Art.  74. 


«n> 

«12» 

«13 

«21» 

«22» 

«23 

• 

«31» 

«32» 

«33 

1 

«11  >    «12»  «13 


a 


a, 


21  »    ^22  » 
f 


I  f 

a. 


'23 


«31  »    «32  »  «33 


«li«ll'  +  «21«2l'  +  «31«3/»  «11«12'+Ö21«22'+«31«32'»  «ll«13'+«21«23+%% 
«12«ll'+«22«2l'+«32«3l'»  «12«12'+fl22«22'  +  «32«32'»  «12«13'+«22«23'+^32^33 
«13«ll'+a23«2l'+«33«3l''  «13«12'  +  «23«22'+«33«32'' «13«13'+«23«23'+^$3«33' 

die  Determinante  rechts  ist  darstellbar  als  die  Summe  von  27 
einfaclien  Determinanten»  in  deren  jeder  jede  Colonne  bei  allen 
ihren  Elementen  einen  Factor  aij  zeigt,  der  als  Factor  ausgeson- 
dert werden  kann;  von  den  dann  erhaltenen  einfachen  Determi-  ' 
nanten  verschwinden  nur  diejenigen  nicht,  deren  Facloren  die 
Elemente  der  zweiten  linksstehenden  Determinante  sind  und  diese 
sind  mit  der  ersten  Determinante  identisch.  Es  sind  z.  B.  die 
ersten  Glieder  gedachter  Zerlegung 


+ 


«ii«in«ii«i2»«ii«i3 

«I2«M  i«12«12»«12«13 

«13«11»«13«12»«13«13 

«ll«il  >«21«22»  «31«33 
«12«11  »  «22«22  »  «32«33 
«13«n  »  «23«22  »  «33«33 


«11«11  »«11«I2»«2I«23 


«ll«ll»«21«22»''ll«13 
/  f  i 

«12«!  1  »«22«22  »''l2"13 
«13«1 1  »«23«22  »^13"13 


+ 


-}-  etc.  = 


«12«ll  >«12«12  »«22«23 

f  / 

«13«11  »«I3«12  »«23«23 

«ll«n  »«31«32»  «21«23 
«12«!  1  »  «32«32  »  «22«23 
«13«11  »  «33«32  »  «23«23 
«ll'«12'«13'  •  ^  +  «ll'«12'«23'  •  ^  +  «ll'«22'«13'  *  ^  + 
+  «11  «22'«33'-^±«ll«22«33  +  «ll'«32'«23'  ^  i  «11«22«33  +  ^^' 

Man  kann  diess  Theorem  auch  aussprechen,  indem  man 
die  Determinanten  desselben  als  Resultate  der  Elimination  zwi- 
schen linearen  Gleichungen  entstanden  denkt;  dann  lautet  es: 
Wenn  ein  System  von  linearen  Gleichungen 

«11^1    +  «21^2  +  «31-^3  =  ^»    «12^1   +  «22^2  +  «32^8  =  ^» 

«13-^1  +  «23^2  +  «33^3  =  0  durch  die  Substitutionen 

X,  ==  «11  X^   +   «12^2  +  «13'^3»      -^2  =  «2l'^l    +  «22'^2  +  ^Z^^^* 

X^t=:  a^^x^  +  (1^2X2  +  «33'^3  transformirt  wird,  so  ist  die 
Determinante  des  transformirten  Systems  gleich  dem 
Producte  der  Determinante  (aiiÖ22«33)  ^^^-  Original- 
systems in  die  Determinante  (ai/a22'a330^er  Substitution. 
Die  letztere  nennt  man  auch  den  Modul  der  Transformation. 
74.  Die  Vortheile  dieser  Darstellungsweise  gehen  auf  eine 
grosse  Reihe  der  früher  gewonnenen  Resultate  über,  ebenspwobi 
für  das  trimetrische  Coordinatensystem  wie  für  das  Cartesische 
System.  Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  xy 
xy'  erhält  man  aus  den  Gleichungen 


I 


r 
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/       /       / 

ff         ff        ff 

Xy  ,  a?2  ,^^3 


=0. 


aa:  +  6y  +  c  =  0,  ax'  +  i>y  +  c  =  0,   ax"  +  by"  +  c  =  0 
durch  Elimination  von  a,  6,  c  in  der  Form 

x\tj  ,1    =0  oder  für  Iriuietrische  Coordinaten 

//    ff  4 
« ,y  ,1 

Mil  Verlauschung  der  Zeilen   und   Colonnen   erscheint  die   erste 

Delerminaute  als  Resultat  der  Elimination   von  /,  m,  n  zwischen 

den  drei  Gleichungen 

Is  +  mx'  +  nx'=  0,  ly  +  my'-+  ny"  =3  0,  /  +  m  +  «  ==  0; 

oiao  erhält  aus  der  letzten  /  =  —  [m  +  n)  und  aus  den  ersten 

mx   +  nx*  my    +  ny 

_      ^     ... 


a: 


a: 


/ 
mx  +  wo; 

m  +  n 


V  =  — 


oder 


y  = 


my   +  wy" 


(Art.  7.) 


=  0  und  ihre  drei  Ausdrucks- 


m  +  w 

Auch  die  folgenden  Darstellungen  sind  wie  die  vorhergehen- 
den einfache  Ergebnisse  der  Elimination  zwischen  linearen  Glei- 
chungen. Drei  Punkte  sind  in  einer  geraden  Linie,  wenn  die 
Coordinaten  (x,  y;  x^^  x^,  x^)  des  dritten  dei*selben  Relation  in 
Determinantenform  genügen.  Sind  sie  nicht  in  gerader  Linie,  so 
ist  der  Werth  derselben  Determinante  die  Fläche  des  von  ihnen 
gebildeten  Dreiecks.     Die  Bedingungsgleichung  des  Art.  38  ist  die 

Determinanten  -  Relation  Li'  ,B^  ^Cf 

^Ä\  B'\C!' 

weisen  sind  verschiedene  Entwickelungen  derselben;  man  kann 
die  CoefQcienten  in  der  Gleichung  der  Geraden  oder  die  durch 
dieselben  bestimmten  Axenabschnilte  derselben  als  ihre  Coordi- 
naten ansehen.  Der  Ausdruck  des  Art.  39  für '  den  doppelten 
Inhalt  des  durch  dieselben  Geraden  begrenzten  Dreiecks  ist  daher 

'  A,  B,  C 
Ä,  B^,  (f 

Ä\  B\  Cf' 
aurh        = 


Ä,    b'        Ä,  B'  ä\  B" 

Ä,   ff     '     Ä\  K'    '     Ä\  ff" 
Die  Bedingung   des  Parallelismus  für  die  zwei  Geraden 

sin^p  sin  ^2*  ^■^-^3 


luiXi  ==  0,  Ealxi  =  0  ist 


a 


a 


1   » 


a» 


a 


2  » 


a. 


a. 


=  0. 


Dieselbe  Determinante  ist  der  Zähler  des  Ausdrucks  für  die  Tan- 
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gente  des  Winkels  zweier  Geraden.  Die  Coordinaten  x  des  Dureb- 
schnittspunkles  zweier  Geraden  £aiXi  =  0,  £aiXi  =  0  bestim- 
men sich  als  drei  Unbekannte  aus  drei  linearen  Gleichungeo  und 
zwar   mittelst  der  Relation  £siXi  =  M  und  für  R  als  Symbol 


der  Determinante 


*1    1*2   »*3 


«n«2><'3 


durch  folgende  Ausdrucke 


^1  ^=^  («2 «3  —^2  «3)»  ^2  ==;ß  \H^V  ~«3  Hh  ^3  =^  {«i«2  ""«1  H* 

in  welchen  man  die  binombchen  Facloren  als  die  Factoren  der 
s^y  $2,  ^3  in  der  Entwickelung  der  Determinante  R  erkennt. 
Als  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  x'  gehenden  Normale 
zur  Geraden  HaiXi  =  0  ^*hält  man  leicht 

-  «3    cos  A2    ' 


X^t    ^1  > 


a* 


«2  cos  A^ 


x^i  X2,  —  «1  cos  ^3  +  00  —  «3  cos  Ai      =  0. 

^3»    ^3»  —  '^l  008-^2 ^2    ^^^  -^1    "J"    ^3 

Die  Elemente  der  letzten  Golonne  dieser  Determinante  sind  den 
Coordinaten  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Normalen  pro- 
portional. Man  findet  daraus  natia^lich  z.  B.  für  a^  =  «2=0, 
Xi  =  0^3'  =  0  die  Gleichung  x^  +  0:3  cos  A^  =  0  der  Nor- 
malen auf  0^3  =  0  in  seinem  Endpunkte  A2  wieder,  die  in  der 
1.  Aufg.  des  Art.  61  gegeben  ist.  Man  findet  auch  für  das  Qua- 
drat der  Entfernung  zweier  Punkte  x\  x    den  Ausdruck 

1 ,       —  cos  ^3,  —  cos  ^2»  ^i">  ^1' 

~~*C0S>3oj  Xy         "  '  '  cos  A%y  X2   t  Xn  ! 

""""COS^oj  """"  COSyliy  JL  f  Xo   t  X'i    • 


7)2 (hllfÄ' 

\  m  ) 


X 


// 


tr 


1    » 


X2    9 
/ 

a?2  9 


X*\ 


ff 


3  » 


0,    0  \ 

Xt    f  X2  9  Xn  f  \J  f         \J    \ 

Endlich  sei  bemerkt,  dass  die  Fläche  des  durch  drei  Punkte  a;',a;^x 
als  Ecken  bestunmten  Dreiecks  für  trimetrische  Coordinaten 


ff   I» 


Ä|  ^2  «3 


2M 


2 


•^1  f     **'2  »    •''3 


Xi     I    Xn    *    X^. 


ff  ft 

'1   »  *'^2  » 
///         ///         rf 

Xt       f  Xn      9  Xo 


ist. 


75.  Wenn  im  Art.  39  die  Fläche  des  durch  drei  gerade 
Linien  bestimmten  Dreiecks  durch  die  Coefficienten  ihrer  Glei- 
chungen  gegeben  ist,  so  kann  auch  diess  für  trimetrische  Coor- 
dinaten und  in  Determinantenform  ausgeführt  werden;  diese  Ent- 
wickelung soll  als  eine  Uebung  hier  dargelegt  werden.  Sind 
£aiXi  =  0,    Sai'xi  =  0,    ^al" Xi  =  0  die  Gleichungen  der 
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Geraden  und  bezeichnen  ^1,^2' ^3  die  Werllie,  welche  die  Unken 
Seiten  derselben  durch  Subsliluliun  der  Coordinalen  der  Gegen- 
ecken annehmen,  so  gilt  die  Gruppe 

ö,  a?!   +«2^2  +«3^3  =^H       ^l^J     +«2^2    +^3^3    =^» 

flj  ajj    -f- «2  ir2     I  ^3  ^3    =U, 

ff       f    l  ff       f    t  ff       f  -.  ff       f/    .  ff       ff     .  ff       tl         . 

fl,  Xj  +  «2  0^2  +  «3  a::^  =  0,     a^  x^   +  «2  ^i   +  «3  ^3  =^2» 

//    itf  ,      //    /'^  ,      //    fff      f^ 

«1   ^\      +«2  ^2      +^3  ^3     =^» 

Vf  /  ,  fff  f  t  Itf  f  ~y  fff  ff  ,  ^//  //  ,  ///  //  -. 

ö,     OTi+rtj    ^2  +«3    ^3   ==ö»       «1    ^1    +«2    ^2    +Ö3    ^3     =0» 

///      ///    ,        ///      ///    ,         fff      f/f         , 

«i    a;^      +«2    i^2      +«3    ^3    =^3- 

Wenn  man  in  derselben  aus  den  neun  links  stehenden  Trino- 
nien  die  Determinante  bildet,  so  muss  ihr  Wei*th  der  Determi- 
nante der  rechten  Seilen  gleich,  d.  i. 

An  0,   0 

0,   Ä2,  0 

0,  0,   A3 
sein;  sie  ist  aber  das  i^roduct  der  beiden  Determinanten 


=  Äl^2^3 


Az=z 


«i,    «2,    Ö3 


üi 


ff 


ff 
«2      «3 


// 


/// 


«1      «5 


ttf 


a. 


fff 


und  B= 


SCl    m     HCfl 


OC*i 


1  »  •*'2  »  •*'3 
ff        tt        ff 

fff        fit        fit 


X 


1 


X2     a?3 


und  da  die  letztere  nach  dem  Schlussredultat  des  vorigen  Artikels 
für  F  als  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks 

ist,  so  folgt  7-:rT- -?^=  Äj/<2Ä3. 


^1  *2  *3 


*1*2^8 


Nun  ist  5i.a:/-f-  ^20:2'+  s^x^=M^  ^10:/'+  520:2"+  s^x^''=My 
*i^i'"+^2^2"  "l-*3*3'"=^  und  njan  kann  zwisclien  je  einer  von 
diesen  Gleichungen  und  den  Gleichungen  des  bezüglichen  Systems 
von  drei  Gleichungen  oben  die  Coordinaten  x\  x\  x"  respective 
elimmiren.     Diess  giebt  die  Resultate 


H  »«2  »«3  A 
ff      tt  /x 

,02   ,  «3    1  ö 


4     »**2 


.^l    >«2    »«3    »^ 
*1     »*2     »*3    »-^ 

oder 

MÄ 


=  0, 


«1     i«2     )^3   >  ^ 

//        //        ff  •, 

H    y^2   >^3  »^2 


///     /// 


•rr  ftr  in     /•\ 

H    ^«2     )«3    >Ö 

,53    ,itf 


*1     »*2 


=  0, 


«1      )«2     »«3     ><> 
//         ff  II       f^ 

«1    ,  «2     »  «3     »  ö 
///        /'/        fff   •» 

<*!     >^2    r^'s    iH 
5j      ,^2      >  *3      »  ^ 


=  0 


If        ff 


^1    »«2     >«3 


^f 


/// 


f/'       //// 


a,    ,«2  »«3 

*1     1*2     »*3 


,    Ä2  = 


JJf^ 


«I     >«2    »«3 
///       ///        /// 

ö,     ,«2    >^3 
*1     >*2      '  *3 


Ä3  = 


iV^ 


«1  >  «2  »  <*3 


r/        //        // 
1   >^2  »^3 


*1    1^2    '  *3 


und  daher  durch  Substitution  in  JF'  =    1    2   3^1  ^2  *3 


i-frt..' 


W-' 


Kk,, 


^^■ 


►ft. 
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^1  ^2  ^3  ^ 


F  — 


^i   )  «2'  5^3' 
'/   //   // 

^1  »<'2  »«3 

///   fff       fff 
ö,  ,«2  .Ö3 


//    //   // 
I  1  ''2  »  ^3 


/// 


/ff 


«1  >  «2  »  ^3 

*1   >  ^2  >  *3 


^// 


öl  ,«2  ^% 
"/   ///   '// 


«,', 

«2   j 

Ö3' 

«1 . 

ff 
«2  » 

ff 

»3 

»1  . 

*2    » 

»3 

Fläche  des  Dreiecks  i^  = 


sig  schreiben 


und    — 


und  kann  dafür  gleichmäs- 


0,1,0  ,0 
l,0,a:',y 

,0,0;  ,y 

1/^    //'    fff 
,0,0;  ,y 


Äj      »52»  *3 

Man  liätle  diese  Gestalt  des  Ausdrucks  nach  Art.  39  erwarten 
dürfen;  denn  die  Determinante  des  Zählers  verschwindet  wie  dort 
für  drei  Gerade,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  und  die  Determi- 
nanten des  Nenners  geben  durch  ihr  Verschwinden  den  Paralle- 
lisinus  von  irgend  zwei  unter  den  drei  Geraden. 

An  die  Frage  vom  Inhalte  des  Dreiecks  knüpfen  wir  noch  eiu 
Beispiel  über  die  Verwendung  an,  welche  die  im  Art.  73  gegebenen 
Eigenschaften  der  Determinanten  in  solchen  Fragen  gestallen. 
Man  hat  in  rechtwinkligen  Cartesischen  Coordinaten  die  doppelle 

Ifff   fff 

1,0,0  ,0 

0,1,0;'  ,f/' 

0^    ff    ft 

0^  fff        n 

man  erhält  aber  durch  Multiplication  derselben 

0,  1        ,  1  ,  1 

1f  f     \     /  '        *    ff  \     f   ff       '    fff  t     '    ' 
,xx    +  yy,    XX   +  y  y  ,    x  x    +  y  y 

1f        ff  m  f      tf  ff        ff  ,  I*       *f  tt  tf        .  ff  'i 

,xx    +  yy  ,   XX   +  y  y  ,    x   x  +  y  y 

1f  »ff  i     /  fff      ff  ff  I     ff  fff      tft  fff  I     ///  / 
yxx    +  yy  ,   XX    +  y  y  ,    x  y    +  y  y 

1  ,  1  ,  1  I 

1,  — 2(o?V +yV),   —2(xx'+yy'),  — 2(or'  x"+yy')\, 

1,  —2{xx'  +yY),  —2[xx  +y"y\  —2[x"  a;"'+y  y")| ' 
i,  — 2(o;V"+yy"),  — 2(o:"o;'"+yV'')j  — 2  (a;"V"+y'V")( 
denn  durch  Multiplication  aller  Elemente  aller  Zeilen  mit  2  uod 
nachhecige  Division  derjenigen  der  ersten  Zeile  und  Colonne  mil 
2  ist  die  ganze  Determinante  mit  4  multiplicirt  worden.  Addirl 
man  nun  zu  den  drei  letzten  Zeilen  dieser  Determinante  die  ent- 
sprechenden Elemente  der  ersten  respective  mit  x^+y'^\  oj^'+y'"» 
x^'+y'^'"  multiplicirt,  und  addirt  man  ebenso  zu  den  drei  letzten 
Colonnen  die  entsprechenden  mit  denselben  Binomen  multiplicirten 
Elemente  der  ersten,  so  entsteht 


F^  =  — 


=-i 


0, 


»// 


///    nt  ' 


^n 


r 
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^-i 


Quadrat  seines  Inhalts  =  — 


0,  1  ,  1  ,  1 

1,  0  ^[cc-x"f+{y'-y''nx'-x"r+{y'-y"? 
\,{£-x'f+{y-y")\  0  ,[x"-x"r+{t,''-yy 

1,  {x'-x'fMy'-y")\{^"-x"?+{y"+y"')\  o 

d.  h.  für  a,  h,  c  als  die  Seiten  des  Dreiecks  hat  man  das  16  fache 

0,  1,1,  1 

1,  0,a^  b^ 
1,  fl^  0,  c« 
1,  b\  c\  0 

Eine  einfache  Umformung  fährt  diesen  Ausdruck  auf .  eine  sehr 
bekannte  Formel  zurück;  man  multiplicirt  jede  der  vier  Zeilen 
mit  abc  und  dividirt  darnach  die  drei  letzten  Zeilen  und  Colon- 
nen  mit  a6,  ac,  bc  respective,  als  \^odurch  man  den  Werth  der 
Determinante  nicht  ändert,  und  erhält 

0,   c,   ft,   a 

c,  0,   fl,   b 

ft,   a,   0,    c 

a,   &,    c,    0 

Addirt  man  nun  hier  die  Elemente  der  drei  letzten  Zeilen^  zu 
denen  der  ersten,  so  erkennt  man ,  dass  die  Summe  {a  +  b  +  c) 
ein  Factor  der  Determinante  ist.  In  gleicher  Weise  findet  mau 
— c  +  b  +  a^  c  —  b  +  a^  c  +  b  —  «als  Factoren  der  Deter- 
minante und  findet  sodann,  dass  sieb  ihr  Werth  von  dem  Pro- 
ducte  dieser  vier  Trinome  nur  durch  den  Factor  —  1  unterscheidet, 
d.  h.  man  hat  für  die  Fläche  des  Dreiecks  den  Ausdruck 

1     . 

"4   y  (a  +  b  +  c){b  +  c  —  a)(c  +  a  --  b)[a  +  b—  c) 

identisch  mit  der  bekannten  elementaren  Formel. 

76.  Im  Art.  72  f.  sind  die  Grundbegrifi'e  und  Eigenschaften 
der  Determinanten  aus  der  Elimination  zwischen  linearen  Glei- 
chungen abgeleitet  worden.  Das  Verschwinden  der  Determinante 
der  Coefficienten  war  die  Bedingung  für  das  gleichzeitige  Bestehen 
▼on  n  linearen  homogenen  (Gleichungen  mit  n  Unbekannten.  Die 
Auflösung  des  Systems  von  n  linearen  Gleichungen  mit 
^Unbekannten  ergiebt  sich  aus  der  weiteren  Betrachtung  der 
Determinanten  gleichfalls  in  der  einfachsten  Form  und  bietet  ein 
neues  Mittel  zur  Lösung  von  Problemen  der  analytischen  Geome- 
trie. Diese  Auflösung  knöpft  sich  an  eine  Darstellungsweise  der 
Determinanten,  die  bereits  in  den  Entwickelungen  des  Art.  72 


L 
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hervorgetreten  ist;  wir  sahen  die  Determinante  (a,i  a^^  «33)  in  den 
identischen  Formen 

«11  («22  «33)  +  «2l(<*32  «13)  +  %l(«12  «23)1 
«12  Ks  «31)  +  «22(^33  «11)  +  ''32  («13  «21)» 
«13  («21  «32)  +  «23  («31  «12)   +  «33  («11  «22) 

entstehen  und  der  dort  eingeschlagene  Entwickelungsgang  zeigt, 
dass  jede  Determinante  in  derselben  Weise  darsteilhar  sei  als  eine 
Summe  von  Producten  aus  den  Elementen  einer  Reihe  oder  Zeile 
in  Aggregate,  welche  von  den  Elementen  dieser  Reihe  oder  Zeile 
und  von  denen  in  der  Zeile  oder  Reihe  des  Elements  selbst  keines 
enthalten,  also  in  Determinanten  der  nächst  niedern  Ordnung;  es 
ist  allgemein 

•  •  «1« 


«11»    «12>    «13' 
«21»    «22»    «23' 


«2, 


a 


nn 


=  au  Aii  +   «2»  -^2i  +  . . .  +   O^niAni 


«Hl)    fl>i2  5    ö„3,   .   . 

Wenn  man  also  in  einer  Determinante  eine  Reihe  und  eine  Zeile 
unterdruckt  und  die  aus  den  übrigeq  Reihen  und  Zeilen  gebildete 
Determinante  eine  Unter  determinante  oder  ^inen  Minor  der 
gegebenen  Determinante  nennt  (insbesondere  eine  solche  erster 
Stufe,  wenn  man  die  durch  Unterdrückung  von  zwei,  drei,  etc. 
Reihen  und  Zeilen  bleibende  Determinante  als  Unterdeterminante 
zw^eitcr,  dritter,  etc.  Stufe  unterscheiden  will),  so  sind  die  Fac- 
toren  der  Elemente  in  den  einzelnen  Gliedern  dieser  Producten- 
summe  die  mit  Unterdrückung  der  Reihe  und  Zeile  dieser  Elemente 
selbst  gebildeten  Unterdeterminanten.  Die  Unterdeterminanten  lul- 
den  ein  mit  dem  der  Determinante  selbst  ganz  analoges  Schema 

•    •     -^In 
.    •    A<in 


-^in  -^12» 

^21»    ^22  > 


'/rw 


Offenbar  ist  jede  derselben  zugleich  der  in  Bezug  auf  das  enl- 
sprechende  Element  gebildete  Differentialquotient  der  Originalde- 
terminante,  verausgeselzt,  dass  alle  Elemente  derselben  von  einan- 
der unabhängig  sind;  d.  h.  für  Ä  als  den  Werth  der  Original- 
determinante ist 


MC 
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dR         ,  ^  dR     ,  dR     ,  .  dR 

Aij  =  - —  und  R  =  «1/ h  «21  T-^  +  .  .  .  +  (ini  - — 

o«i7  dau  da^i  da„i 

Betrachtet  man  dagegen  die  Summe  ^21  ^11  +  ^22^12  + +  ^sn^i») 

so  erkennt  man  asie  als  den  Werth  der  Determinante  för  den  Fall, 

das8  a2i=:aii,  ^32=^12,  .  •  •  (iin^==^(iin  sind,  d.  h.  als  den  Werth 
einer  Determinante   mit    zwei  identischen  Zeilen;    also  ist  stets 

dR    ^         dR    ,  .         dÄ         _         ,       V 

an- h  «2,- 1-  .  .  .  +  «,„•  -—  =  0,  und 

daij  day  da„j 

dR     ,  dR     ,  ■       dR        ^ 

öii  ;t h  «12  -^ h  .  .  .  +  öi«  -^ —  =  0. 

äaji  aaj%  äaj„ 

Mittelst  dieser  Relationen  erhält  man  die  Auflösung  eines  Systems 
Ton  linearen  Gleichungen 

fljjorj  +  ai2X2  +  .  ,  .  +  ainOCn  =  y^^ 


a»iar,  +  ttn^x^  +  .  .  .  +  «««a?«  =  yn 
in  folgender  Form.     Ist  R  der  Werth   der  aus  den  Coefficienten 
der  linken  Seite  des  Systems  gebildeten  Determinanten  und  sind 

^\\t  -^21)  *  *  *  ^»1  ^^^  nach  den  Elementen  aj^,  ajj,  •  .  *  ßni  %^' 
bildeten  ünterdeterminanten,  so  multipliciren  wir  die  Gleichungen 
des  Systems  der  Reihe  nach  mit  ^u,  ^21  >  •  •  •  ^«1  ""^  addiren 
die  Producte;  dann  verschwinden  die  Productensummen  mit  0:2, 
Xj, .  .  .  a:«  urtd  der  CoefOcient  von  Xy  wird 

=  «1,  ^,,  +'  «21  ^21  +  •  •  •  +  ^'»1  -^ni  =  Ry 
so  dass  die  Summe  die  Gleichung  Äa:j=^i,  yi  +  ^21^2+  •  ••  +  ^niVn 
giebt.    Ebenso  erhält  man  durch  das  analoge  Verfahren  mit  den 
übrigen  Reihen  der  Dnterdeterminanten  die  Relationen 

RX2  ==  -«12  Vi    "T  -^22^2'  "f*   •  •  •     I     -^«Sy«»  •  •  • 

Rxn  =  Äinyx  +  Mnyi  +  *  -  '  +  A„n  yn  "wd  damit  die  vollstän- 
dige Auflösung  des  Systems.  Jede  Unbekannte  ergiebt  sich 
alsQuotient  von  zwei  Determinanten,  deren  eine,  der 
I^ivisor,  stets  die  Determinante  der  Coefficienten  des 
Systems  von  Gleichungen  ist,  während  die  andere  aus 
ihr  gebildet  wird,  wenn  man  in  ihr  die  Reihe  der  Coef- 
Ticienten  der  eben  zu  bestimmenden  Unbekannten 
durch  die  der  entsprechenden  absoluten  Glieder  des 
Systems  der  Gleichungen  ersetzt. 
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iyi"i-: 


iv 


W-' 


In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  absoluten  Glieder  samml' 
lieber  Gleichungen  gleich  Null  sind,  ist  nothwendig  72=0  und 
man  kommt  damit  auf  den  im  Eingang  dieses  Art.  erinnerten  Fall 
des  Art.  72  zurück.  Verbindet  man  dann  mit  den  Gleichungen 
des  Systems  die  Relationen  ay^Aa  +  «12^1»  +  •••  +  «i»^ji=0, 
so  findet  man  für  diesen  Fall  die  Verbaltnisse  der  Unbekanntea 
bestimmt  durch  x^i  X2 '-'••:  Xn^^  Aai  An:  .  .  .  :  u^,». 

Bei  der  Bestimmung  des  Durchscbnittspunkts  zweier  Geraden 
hat  man  die  Unbekannten  Xj  y  aus  den  Gleichungen  ax^hy-^-  c=0, 
ax  +  h'y  +  c'=0  oder  aus  den  Gleichungen  a^x^  +  a^x^  +  «30:3=0, 
ö/^i  +  (^2^2  H"  ^^^z  =  0,  s^x^  -{-  S2X2  '{•  s^x^  =  M  zw  be- 
stimmen und  findet  wegen  R  :=^  ah'  —  ab  im  ersten  Falle 
c6'  +  c'6  — ac  -^^  ac 


X 


ah' — a'b  ^  ab' — a'b 


und    im    zweiten    wegen 


Ä  = 


*1    >    ^2  '    *3 


und  y,  =0,  2/2  =  0,  y-s  —  ^ 


_  Mla^a^—a^'a^)      _M{a^a(—a^'a^)       _M{a^  g/—  a/g,) 

Xi    ■  .^  «  Xti  ^^  )  «to»— — 


wie    in  Aufg.  4,   Art.   64.      Schneiden  sich   drei  gerade  Linien 

öj    O:,    +   «2    ^2      •      ^3   ^3  =  ö 


in  einem  Punkte,  so  ist  R= 


«1 )    «2  > 
«/,  «2^ 


a 


3 


ö  '  =0  und  die  Verhältnisse 


'3 


öl   ,  «2   »  ^^3 


der  Coordinaten  des  Schnittpunktes  sind  bestinimt  durch 

«2^3   ""«2    «3)  •  («3  H    —H    «IJ  •  («1  H  —^\    ^V 

/      //  ft\       I       fr  ff\ .  t      ff  ^f\ 

=  («2    Ö3— «2«3  )  =  («3   «1— «3«!  )-(«J    «2—0102  ) 
=  (ö2«3'—  «2'«3)  •('^S  «l'"~  «s'^^l)  •  (^*l  H—H  «2)- 

77.  Mit  den  genannten  Hilfsmitteln  kehren  wir  nun,  nach- 
dem ihr  Werth  für  das  Vorhergegangene  erläutert  ist,  zu  dem 
am  Schlüsse  des  Artikel  70  ausgesprochenen  Gedanken  zurück, 
Coordinatensyateme  der  geraden  Linie  in  analoger  Weise 
zu  denen  des  Punktes  zu  bilden. 

Die  Bildung  des  einfachsten  Coordinatensystems  dieser  Art 
ist  im  Art.  51  bereits  enthalten;  denn  nach  dem  dort  Gezeigten 
ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung  a5  +  &i;  +  c==0,  in  welcher 
a,  bj  c  Constanten   und  §,  17  Veränderliche  sind,    die  gemein- 
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schaftKche  Gleichung  aller  der  geraden  Linien  ist,   welche  durch 

den  Punkt  a:  =  -,  y  =  -  hindurchgehen,  und  sobald  man  unter 

c  c 

J,  ij  die  reciproken  Werthe  der  Abschnitte  versteht,  welche  diese 
geraden  Linien  in  den  Axen  vom  Anfangspunkte  aus  abschnei- 
den. Für  c  =  1  werden  also  x  =  a^  y=^b,  und  xi  +  yfi  +  l  =0 
Ist  die  Gleichiuig  des  Punktes  x,  y,  weil  sie  die  Gleichung  jeder 
von  den  Geraden  ist,  welche  durch  diesen  Punkt  gehen. 

.Man  übersieht  sofort,  wie  sich  von  dieser  linearen  Gleichung 
oi  +  bfi  +  c  ^=  0  des  Punktes  aus  eine  zu  der  der  geraden 
Linie  ganz  analoge  Untersuchung  der  analytischen  Geometrie  des 
Punktes  anknöpfen  Lisst  und  dass  dieselbe  durch  eine  grosse  Aehn- 
lichkeit  der  analytischen  Entwickelungen  mit  jener  verbunden  sein 
muss.  Aufgaben  wie  die  ßestimmung  der  Coordinatender  Ver- 
bindungslinie von  zwei  Punkten,  etc.  Uefern  leichte  Beispiele  dazu. 
Insbesondere,  wenn  eine  Gleichung  vom  n*®"  Grade  zwischen  den 
Coordinaten  £,  17  gegeben  ist,  so  erlaubt  uns  dieselbe  für  jeden 
bestimmten  Werth  ^  von  |  eine  Anzahl  n  von  bestimmten  Wer- 
then  von  ij  zu  ermitteln,  welche  mit  ihm  zusammen  der  Gleichung 
genügen;  diese  Gleichung  ist  somit  für  alle  die  n  geraden  Linien 
erfüllt,  welchen  jenes  5  und  einer  dieser  n  Werthe  ^/,  ^^  .  .  . 
fla'  von  ti  entspricht.  Geht  man  von  ^  zu  einem  nächstbenach- 
barlen  Werthe  g"  für  J  über,  so  erhält  man  abermals  n  Werthe 
von  17  und  damit  n  gerade  Linien ,  welche  ebenfalls  der  Gleichung 
Genüge  leisten.  So  wie  im  Art.  16  die  Aufeinanderfolge  alier 
der  der  Gleichung  genügenden  Punkte  ein  Polygon  und  durch  die 
statthafte  unbegrenzte  Annäherung  der  benachbarten  Punkte  an 
einander  eine  Curve  mittelst  eines  eingeschriebenen  Polygons  von 
unbegrenzter  Seitenzahl  bei  unendlicher  Kleinheit  aller  einzelnen 
'  Seiten  bildete,  so  entsteht  hier  aus  der  Aufeinanderfolge  aller  der 
der  Gleichung  genügenden  Geraden  mittelst  eines  umgeschriebenen 
Polygons  eine  Curve.  Dort  genügten  die  Coordinaten  jedes  Punktes 
der  Curve  der  betrachteten  Gleichung,  hier  sollen  die  Geraden, 
deren  Coordinaten  der  betrachteten  Gleichung  Genüge  thun, 
Tangenten  der  Curve  heisscn.  Der  Inbegriff  dieser  sämmtlichen 
Tangenten  ist  wie  dort  der  der  sämmtlichen  Punkte  die  geome- 
trische Bedeutung  der  Gleichung;  sie  stellt  eine  Curve  dar  als 
eingehüllt  oder  als  Enveloppe  von  geraden  Linien,  so  wie 
die  Gleichung   im  Falle  des  Art.   16  eine  Curve   als  Ort  von 

Salmoni  Anal.  Geom.  d.  Keg-elschn.  2.  Aufl.  7 


L. 
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Punkten  bezeichnet.  Im  Falle  des  Art.  16  bestimmt  die  Gldchoog 
für  jeden  gegebenen  Werth  x  von  x  die  zugehörigen  y  der 
m  Punkte,  welche  die  Curve  mit  der  geraden  Linie  x^=ix'  ge- 
mein hat;  jetzt  bestimmt  die  Gleichung  für  jeden  gegebenen  Werth 
^  von  £  die  zugehörigen  17  der  n  geraden  Linien  (Tangenten), 
welche  die  Curve  mit  dem  Punkte  £  =  l'  gemein  hat.  Und  all- 
gemein, wenn  man  zwischen  einer  Gleichung  vom  m*^"  Grade  in 
Punktcoordinaten  x^  y  und  einer  Gleichung  ersten  Grades  in  x,  y 
die  gemeinschaftlichen  Werthpaare  der  unbekannten  x^  y  bestimmt, 
so  erhält  man  die  Coordinatenpaare  der  m  Punkte,  welche  die 
durch  jene  Gleichung  dargestellten  Curve  mit  der  durch  diese 
dargestellten  geraden  Linie  gemein  hat;  wenn  man  aber  zi/iischen 
einer  Gleichung  n^®°  Grades  in  Liniencoordinaten  £,  17  und  eina* 
Gleichung  ersten  Grades  in  |,  97  die  gemeinschalUiclMn  Werth- 
paare der  Unbekannten  g,  ri  bestimmt,  so  erhält  man  die  Coor- 
dinatenpaare. der  n  geraden  Linien  (Tangenten) ,  welche  die  durch 
jene  Gleichung  dargestellte  Curve  mit  dem  durch  diese  gegebenen 
Punkte  gemein  hat.  Indem  man  unter  Ordnung  einer  Corfe 
den  Grad  ihrer  Gleichung  in  Punktcoordinaten  und  unter  Ciasse 
der  Curve  den  Grad  ihrer  Gleichung  in  Liniencoordinaten  t«*- 
steht,  darf  man  sagen,  dass  die  Ordnungszahl  der  Curve  die 
Zalil  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden,  die  Classenzahl 
derselben  aber  die  Zahl  ihrer  Tangenten  aus  einem  Punkte  be- 
zeichnet. 

78.  Wenn  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  eines  Punktes 
a:S  +  y^  +  c  =  0  durch  das  Symbol  V  abkürzend  bezeichnet, 
und  wenn  t/,  ebenso  die  Gleichung  eines  zweiten  Punktes 
^il  +  yi^  +  <?i  =0  darstellt,  so  ist  durch  ?7  —  il27,  =  0 
ein  Punkt  in  der  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen  Punkte 
ausgedrückt.  Allgemein  und  ganz  wie  in  Art.  40:  Wenn-r  =  0 
und  2^=0  die  Gleichungen  von  irgend  zwei  Envelop- 
pen  d.  i.  Gleichungen  in  Liniencoordinaten  sind,  so 
hat  die  durch  2  +  k  2''==0  dargestellte  Enveloppe  — 
für  A  als  eine  beliebige  Constante  —  jede  gerade  Linie  zur 
Tangente,  welche  für  die  durch  .S==:0  und  ^t=  0  dar- 
gestellten Curven  gleichzeitig  Tangente  ist.  Denn  Coor- 
dinatenwerthe  |,  17,  welche  der  Gleichung  2'=:0  und  gleichzeitig 
auch  £=^0  genügen,  erfüllen  nothwendig  auch  für  jeden  Werth 
von  k  die  Gleichung  ^  -f-  A  -T  =  0.    Sind  die  beiden  gegebenen 
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Eoveloppen  Punkte,  so  ist  ihre  Verbindungslinie  ihre  einzige  ge- 
meinsame Tangente  und  V  —  A  27^  ;=3  0  Icann  als  Gleichung  eines 
Punktes  nur  die  Gleichung  eines  Punktes  dieser  geraden  Linie  sein. 
Wir  untersuchen  die  Bedeutung  des  veränderlichen  Para- 
meters A»  der  alle  Wertlie  von  +  (X>  bis  —  cx>  durchläuft;  indem 
der  dargestellte  Punkt   die  ganze  Gerade  beschreibt.     Man  hat 

X  =  -r  =  — r- — ^^  .       und   wenn  q,  Qx    die  senkrechten  Ab- 
Stande  der  gegebenen  Punkte  von  irgend   einer  durch  den  dar- 

^S  +  f'j+i 

gestellten  Punkt  gehenden  Geraden  sind,  so  ist  g= — -.==:r- 


d.  i.  =  -i-.:  ,,  =  ^lZE2Z-ä.  i.  =       ^ 


Jl±i2±\    - 

o  JJ  c  c 

oder  —  =  — --1  =  X— ,   wo  c,  :c  eine  für  die  verschiedenen, 

fl\  üy    c  c  * 

durch  den  Punkt  gehenden  Strahlen  unveränderliche  Couslante  ist. 
Die  Grösse  l  wird  also  ganz  wie.  in  den  Betrachtungen  des  Art.  54 
dem  Verhältniss  der  Abstände  proportional  und  folglich  dem  Thei- 
longsverbältniss«  nach  dem  der  betrachtete  Punkt  die  Strecke 
zwischen  den  beiden  festen  Punkten  theilt.  Daher  ist,  wie  dort, 
für  vier  Punkte  derselben  Geraden  11^=0,  TJ^=0,  TJ^  —  IV^^O, 
ü^ — X'Ü2=0  das  Doppelverbältniss  durch  X:k'  ausgedruckt  und  die 
Punkte  ü^  =  0,-  U^  —  0,  ü^  +  Xü^^  0,  ü^  —  Xü^=zO  bilden 
eine  harmonische  Theilung.  Die  Entwickelungen  des  Art.  56  f. 
gehen  auf  Punktreihen  über,  wie  diess  nach  dem  Satze  des  Art.  57 
natürlich  isL  Dieser  Satz  von  der  Gleichheit  des  Doppelverhält- 
nisses  von  vier  Strahlen  eines  Büschels  mit  dem  der  vier  Schnitt- 
punkte desselben  mit  einer  beliebigen  Transversale  ist  hier  eines 
einfachen  analytischen  Beweises  fähig.  Sind  nämlich  A^  =  0, 
J^  =  0,  A^  —  kA^  =  0  drei  Strahlen  des  Büschels  und  ist  durch 
B  =  0  die  Transversale  dargestellt,  so  ist  die  Gleichung  des 
Schnittpunktes  zu  ermitteln,  den  der  bewegliche  Strahl  A^—kAf=0 
mit  jder  Transversale  bestinunt;  sind  x  und  y  seine  Coordinaten, 
80  bestehen  für  diese  gleichzeitig  die  Gleichungen  ^i  —  Ar^2^=^Y 
^  =  0  und  ar|  -t-  ytj  +  1  =  0;  d.  h.  die  Bedingung  ihrer  Gleich- 
zeitigkeit drückt  diesen  Punkt  aus,  oder  seine  Gleichung  ist  durch 
die  Gleichheit  der  Null  mit  der  Determinante  der  vorigen  drei 
ausgedruckL 

7* 
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1  der  That  ist  die  so  eDUtehende  Gleiciiung  vom  erstea 
in  |,  t),  da  diese  Grdssen  nur  in  einer  Zeile  aurtretaiund 
von  der  Form  P,  —  kUj  =  0,  weil  aucli  *  nur  in  eioer 
Zeilen  erscheint,  und  für  U,=0,  0^=0  als  die  Glei- 
en  der  Sctinittpunkte  der  Transversale  mit  den  Testen  Slrah- 
,  =:  0,  ^1=0  oder  die  Resultate  der  Elimination  Ton 
zwisclien  ^,  =  0,  B  =0  oder  A^z=  0,  £  =:  0  und 
y  7j  +  j  =  0.  Ist  ^1  —  k'  A^  =  0  die  Gleichung  eines 
I  Strahls,  so  wird  die  Gleichung  des  Schnittpunkts  desselben 
r  Transversale  durch  ü,— A'P2=0  dargestelU  sein.  Dadurch 
iviesen,  dass  das  Doppelverhältniss  der  auf  der  Transversale 
■enden  Punktreiiie  unabhängig  von  der  Lage  der  Trans- 
i  und  dem  Doppel ver ha Itniss  des  Strahl bflsch eis  gleich  sei. 
lamit  übertragen  nir  den  im  Art.  59  gegebenen  Bo^ilT  der 
tivität  oder  Conformität  auch  auf  die  Punktreihen  und  er- 
die  Sätze:  Zwei  Punktreihen  E/,  —  iZ7j  =  0,  r,— AP,=0 
rojecüviscb.  Eine  Punktreihe  V^  —  l  E/j  =  0  und  ein  Strahl* 
•\  Aj  —  lAj  =  0  sind  p rojecüviscb.  Zwei  projeclirische 
-eihen  können  stets  in  solche  Lage  gebracht  werden,  dass 
eraden  Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden  Punkte  io 
Punkte  zusammentreffen.  Und  eine  Punktreihe  und  cm 
r  projectivisches  Strahlhöschel  können  stets  in  solche  Lage 
;ht  werden,  dass  die  Strahlen  des  Büschels  durch  die  eol- 
enden  Punkte  der  Reihe  gehen.  Dieas  ist  die  entsprechende 
Iragung  des  BegriRs der  perspecliviscben  Lage.  In  Allem:  Die 
igung  der  Projectivität  ist  die  Gleichheit  des 
elverhältnisses. 

9.  Geht  man  zur  Betrachtung  von  drei  Punkten  weiter, 
cht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  lassen  sich  dariD 
teibe  von  Entwickelungen  knüpfen,  die  ganz  denen  der 
0  f.  analog  sind.  Ein  Beispiel  glebt  die  BetrarJitung  von 
unkten  in  einer  geraden  Linie  auf  den  Seiten  des  durch 
cstimmten  Dreiecks.  Sind  ü,  =  0,  11^  =  0,  ü^  =  0  die 
!sten  Punkte,  die  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  für 
!  also  die  Determinante  ihrer  Gleichungen  nicht  verschnin- 

0  sind  r^i  +  i  p^  =  0,  tr,  +>  ü,  =  0,  i;,  +  n  p,  =  0 

unkte  in  den  Seiten  dieses  Dreiecks  und  ihre  gleichzeitige 
mg  durch  die  Cooi'dinalen  einer  geraden  Linie  fordert  ilie 
in  ifiv=— 1  und  diese  gieht  nach  der  Bedeutung  von  H,  fi,  vgenan 


r 
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die  Relation  des  Art.  ^42  unter  den  Theilungsverhältnissen  wieder, 
welche  die  drei  Schnittpunkte  in  den  Seiten  des  Dreiecks  bestimmen. 
Ehenso  lässt  sich  die  Gleichung  jedes  beliebigen  vierten  Punk- 
tes«J+6iy  +  c=0  durch  die  von  drei  festen  Punkten  seiner 
Ebene  öjg  +  b^i]  +  0^=0^  V^,  a^l  +  ft^iy  +  Cj  =  0  =f  ü^, 
hI  +  ^3^  +  ^3  =  0  ^  [/j  in  der  Form  /j  V^  +  l^  U^  +  h  ^3=0 
ausdrucken.  Man  hat  dazu  nur  den  Bedingungen  /|«,  +/2Ö2 +'3«3=<') 
'1*1  +  '2^2  +  '3^3  =  ^»  ^i^'i  +  ^2 ^2 +  '3^3  =  c  zu  genügen,  und 


Qndet  daher      /| 


'  öj,   «2»   ^3 
&i ,  h^i  &3    =    6,    bot  b>i   ,  etc. 

Cj ,  ^2 »  ^3 


«» 

«2,    «3 

: 

^ 

62,    ^3 

c. 

^2»    ^3 

Man  erhält  also  entsprechend  dem  trimctrischen  Punktcoor- 
dinatensystem  auf  ganz  analogem  Wege  ein  trimetrischcs  Linien- 
coordinatensystem  und  kann  dasselbe  in  den  Untersuchungen  mit 
den  nämlichen  Vortheilen  verwenden,  wie  jenes;  denn  es  theilt 
mit  ihm  den  Vorzug  der  Homogeneität  der  Gleichungen.  Wir 
wollen  die  Goordinaten  dieses  Systems  in  der  Folge  durch  £],  l^^  I3 
ausdrücken,  so  dass  die  gerade  Linie  $  die  durch  die  Goordinaten 
Jp  ^2  7  63  bestimmte  gerade  Linie  sein  wird.  Nach  dem  Vorher- 
gehenden können  diese  Goordinaten  als  die  senkrechten  Abstände 
der  geraden  Linie  von  den  Fundamentalpunkten  oder  auch  als 
die  Verhältnisse  derselben  angesehen  werden. 

Wenn  man  mit  s^^  S2,  s^  wie  früher  die  Seiten  und  mit  A^^  A^^  ^3 
die  Winkel  des  Fundamentaldreiecks  bezeichnet,  so  sind  £2  +  I3  =  0, 
etc.  die  Mittelpunkte,  ^2^2  dl  ^3^3=^^)  ^^^  <^1^  Durchschnitte  der 
llalbiruDgslinien  der  Winkel  mit  den  Gegenseiten,  ^2^anA2'\'  $3  tan  ^3=0, 
de  die  Fasspunkte  der  Höhenperpendikel.  Es  ist  £|  +  $2  "l"  $3  ^^^  ^ 
der  Sdiwerpunkt  des  Dreiecks,  Ij  tan  ^j  +  Jj  tan  A2  +  J3  tan  ^3  =  0 
der  Durchschnitt  der  Hohen ,  Jj  sin  2^,  + 12  sin  2A2  +  l3sin  2A^  =  0 
dasCentriim  des  umgeschriebenen  Kreises,  5j|,  +  ^2^2  +  *3S3=0  das 
Gentrum  des  eingeschriebenen  Kreises,  etc.  Wie  ein  durch  die  allgcmehie 
homogene  Gleichung  gegebener  Punkt  construirt  werden  kann,  zeigt  die 
Dachfolgende  Aufgabe  1 ;  die  Conslruction  entspricht  vollständig  der  des 
Art  62  für  die  durch  die  iillgemcinc  homogene  Gleichung  gegebene  Gerade. 

Aufy.  1.  Man  soll  die  in  Aurg.  2  Art.  60  angewendeten  Gleichungen 
nach  dem  System  der  trimetrischen  Linicncoordinatcn  interprelircn.  Sind 
Jj  =  0,  $2=3  0,  13  =  0  die  Gleichungen  der  Punkte  A^  B^  C,  so 
können  /jgj  —  ^3^3  =0,  /3I3 -  /,  J,  =  0,  /,  ^,  —  /2$2=0  die  Glei- 
chungen  der  Punkte Z,  iJf,  N  sein  und  es  sind  dann  l2^2'^l^^^ — /i$i=0, 
'3I3  +  ^^t  —  hl2  =  0.  hli  +  /2I2  -  ^^3  =  0  die  Gleichungen 
der  Ecken  desjenigen  Dreiecks,  welches  die  Geraden  LA^  MB,  NC  mit 
einander  bilden  und  /^Ij  +  ^2^2  +  ^3^3  ^^^  ^  stellt  einen  Punkt  0  dar, 
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ßv 


in  welchem  sich  die  Verbindungslinien  der  Ecken  dieses  neuen  Dreiecks 
mit   den   entsprechenden    des  alten  durchschneiden.     Die  Gleichangen 

hi2  +  hh  =  0,  '3^3  +  '1  Si  =  ö>  h  61  +  h  ^2  =  0  bezeichnen 
die  Punkte  2>,  E,  F.  Man  erkennt  endlich  leicht  die  Punkte  der  Figur, 
welclic  zu  diesen  harmonisch  coujugirt  sind. 

Aufg,  2.  Wenn  die  Coordioaleii 
der  geraden  Linie  die  senkrechten 
Abstände  derselben  von  den  drei  Fun- 
damentalpunkten  sind»  so  bestellt  unter 
ihnen  und  den  Seiten  oder  Winkek  des 
Fundamenlaldreiecks  eine  Relalion; 
man  soll  diese  letztere  entwideln. 
Sind  ^|,  A2,  A^  die  Fundameutal- 
punkte  und^^J?,  A^C^A^D  die  Cour- 
dinatcn  $j ,  $2>  ^3  ^^^  geraden  Linie 
CD ,  so  hat  man  A2(f  =  ^^  —  l|, 

«3-  £1 


-,  sin  D'  A^A^  = 


A^D'=  I3  —  I,  und  sin  C A^A^  ~  ^ ^ 

Nun  ist  die  Summe  dieser  Winkel  =;c  — A^,  also 
cos  C^ J,  A^  .  cos  D'A^  A^  —  sin  (fA^  A^ .  sin D' A^  A^=  —  cos ^,  und 

cos  (fA^  A2*cosD'A^A>^  =  ^^*"~^'^  vcs— si)__  cos^..  Bestimmt  mau  nun  aus 
—  cosC'-^j^2=cos(^i  +  jyAiA^}=cosAiCosI)'AiA^  —  sUZJisiBi^j 


und  —  cos  D'A^  A^  =  cos  A^cosC'  A^  A2  — 


&-fii 


sin  Ai 


die  Werthc  sin  A^  cos  CfA^ ^2  =  —  ^ — ^+^ — ^'cos^i, 

fc  t  I:  fe 

sin  A^  cos  D'A^  ^3  =  —  22 — ^  -f.  «? — ?>  cos  A, ,  so  erhält  man  durch 
Substitution  unschwer 

für  ikf  als  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks  A^^  A2  A^.    Sie  ist  auch 

*l'll'  +  h%^  +  hHi"-  («2H  V-*l')fel3  -  («3'  +  «l'-*2*)l3ll 

—  {s{^  4"  *2*  —  -^3^)  1112==-^  "ß^  ''^i'*"  endlich  för  A],  Äj,  A3  als  die 
den  Seiten  ^|,  «jf  ^3  respective  entsprechenden  Höhen  in  der  Form 

gi^    ,    1«^    .    |a'  _  2  6t  gg  cos  Aj 2  {,  |g  cos  ^|  _  2  6^ g,  cos  .4,  _  . 

A,»  ■*■  V  "*"  A3«  Ä,A,  Ä,Ä3  Ä3>k,         "" 

geschrieben  werden. 

80.  Das  Hervorstechendste  und  Wichtigste  in  den  vorhergehen- 
den Entwickeiungen  ist  die  grosse  Analogie,  die  zwischen  den 
beiden  Systemen  der  homogenen  oder  trimetrischeu  Coordinaten 
für  den  Punkt  und  die  gerade  Linie  stattfindet.  Diese  Analogie 
vervollständigt  sich  noch  weiter  bei  einer  Begrundungsweise  dieser 
Systeme,  in  der  man  voraussetzt  und  zum  Ausgangspunkte  macht, 
was  vorher  schon  (Art.  65,  79)  begründet  ist,   dass  nämlich  die 
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Coordioatea  nicht  sowohl  die  senkrechten  Abstände  selbst,  als 
vielmehr  die  Verhältnisse  derselben  bedeuten. 

Setzt  man  g:- =  gl^jA^  +  ^i ^     ^^a.^  +  hy+^     ,, 

sind  offenbar  x\  y  die  Parameter  von  zwei  Strahlbüscheln,  welche 
durch  die  geraden  Linien  «,a;  +  6,y  +  Ci£=:0,  «3^  +  63^  +  ^3=0 
und  «2^  + ^2^  + ^2=^^)  03^  +  ^1^+^3=0  bestimmt  werden. 

Werden  nun  a:,,  a^j,  x^  so  bestimmt,  dass  a:'  =  — i,  y  z=  ^  ist, 

x^  a?3 

so  sind  die  X],  x^^  a:^  Zahlen,  die  sich  verhalten,  wie  die  Ab- 
slände des  Punktes  von  den  Seiten  des  Dreiecks  a^x  +  h^y  +  Ci=0, 
fljX  +  ^2^  H"  ^2  =  ^»  «3^  +  ^^y  +  ^3  =  0  multiplicirt  mit 
einer  beliebig  gewählten  Constanten.    Es  gelten  also  die  Relationen 

fia:i=a,a?  +  6,2^  +  Ci;  ^a:2=a2^  +  *2y +  ^2»  f*^3=Ö3^+^3y+^3» 
so  dass  umgekehrt  x  und  y  durch  Auflösung  dieser  Gleichungen 
ausgedrückt  werden,  wie  folgt 

fi/^ia-i  +  ^2^2  +  4*^3}             ^{^i^j  +  ^2^2  +  ^3^3} 
x=^ j^ ^,  y=-^ ^ , 

R  =  ft,  tCiXi  +  C2X2  +  C^s^Cs},  wenn  man  durch  ^j,  -ß,,  C^,^tc. 
die  den  Elementen  a^y  b^,  c^^  etc.  entsprechenden  Unterdetermi- 
nanten der  Determinante  R  der  CoefBcienten  der  rechten  Seite 
der  Gleichungen  bezeichnet;  oder  durch  Reduction 

I  *^l  "•         2  *^2  '■  >  *^3  l  *^1  "i        2  *'''2  "**  -^3  *^3 

^1  •''1  +    ^2  "^2  +  ^3  '*'3  ^1  *^i  +  ^2  '*'2  +  ^3  ''^S 

Man  sieht  daraus,  dass  die  Relation  (7ja:i  +  C2a:2  +  C3ar3=0  die 
unendlich  entfernten  Punkte  characterisirt  und  kommt  damit  auf 
die  Vorstellung  zurück,  dass  die  unendlich  entfernten  Punkte  der 
Ebene  sich  auf  einer  Geraden  befinden.  Die  Ausdrücke  von  x  und  y 
zeigen  auch,  dass  durch  die  Substitution  derselben  jede  vollstän- 
dige Gleichung  n^^"  Grades  in  x  und  y  in  eine  homogene  Gleichung 
«**"  Grades  in  x^,  x^^  oc^  übergehen  muss. 

Substituirt  man  dann,  um  zu  Liniencoordinaten  überzugehen 
die  Werlhe  von  x,  y  in  die  Gleichung  a;S  +  y^  +  l=0,   so  er- 
hält man  durch  Wegschaflung   der  Nenner  und  Anordnung  nach 
aT],  a:2,  a^>  die  Gleichung 

x^  (^J  +%^ri+Q  +  X.,  {A^l  +  B,,ri  +  C,)  +  x^  [A,,i+B^ri+a,)=0, 
d.  h.  als  Gleichung  der  Geraden  in  der  Form  a:ili  +  a:2S2+  ^3  $3=0, 

wenn  man  setzt  vjj=:^i  5  +  ^i^  +  ^n  ^52  =  ^2?+ ^2^+ ^2» 
vJg^^jl  +  ^jjT^  +  Cg.    Dann  ist  aber  wie  oben  durch  Auflösung 
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1  = 


v{A,|,+Aj|j  +  A3l3}  v{B,|,+B,|,+  B,|,} 


ij  = 


B  '   '  R 

E  =  v(C,Si  +  C1IJ  +  C3S3}, 

wenn  B  die  Determinante  der  ^j,  Bi,  C, ,  etc.  und  Aj,  B|,etc. 
die  Unterdeterminanlen  derselben  nach  den  Elementen  Ai,  £, ,  etc. 
bezeichnen;  also  durch  Reduction 

t_  Ajli  +  AjIj+^aJ:,  B,li  H-B^I^H- B3I3 

*  ~  Ci  I,  +  C2 12 + C3  S3' ''  -  C,  I,  +  Cj  I, + C,  I," 

Die  Entwicklung  dieser  Ausdrucke  giebt  eine  wesenlliclie  Ver- 
einfacliung  mittelst  eines  allgemeinen  Satzes  der  DeterminaDten- 
tlieorie.    Wenn  man  nämlich  aus  dem  Schema  der  Unterdelermi- 


nanten 


4» 
^2. 


^2*  ^2 


A^  )      X>Q  «       (/•! 


der  Originaldeterminante  R  =^ 


^3>  ^3»  ^3 


die 


'3>  ^3 

Determinante  R  bildet  —  man  nennt  sie  die  Reciprocal- 
determinante  oder  die  Determinante  des  adjungirleii 
Systems  —  und  ihre  Unterdeterminanten  A|,  B^,  etc.  ermittelt, 
so  sind  diese  für  n  als  die  Ordnungszahl  der  Determinante  gleich 
den  Producten  der  entsprechenden  Elemente  der  Origlnaldetermi- 
nante  «i ,  6, ,  etc.  in  die  (n  —  2)*®  Potent  dieser  Originaldeter- 
minante. 

Der  Beweis  dieses  Gesetzes  knüpft  sich  sehr  einfach  an  die 
Multiplicationsregel  der  Determinanten  (Art.  73)  und  die  Auflösung 
der  linearen  Gleichungen  (Art.  76).  Wenn  man  die  Originaldeter- 
minante mit  der  Determinante  des  adjungirten  Systems  miultiplicirt 


^1»  ^i>  ^1  •  •• 

^2»  ^2»  ^2  •  •  • 
^3»  ^3»  ^3  ••• 


•^1»  ^V  ^V  '•  • 
-^2»  -^21  ^2»  •  •  • 
-^3»  -^3»  ^3»  •  •  • 


SO  erhält  man  das  Product  in  Form  der  Determinante 

rt|^2  +  *1^2+^1^2  +  ->^2^2  +  ^2^2  +  ^2^2  +  --»«3^2  +  *3^2  +  ^S^2+"'' 
«l-^3  +  ^1^3+^1^8  +  — *^2^3  +  ^2^8  +  ^2^3  +  — >'*3^3+*3^3'b^3^3+-> 


»•• 


I. 


in  welcher  nach  den  Relationen  des  Art.  76  alle  Elemente  Null 
sind,  mit  Ausnahme  der  Elemente  des  ersten  Gliedes,  deren  jedes 
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Dach  denselben  Relationen  =  i2  ist;  daher  ist  i{,E  =  i{",  d.  h. 
B  =:  R^^K  Betrachten  wir  nun  das  System  der  Auflösungen  eines 
Systems  von  linearen  Gleichungen  a^ 0:4  +  ^i  ^2  +  ^i ^3  +  •  •  '=^yv 
a^xy  +  62^2  +  ^2^3  +  •••  =  ^2»  ®^^-'  nämlich  das  System 

Äxj  =  A^y^  +  ^2^2  +  ^^3^3  +  ••• 

RX.2  =  ^1^1  +   ^2^2  +  ^3^3   +  ••• 

Rx^  =  C^i^i  +  €21/2  +  C^Vz  +  ...  etc. 
so  Duiss  dasselbe  nach  y  aufgelöst  die  ursprunglichen  Werthe 
von  yp  ^2)  -  -  '  selbst  wieder  hervorbringen;  man  erhält  aber 
Eyj  =  A|Äa:|+  B^i^a^j  +  .  .  . ,  Ry2'=^'^^^i"H^2-^^2  +  •  •  • » 
und  erhält  wegen  R  =  Ä""^,  etc.  die  Relationen  A^  =  Ä""^  «p 
Bj  =  Ä*-*6j,  etc.,  wie  der  Satz  verlangt.  Durch  Substitution 
dieser  Werthe  von  A,  B,  C,  etc.  in  die  oben  entwickelten  Werthe 
von  I  und  17  erhält  man  einfach  durch  Reduction 

fc_gJi  +  «2^2  +  ^3^3  ^^1  +  ^2^2  +  h^'^ 

^l5l   +   C2I2  +    H^^''  ^1^1   +    <^2^2  +    ^3& 

1      fc      fc 
Daraus  folgt  sofort,   dass   r>  i^»  ?  ^^®  Parameter  der  auf  den 

b2      b3      53 

Seiten  des  Fundamentaldreiecks  liegenden  Punktreihen  sind,  d.  h. 
dass  sich  die  Liniencoordinaten  £],  £2»  ^3  verhalten  wie  die  Ab- 
stände der  Geraden  von  den  Fundamentalpunkten  multipiicirt  mit 
einer  Constanten.  Ilinsichtlich  der  Form  der  Ausdrücke  ist  die 
Bemerkung  nützlich,  dass  die  Werthe  von  £,  17  und  die  Relationen 
der  o?!,  x^y  x^  und  ebenso  die  Werthe  der  x^  y  und  die  Rela- 
tionen der  Liniencoordinaten  ^|,  $2'  £3  J^  dieselben  Coefficienten 
enthalten,  aber  in  der  Weise,  dass  in  der  einen  Gruppe  diesel- 
ben CoefGcienten  in  Zeilen  geordnet  sind,  die  in  der  andern  in 
Reihen  erscheinen. 

81.  Im  vorigen  Artikel  ist  die  vollständige  Analogie  der  tri- 
nietrischen  homogenen  Coordinatensysteme  begründet  und  damit 
ein  Princip  von  umfassender  Wichtigkeit  analytisch  bewiesen,  das 
Princip  der  Dualität,  welches  nach  Poncelet's  Vorarbeiten 
Gergonne  zuerst  ausgesprochen  und  PI ück er  zuerst  auf  analy- 
tische Basis  gestellt  hat.  J.  Steiner  hat  es  dann  als  eine  Folge 
der  einfachsten  Beziehungen  der  von  ihm  aufgestellten  Grundgebilde, 
der  Punktreihen  und  Strahlbüschel,  geometrisch  erwiesen  und  die 
vorhergehenden  Entwickelungen  haben  gezeigt,  dass  diese  nämlichen 
Elementarformen,  Punktreihen  und  Strahlbüschel  in  ihrer  ana- 
lytischen Ausdrucksweise  den  einfachsten  Weg  zur  Beweisführung 
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darbieten.  Das  Princip  selbst  ergiebt  sich  so  in  voller  AUgemeio- 
heit  und  Bestimmtheit ;  es  kann  ausgesprochen  werden,  wie  folgt: 
Die  analytische  Geometrie  entwickelt  geometrische  Sätze  durch 
analytische  Operationen;  diese  Sätze  sind  die  geometrischen  Aus- 
legungen oder  Bedeutungen  ihrer  Rechnungsresultate.  Nach  der 
vollständigen  Analogie  der  beiden  hier  begründeten  Coordinaten- 
systenie  wird  überall  bei  Anwendung  der  homogenen  Gleichungen 
jede  analytische  Untersuchung  mit  einem  Rechnungsresullat 
zwei  geometrische  Sätze  liefern,  von  denen  der  eine  die 
Interpretation  dieses  Ergebnisses  nach  dem  Systeme 
der  Punktcoordinaten  und  der  andere  die  Interpreta- 
tion desselben  Ergebnisses  nach  dem  System  der 
Liniencoordinaten  ist*);  wo  in  dem  einen  Punkte  und  gerade 
Linien,  Curven  n^^^  Ordnung  oder  Classe,  wo  Punktreihen  oder 
Strahlbuschel,  etc.  auftreten,  da  werden  im  andern  gerade  Linien 
und  Punkte,  Curven  n^®' Classe  oder  Ordnung,  Strahlbuschel  oder 
Punktreihen,  etc.  erscheinen^.  Jedem  Satze  und  jedem  Problem 
entspricht  so  im  Allgemeinen  ein  dualistisches  Gegenbild  und  die 
analytische  Arbeit  ist  für  beide  niu*  einfach  zu  leisten.  Beispiele 
für  diesen  dualistischen  Character  der  geometrischen  Wahrheiten 
sind  in  dem  Bisherigen  schon  zahlreich  enthalten  und  werden  im 
Folgenden  in  grosser  Zahl  auftreten. 

82.  Das  Multiplicationsgesetz  der  Determinanten  ist  im  Art.  73 
unter  dem  Gesichtspunkt  einer  linearen  Substitution  in  ein  System 
linearer  Gleichungen  ausgesprochen  worden  und  diese  Betrach- 
tungsweise hat  in  der  That  besondern  Werth  für  die  analytische 
Geometrie.  Dass  drei  gerade  Linien  sich  in  einem  Punkte  schnei- 
den oder  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen,  ist  eine  Eigen- 
schaft der  von  jenen  Linien  oder  Punkten  gebildeten  Figur,  welche 
von  der  Lage  des  Coordinatensystems  völlig  unabhängig  ist;  wenn 
das  Vorhandensein  dieser  Eigenschaft  durch  das  Verschwinden 
irgend  einer  Function  der  in  den  Gleichungen  jener  geraden  Linien 
z.  B*.  auftretenden  Constanten  angezeigt  wird,  so  muss  diese  Rela- 
tion auch   nach  jeder   beliebigen  Coordinatentransformation  noch 


*)  Jedes  andere  Coordinatensystem  lehrt  die  analytischen  Formen 
auf  eine  nene  Weise  interpretiren ;  in  der  Vervielfältigung  der  Coordi- 
natenbestimmnngf  liegt  also  ein  wichtiges  Hilfsmittel  zur  Erweiterung 
der  geometrischen  Kenntnisse. 
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fortbestehen«  weil  die  geometrische  Beziehung,  die  sie  ausdruckt, 
dadurch  nicht  gestört  worden  ist.  Die  allgemeine  Coordinaten- 
transformation  entspricht  aber  genau  dem,  was  vorher  als  lineare 
Substitution  bezeichnet  worden  ist;  an  die  Stelle  der  ursprung- 
lichen Fundamentallinien  oder  Punkte  treten  neue;  die  Variabeln 
X  oder  $  sind  zu  ersetzen  durch  lineare  homogene  Functionen  der 
neuen  Variabein  ^  oder  1} ,  abgeleitet  aus  Gleichungen,  welche  die 
neuen  Fnndamentallinien  oder  Punkte  in  Bezug  auf  das  alte 
System  darstellen.     Man  hat 

^yi  =  ^ll^l  +  *12^2+*13^3>  «^1=^11^1  +  *2l42  +  ^3lS3» 
my^  =  b2i  Xi  +  ^22^2  +  ^23^3»  '*^2=*12^1  +  *22^2  +  *32^3» 
"»^3=^31^1  +^32^2  +  ^33^3'  '*^3  =  *13Sj  +  623^2  +  ^33^3» 

wieder  mit  der  am  Schlüsse  des  Art.  80  bemerkten  Verwandlung 
der  Coefficientenreihen  in  Zeilen.  Da  nun  die  Determinante 
der  transformirten  Gleichungen  der  drei  geraden  Linien  z.  B.  das 
Product  ist  aus  der  Determinante  der  ursprünglichen  Gleichungen 
in  die  Determinante  der  Substitution,  so  ist  sie  stets  mit  jener 
zugleich  Null;  d.  h.  die  analytische  Bedingung  dafür,  dass  jene 
drei  geraden  Linien  einen  Punkt  gemein  haben ,  bleibt  ungestört. 

Bei  der  Transformation  von  einem  Systeme  rechtwinkliger 
Axen  Ox,  Oy  zu  einem  neuen  Systeme  rechtwinkliger  Axen  von 
demselben  Anfangspunkt  0;Z,  OF  ist  nach  Art.  9  die  erforderliche 
Substitution  y  =  ^sin  ö  +  Fcos  ö,  a:  =  -X"  cos  ö  —  Fsin  ö  bei 
gleichem  Drehungssinn  der  positiven  Axen  und  ^^^JT sind— Fcos^, 
;r=Zcos  d  +  Fsin  d  bei  ungleichem  Drehungssinn.  Die  Deter- 
minanten dieser  Substitutionen  sind  somit  respective  gleich  +  1, 
ihr  Quadrat  ist  also  stets  der  positiven  Einheit  gleich. 

In  der  5.  Aufg.  des  ArL  10  ist  bemerkt,  dass  bei  einer  sol- 
dien  Transformation  die  Summe  der  Quadrate  der  alten  Verän- 
derlichen von  der  Summe  der  Quadrate  der  neuen  Veränderlichen 
nicht  verschieden  sein  kann.  Diese  und  di«  vorhin  erwähnte 
Eigenschaft^  wonach  das  Quadrat  der  Determinante  der  Substi- 
tution =  +  1  Ist,  bedingen  einander;  Substitutionen  dieser  Art  sind 
aligemein  ohne  Beschränkung  der  Zahl  der  Veränderlichen  mög- 
lich and  werden  als  orthogonale  Substitutionen  bezeichnet. 
Die  Substitution 

*l=«liyi  +  «12^2  +  «13^3'      ^2=^21^1  +  «22^2  +  ^nV^-» 

^3  =  «31^1   +  ^32^2  +  ^^33^3 

ist  eine  orthogonale  Substitution,  für  drei  Veränderliche,  wenn 
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identisch  a;,^  +  ^2^+^3^=yi^  +  y2*  +  y3^  ^^'    ^^^^  ergiebt  un- 
mittelbar die  Coefficientenrelationen 

'+«2.1^+ «33*=  ^ 


a 


n 


'+021^^+ «31*=  1'    «12*+ «22*+ «32*=!^    «13* 


«11  «12  +  «21  «22  +  «31  «32=0»       «II  «13  +  «21  «23  +  «31  «33=^) 

«12«13   +  «22  «23    +  «32  «33  =  0, 

indem  man  die  Werthe  von  x  substituirt  und  die  GoefßcieDten 
der  entsprechenden  x  auf  beiden  Seiten  der  Identität  vergleicht. 
Bildet  man  nun  das  Quadrat  der  Substitutionsdeterminante 

«in 


nach  Reihen 


«12»     «13 


«21»    «22»     «23 
«31 »     «32 »     «33 


SO  erhält  man 


«il*   +   «21*   +   «31*     »    «11«12  +  «21«22  +  «31«32»    «11«13+«21«23  +  «31« 


33 


«12«ll+^22«2I  +  «32«31»       «12     +«22     +«32      »    «12«13  +  «22«23+«32%  ' 
«I3«ll  +  «23«21+«33«31'    «13«12+«23«22  +  «33«32»       «13*   +   «23*  +  «33^ 

1,    0,    0 

d.  h.  nach  den  vorher  geschriebenen  Relationen  =   0,  1,  0  =1. 

0,  0,  1 
Da  die  Coefßcientcn  dieser  Substitution  durch  scclis  Bedingungs- 
gleichungen  beschränkt  sind,  so  können  sie  als  Functionen  voo 
drei  unbestimmten  Grössen  angesehen  und  dargestellt  werden. 
Man  sieht  übcrdiess,  dass  als  eine  Folge  des  vorhergehenden  Be- 
weises, d.  h.  auch  als  Folge  der  oben  aufgestellten  Relationen 
die  analogen  Relationen 


2  +  a 

«31*  +  «32 


«11    ~r  "12 

*  +  «33*  =  l» 


+  «13*  =  1  »       «21*  +  «22*   +  «23*  =  1 . 


«11«21+«12«22  +  «13«23=0,   ClC. 

Geltung  haben  müssen. 

83.  Die  allgemeine  lineare  Substitution  kann  aber  noch  unter 
einem  andern  Gesichtspunkte  betrachtet  werden.  Unter  dem  Ge- 
sichtspunkt der  Coordinatentransformation  bezieht  sich  die  neue 
durch  Vollzug  der  Substitution  erhaltene  Gleichung  auf  die  ur- 
sprungliche Gurve  (geometrische  Figiu*)  als  Ausdrück  derselben 
in  Beziehung  zum  neuen  Coordinatcnsystem ;  alle  die  geometrischen 
Figenschaften  derselben  müssen  sich  aus  der  neuen  Gleichung 
ganz  ebenso  wie  aus  der  alten  herauslesen  und  entwickeln  lassen. 
Man  kann  aber  auch  die  neue  Gleichung,  welche  aus  der  Sub- 
stitution hervorgeht,  auf  das  alte  Goordinatensystem  bezieben; 
dann  ist  sie  die  Gleichung  einer  neuen  Gurve  (geometrischen  Figur), 
welche   zu   der  alten  in  gewissen  einfachen  Beziehungen  steht. 
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OOenbar  gilt  der  Satz  des  Artikel  11  allgemein,  durch  eine 
lineare  Substitution  wird  der  Grad  einer  Gleichung 
nicht  geändert;  daher  ist  die  neue  Curve  von  derselben  Ord- 
nung mit  der  alten,  wenn  die  Untersuchung  in  Punktcoordlnaten 
und  von  derselben  Classe  mit  der  alten,  wenn  dieselbe  in  Linieu- 
coordinaten  geführt  wird.  Jedem  Punkte  der  einen  Curve  ent- 
spricht ein  Punkt  der  andern  Curve,  derjenige  nämlich,  dessen 
Goordinaten  durch  Einsetzung  der  Coordinaten  des  ersten  in  dte 
Substitutionsgleichungen  gefunden  werden;  jeder  geraden  Linie 
der  einen  Figur  eine  gerade  Linie  der  andern.  Einem  Punkt  (einer 
geraden  Linie)  entspricht  ein  Punkt  (dne  gerade  Linie)  beim  Ueber- 
gang  vom  ersten  zum  zweiten,  wie  bei  dem  vom  zweiten  zum 
ersten  System ,  weil  nicht  nur  die  Substitutionsgleichungen  selbst, 
sondern  auch  die  durch  Auflösung  derselben  nach  den  Veränder- 
liehen  der  linearen  Ausdrücke  erhaltenen  Gleichungen  linear  sind. 
Man  sagt  die  beiden  Curven  oder  Figuren  stehen  in  einer  Ver- 
wandtschaft. Insbesondere  entspricht  jedem  Strahlbüschel  der 
einen  ein  Strahlbüschel  der  andern  und  jeder  Punktreihe  der 
einen  eine  Punktreihe  der  andern;  und  wenn  A^  +  IA2  =  0 
die  Gleichung  des  einen  Strahlbüschels  ist,  so  wird  sie  durch  Aus- 
fuhrung jener  linearen  Substitutionen  in  eine  Gleichung  von  der 
Form  5,  +  AÄj  =  0  übergeführt,  weil  das  Abstandsverhältniss  X 
vom  Coordinatensystem  unabhängig  ist.  Somit  sind  die  entspre- 
chenden Strafalbüschel  und  ebenso  die  entsprechenden  Punktreihen 
der  beiden  verwandten  Systeme  von  gleichem  Doppelverhältniss 
oder  projectivisch.  Da  diess  von  allen  Büscheln  und  Reihen  der- 
selben gilt,  so  nennt  man  die  Systeme  selbst  projectivisch  und 
ihre  Verwandtschaft  die  projectivische  oder  die  der  Projcc.tivi- 
tat.  Durch  die  lineare  Substitution  treten  also  zu 
einer  beliebigen  geometrischen  Figur  (Curve)  alle  die 
zuihr  projectivischen  Figuren  (Curven)  hinzu  und  die 
geometrischen  Eigenschaften  der  einen  liefern,  so- 
fern sie  von  der  Coordinatenbeziehung  unabhängig 
sind,  die  geometrischen  Eigenschaften  aller  so  ver- 
einigten «Figuren.  Wir  kehren  zur  Ausführung  dieser  Ge- 
danken zurück,  sobald  die  Untersuchung  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  Material  geliefert  haben  wird,  an- welchem  sie  in  allen 
Beziehungen  entwickelt  werden  können. 


■•a  ■«* 
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Fünftes  Kapitel. 

Gleichungen  von  höheren  Graden,  welche 
gerade  Linien  darstellen. 


84.  Ehe  wir  dazu  Obergehen,  von  den  Curven  zu  handeln, 
welche  durch  Gleichungen,  deren  Grad  den  ersten  übersteigt, 
dargestellt  werden,  wollen  wir  einige  Fälle  untersuchen,  in  denen 
diese  Gleichungen  gerade  Linien  repräsentiren. 

Wenn  eine  Anzahl  von  Gleichungen  Z==0,  M=Oy  N=0 . . . 
Seite  für  Seite  mit  einander  multiplicirt  werden,  so  dass  daraus 
die  Gleichung  LMN . .  ,  .  =  0  entsteht,  so  bezeichnet  diese  die 
Vereinigung  aller  der  durch  ihre  Factoren  repräsentirten  Linien, 
denn  sie  wird  durch  die  Werthe  der  Coordinaten  befriedigt,  welche 
irgend  einen  ihrer  Factoren  gleich  Null  machen.  Wenn  umge- 
kehrt eine  Gleichung  höheren  Grades  in  ein  Prodnct 
mehrerer  anderen  von  niedrigeren  Graden  aufgelöst 
werden  kann,  so  repräsentirt  sie  ebenfalls  die  Ver- 
einigung  aller  durch  ihre  Factoren  dargestellten  geo- 
metrischen Oerter.  Eine  Gleichung  vom  n^**  Grade,  die  in 
n  Factoren  vom  ersten  Grade  zerlegt  werden  kann,  repräsentirl 
daher  n  gerade  Linien. 

85.  Eine  homogene  Gleichung  n^^  Grades  zwischen 
zwei  Veränderlichen  repräscntirt  n  gerade  Linien, 
welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehen. 

Denn  ist  die  Gleichung 

oc**  —  p  or""^^  y  +  qoc^""^  y^  —  .  .  .  .  +  ly*  =  0, 
so  erhalten  wir  durch  Division  mit  y^ 

©■-'CT"+' CT"- ••=<•■ 

eine  Gleichung,  welche  durch  Auflösung  für  -  n  Werthe  liefert: 

bezeichnen   wir   dieselben  durch  a,  Z»,  o  . . .  .,    so  »kann  diese 
Gleichung  in  Factoren  zerlegt  werden 

(i-")e-')(-:-o-=» 

und  die  ursprüngliche  Gleichung  ist  dann  in  die  Form 


r 
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(a:  —  ay)  {x  —  by)  {x  —  c  y)  .  .  .  .  =  0 
gebracht;  sie  repräsentirt  also  n  gerade  Liniea 

X  —  ay  =  0,    X  —  &y  =  0  .  .  .  .  , 
welche  nach  der  Form  ihrer  Gleichungen  alle  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  gehen. 

So  repräsentirt  insbesondere  die  homogene  Gleichung 
x^  —  pxy  +  qy'^  =  0  die  zwei  geraden  Linien 

X  —  «y  =  0,  X  —  6y  c=3  0, 
wenn  a  und  b  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

In  derselben  Art  erkennt  man^  dass  die  Gleichung 

[x-aY—p[x—a)'^^{y-'b)  +  g(a;— a)»-2(y— ft)^... .  +  <(y— 6)«=0 

fi  gerade  Linien  bezeichnet,  welche  durch  den  iPunkt  x^=a,  y=b 
geht, 

Aufg,  1.  Welcher  Ort  ist  durch  die  Gleichung  xy=-0  dargestellt? 

Die  beiden  Coordinatenaxen ;  weil  der  Gleichung  durch  jede  der 
beiden  Voraussetzungen  a:=0,  y==<0  genügt  wird. 

Aufg.  2.   Welcher  Ort  ist  durch  a:^—  y^=0  dargestellt? 

Die  beiden  Halbirungslinien  der  von  den  Coordinatenaxen  gebildeten 
Winkel  x  ±  y  =  0.    (Art.  35.) 

Aufg.  3.    Welches  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung 

x'—  5xy  +  6y^  =  Ö? 

Sie  repräsentirt  die  beiden  geraden  Linien 

X —  2y  ==  0,  a:  —  3y  =  0. 

Aufg.  4.   Welcher  Ort  wird  dargestellt  durch 
a:*— 2a:y  sec  ö  +  y^  =i  0?         x  =  y  tan  (45'^  +  ^  $). 

Aufg.  5.  Welche  gerade  Linien  sind  durch  o:^ — 2arytan9 — y^=0 
ansgedrflckt? 

Aufg.  6.   Welche  geraden  Linien  repräsentirt 

a^—  6a?V  +  lla:y^  —  6y»  =  0? 

86.  Es  ist  nützlich,  die  drei  Fälle  näher  zu  untersuchen, 
welche  die  Auflösung  der  Gleichung  x^  —  pxy  +  gy*  =  0  dar- 
bietet; die  Wurzeln  derselben  können  reell  und  verschieden, 
reell  und  gleich  und  sie  können  imaginär  sein. 

Der  erste  Fall  hat  keinerlei  Schwierigkeiten;  a  und  b  sind, 
wenn  man  rechtwinklige  Coordinaten  voraussetzt,  die  trigono- 
metrischen Tangenten  der  Winkel,  welche  die  Linien  mit  der  Axe 
der  y  bilden ,  p  ist  daher  die  Summe  dieser  Tangenten  und  q  ist 
ihr  Prodqpt. 

Im  zweiten  Falle,  wo  a=6  ist,  bezeichnet  man  oft  die  Gleichung 
a^^  pxy  +  qy^=:0   als   die  Repräsentantin   einer  einzigen 
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'aden  Linie  x  —  ay  =  0.  Aber  es  hat  mancherlei  Vonügc, 
Sprachgebrauch  der  Geometrie  dem  der  Algebra  vjiltig  ent- 
gehend zu  machen  und  ebenso,  wie  man  nicht  sagt,  dassjeoe 
ichung  nur  eine  Wurzel,  sondern  vielmehr,  dass  sie  zwei  gleiche 
mein  habe,  auch  nicht  zu  sagen,  dass  sie  nur  eine  gerade 
ie,  sondern  dass  sie  zwei  zusammenraliende  gerade 
lien  darstelle. 

Man  denke  drittens  die  beiden  Wurzeln  imaginär.  In  diesem 
Ie  können  kdne  reellen  Coordinalen  gefunden  werden,  die  der 
ichung  genügen,  ausgenommen  die  Coordinaten  des  Ursprungs 
=  0,  y  =  0;  man  sagt  daher  in  diesem  Falle  wohl,  dass  <|ie 
ichung  keine  geraden  Linien  repräsentire ,  sondern  dasgse 
GleichungdcsCoordinatenanfangspunktes  sei.  Diese 
idrucksweisc  ist  olTcnbar  Terwerflich,  denn  wir  sahen  (Art  14;, 
s  zur  Bestimmung  irgend  eines  Punktes  zwei  Gleichungen  er- 
lerlich  sind  und  können  nicht  ausnahmsweise  eine  einzelne 
ichung   als  Gleichung  eines  Punktes  anerkennen  wollen.    Wir 

I  überdiess  gewohnt,  zu  linden,  dass  zwei  verschiedene  Glei- 
ngen  auch  immer  zwei  verschiedene  geometrische  Bedeutungen 
en,  hier  aber  müssten  unzählig  viele  verschiedene  Gleichungen 

denselben  Punkt  unterschiedslos  bedeuten,  denn  es  ist  dann 
nbar  unwesentlich,  welches  dieWerlhe  von  p  und  q  sind,  sobald 
nur  imaginäre  Wurzelwerthe  lierern,  d.  h.  sobald  p*  <  4; 

Deshalb  ziehen  wir  vor,  die  Ausdrucksweise  der  analytisdien 
imetrie  genau  der  Sprache  der  Algebra  entsprechend  zu  machen; 

wir  also  nicht  sagen,  dass  die  Gleichung  a;'^pa:y-t-9'y'=0 
le  Wurzeln  hat,  wenn  p''  <  4q,  sondern  dass  sie  zwei  iraagi- 
c  Wurzeln  hat,  so  sagen  wir  auch  nicht,  dass  sie  in  diesem 
le  keine  geraden  Linien  repräscntirt,  sondern  dass  zwei  iniagi- 
re  gerade  Linien  durch  sie  dargestellt  werden. 

Somit  repräscntirt  die  Gleichung  x- — f^y  + '/y' ^9^ 
che  stets  auf  die  Form  {x  —  ay]  [x  —  6y)  =  0  reducirt  wer- 

kann,  in  jedem  Falle  zwei  durch  den  Anfangspunkt  der  Co- 
inatcn  gezogene  gerade  Linien;  sie  sind  reell,  wenn  a  und  i 

II  sind,  fallen  zusammen,  wenn  a  und  b  gleich  sind,  und  sind 
ginär,  wenn  a  und  b  imaginär  sind.  Wenn  es  liier  ohne  grosse 
loulung  scheinen  mag,  welchen  Sprachgebrauch  wir  annehmen, 
werden  wir  im  weiteren  Fortschreiten  doch  vielfach  erkennen. 
i  unä  in  vielen  Fällen  die  Einfachheit  und  Strenge  des  Aus- 


r 
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dracks  und   manche  wichtige  Analogien  verloren  gehen  müssten, 
wenn  wir  den  hier  empfohlenen  Sprachgebrauch  nicht  annehmen. 
Dieselben  Bemerkungen'  gelten  für  die  Gleichung 

Ax^  +  Bxy  +  Oy^  =  0, 

welche  auf  die  Form  x"^  —  P^y.  +  -^y^  =  0  einfach  dadurch 
reducirt  wird,  dass  man  $ie  mit  dem  Coefficienten  von  x'^  divi- 
dirt;  sie  repräsentirt  immer  zwei  durch  den  Coordinatenanfang 
gehende  gerade  Linien,  welche  reell  sind,  so  lange  (B-  —  AAC) 
positiv  ist,  zusammenfallen  für  B"^ — 4:AC=0  und  imaginär 
sind,  wenn  {B^  —  4,AC)  negaliv  ist. 

Wir  wenden  endlich  dieselbe  Ausdrucks  weise  an,  wenn  wir 
gleiche  oder  imaginäre  Wurzeln  in  der  Auflösung  der  allgenveinen 
homogenen  Gleichung  des  w^"^"  Grades  antreffen. 

87.  Den  Winkel  zu  finden,  welcher  von  den  durch 
die  Gleichung  x'—pxy  +  qy'^=0  dargestellten  geraden 
Linien  gebildet  wird. 

Wenn  die  Gleichung  auf  die  Form  {x  —  ay)  {x  —  by)  =  0 
gebracht  ist,   so  ist  nach  Art.  25  die  trigonometrische  Tangente 

des  von  ihnen  gebildeten  Winkels  ^ — ; -;  aber  das  Product  der 

1  +  a6 

Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  ist  --^  g  und  die  Differenz  der- 
selben ==  ^  (p-  —  4^);  man  erhält  somit  für  jene  Tangente  den 

.    j      ,                                     Vip'^—^9) 
Ausdruck  tan  g?  =»  — -r— ; ~' 

1  +  y 

Ist  die  Gleichung  in  der  Form  Ax-  +  Bxy  +  Cy^r=0  gegeben, 

SO  fandet  man  ebenso  tan  9  =  r'r        )• 

A  "1 

Zusatz.     Die  beiden  geraden  Linien  schneiden  sich 

rechtwinklig,  d.  h.  tan  y  wird  unendlich  gross,  wenn  ^=  —  1 

oder  wenn  ^  +  C  =  0  ist 

Aufg,     Welches  ist  der  Winkel  zwischen  den  Linien ,  welche  dar- 
gestellt sind  durch 
X«  +  ory  _  6y^  =  0  ?    45".        x"^  —  2xysecO  +  y'^  =  0?   Ö. 


•)  Für   schiefwinklige  Axen  ergiebtVaiif    dieselbe  Weise    zur  Be- 
stimmung des  fraglichen  Winkels  die  Formel 

sin  fi)  y(B^—4:AC) 

tan  qp  =  — .    ,    ^ 5 

^  ^  -f-  C  —  Ä  cos  (D 

Saimon,  Anal.Gcom.d.Keg-pIschn.  2.  Aufl.  3 
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88.  Welches  ist  die  Gleichung  der  flalhirungs- 
liiiien  des  Winkels,  den  die  durch  die  Gleichung 

Ax'^  +  Bxy  +  Ci/  =  0 
dargestellten  geraden  Linien  mit  einander  bilden? 

Sind  X  —  ay  =0  und  x  —  by  =  0  die  Gleichungen  der 
geraden  Linien ,  welche  jene  Gleichung  repräsentlrt  und  bezeicliDel 
man  durch  x  —  fiy  =  0  die  Gleichung  der  Ilalbirungslinic  ihres 
Winkels,  so  bestimmt  sich  die  Grösse  (i  durch  die  einrache  Be- 
merkung, dass  sie  die  Tangente  des  Winkels  ist,  den  die  gesuchte 
Winkelhalbirungslinie  mit  der  Axe-  der  y  bildet  und  dass  dieser 
Winkel  der  halben  Summe  der  Winkel  gleich  ist,  welche  von 
jenen  geraden  Linien  mit  dieser  Axe  gebildet  werden.  Durch  Yer- 
gleichung  der  Tangente  des  doppelten  Winkels  mit  der  Tangente 
der  Summe  zweier  Winkel  ergiebt  sich  die  Bedingungsgleichiing 

2fi       _    a  +  b 
1  —  ti^  ~  1  —  ab ' 
Nach  der  Theorie  der  Gleichungen  ist  aber 
a  +  ft  =  —  B  :  A  und  ab  =  C  :  A, 


somit 


2|x 


J[  Q 

oder  fi^ —  2 —  fi  —  1=0. 


1  —  fi^  A  —  C  "'"  '        ~       B 

Von  den  Wurzeln  .dieser  quadratischen  Gleichung,  welche 
zur  Bestimmung  von  ft  dient,  ist  die  eine  die  Tangente  des  Win- 
kels, den  die  innere  Halbirungslinie  des  Winkels  der  beiden 
durcli  die  Gleichung  Ax^  +  Bxy  +  Cy'^  =  0  gegebenen  geraden 
Linien  mit  der  Axe  der  y  bildet  und  die  andre  die  Tangente  des 
Winkels,  den  die  äussere  Halbirungslinie  des  nämlichen  Winkels 
mit  derselben  Axe  macht. 

indem  wir  in  diese  quadratische  Bestimmungsgleichung  für 
ft  seinen  Werlh  x :  y  substituiren,  erhalten  wir  die  Gleichung  beider 

jI Q 

Winkclhalbirungslinien  a:^  —  2  — - —  xy  —  y^=  0.     Die  Fonn 

B 

dieser  Gleichung  zeigt  (Artikel  87),  dass  die  beiden  Halbirungslinicn 

rechtwinklig  zu  einander  sind. 

Man   kann  diese  Gleichung  auch  erhalten,   indem  man  nach 

ArL  35  für  die  beiden  geraden  Linien  x  —  ay=:Oy  x  —  by=0 

die  Gleichungen   der  Innern   und  äussern  Winkelhalbirungsllnien 

bildet,  und  diese  mit  einander  multiplicirt;  man  erhält  so 

(x_—  ay)'^_  {x--by)' 

1    +    «2  i   ^  ^2 


1^ 


r 
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und  durch  ße«^itigiing  der  ßrfiche  und  Subslilufiou  der  in  A,  B,  C 
ausgedruckten  WerUie  von  a  b  und  {a  +  b)  die  oben  gefundene 
Gleichung. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Wurzeln  die- 
ser Gleichung  stets  reell  sind,  selbst  dann,  wenn  die  Wur- 
zeln der  ursprünglichen  Gleichung  Ax'^  +  Bxy  -f  C%ß  =  0  ima- 
ginär waren.  Ein  Paar  von  imaginären  geraden  T^inien 
hat  somit  ein  Paar  reelle  Winkelhalbirungslinien. 

Es  ist  die  Existenz  solcher  Beziehungen  zwischen  reellen  und 
imaginären  geraden  Linien,  welche  die  ßetrachtung  der  letzteren 
besonders  nützlich  macht. 

89.  Die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  die 
allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwei  gerade 
Linien  darstellt. 

Wir  sclu*eiben  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 

in  der  Form 

Durch  die  Auflösung  derselben  für  x  ßnden  wir  die  Wurzeln 

«,,.r=  —  («^2^  +  «j»)  ±y{[nn  —  «iiÖ22)y^  +  2  (öi2«i3— «Ji"i>:j)y 

+  («13^—  «11  «33)}- 
Dieser  Wcrth  von  x  kann  nicht  auf  die  Form  x=  my  +  n 

rcdufirt  werden,  wenn  nicht  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen 

ein  vollständiges  Quadrat  ist.    Die  Bedingung,  unter  welcher  diess 

allein  der  Fall  ist,  wird  bekanntlich  ausgedrückt  durch 

{«12^  —  «11^22)  («13^  —  «11  «33)  =  («12  «13  —  «11«23)*- 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  liefert  nach 
einer  Division  durch  a^^ 

«ll«22«33+2«2:,«,3fl,2  — «,,«23^— Ö22«13^— «33«I2^=0 

als  die  Bedingung,  unter  welcher  die  allgemeine  Gleichung  des 
zweiten  Grades  zwei  gerade  Linien  darstellt. 

Aufg.  1.    Repräsenlirt  die  Gleichung 
x^  —  ^xy  +  4y''^-|-a:-|-  2y  —  2==0  gerade  Linien  und  welche? 
indem  man  wie  im  Vorhergehenden  für  x  auflöst,  erhält  man  für 
die  durch  die  Gleichung  dargestellten  geraden  Linien  die  Gleicliungeii 

X  —  y  —  lr=0,  X  —  iy  +  2=zO. 
Aufg,  2.    RcpräseiUirt  die  Gleichung 
(ffar-|-  ßy —  r')^=  (a^  -j-  ß^—r^)  [x^  +  y^ — ;•')  gerade  Linien  und  welche  ? 
Aufg:  .3.    Welche  gerade  Linien  sind  durch  die  Gleichung 
x^  —  xy  4-y^  —  X  —  y  +  1=0    dargestellt? 

8* 


i 

V 


.  'ir*»  i' 


u- 
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Aufl.  Die  imaginären  geraden  Linien  rc+öy +0^=0,  a:+ö^y +0=0, 
wenn  0  eine  der  imaginSren  Gubicwurzcln  der  Einheit  ist. 

Aufg.  4.  Man  soll  die  Grösse  r/,2  $o  bestimmen,  dass  die  Gleichung 
a:^  +  2a,2*'^y  +  y^  —  5ar  —  7y  4"  6  =  0  gerade  Linien  darslellu 

Indem  man  die  Wertiie  der  Cocfficienten  in  die  allgemeine  Be- 
dingungsgleichung substiluirt,  erhält  man  für  a^^  die  quadratische  Glei- 
chung 12aj2^  —  35  0,2  +  25  =  0,  aus  welclier  für  fl,2  die  Wcrthe 
«jj'  s=  ^,  aj2"  =  i  hcrvorgelien. 

*90.  Die  in  dem  vorigen  Artikel  angewendete  Methode,  ob- 
gleich die  einfachste  in  dem  Fall  der  Gleichung  zweiten  Grades, 
ist  auf  Gleichungen  höherer  Grade  nicht  anwendbar;  ^ir  geben 
daher  in  dem  Folgenden  noch  eine  andre  Auflösung  derselben 
Aufgabe. 

Dieselbe  verlangt,  zu  erkennen,  ob  die  gegebene  Gleichung 
des  zweiten  Grades  mit  dem  Product  der  Gleichungen  zweier  ge- 
raden Linien  {ccx  +  /3y  —  1)  {ax  •^-  ß^y  —  1)  :=  0  identisch 
werden  kann. 

Wir  schreiben  hierzu  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten 
Grades  in  der  Form  ^ 


«33 


^  xy  +  —  y^  +        ^'^ 


«33 


«33 


a 


33 


«33 


und  vergleichen  die  CoefHcienten  ihrer  Glieder  mit  den  ent- 
sprechenden Coefficienlen  in  der  Entwickelung  jenes  Products;  da- 
durch erhalten  wir  fünf  Bedingungsgleichungen,  von  denen  vier 
die  Bestimmung  der  vier  unbestimmten  Grössen  a,  /?,  »,  ^  liefern 
müssen.  Durch  die  Substitution  der  erhaltenen  WerUie  in  die 
fünfte  Bedingungsgieichung  finden  wir  die  verlangte  Bedingung. 
Jene  fünf  Gleichuns:en  sind 


2a 


2a, 


«33  «33  «33  «33  ''.W 

Die  vier  ersten  liefern  sofort  zwei  quadratische  Gleichungen 
zur  Bestimmung  von  a,  a\  ß,  ß'.  Wir  können  dieselben  auch 
durch  die  Bemerkung  erhalten ,  dass  diese  vier  Grössen  die  Reci- 
proken  der  Abschnitte  sind,  welche  durch  die  geraden  Linien  in 
den  Coordinaten-Axen  gebildet  werden  und  dass  die  von  dein  durch 
die  Gleichung  «nic'-  +  2ai2^y +  «22  y^  + 20,30: +  2033^  +  033  =  0 
dargestellten  Orte  in  den  Axen  gebildeten  Abschnitte  dadurch 
bestimmt  werden,  dass  man  in  derselben  nach  einander  ir  =  0, 
y  =  0  sfetzt,  wodurch  sich  ergeben 

«11  ^'  +  20,3a:  +  033  =  0,    022^2  +  2fl23y  +  «33  =  ^- 
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Bezeichnen  wir   durch  Z,  L\  M^  M'  die  vier  so  erhalteneu 

.  Durchschnittspunktc    des   bezeichneten   Ortes    mit  den   Axen,    so 

lüitsseu,   wenn  derselbe  aus  geraden  Linien  zusammengesetzt  ist,, 

diese  entweder  das  Paar  LM,  UM'  oder  das  Paar  iil/',  llM  sein; 

die  Gleichungen  derselben  sind  (aa:  +  /3y— 1)  (a'a:+/3y— 1)=0 

und  (aa:  +  /^y  —  1)  (a'x  +  j^y  —  1)  =  0  und  die  glelchmässige 

2a 
Berechtigung  derselben  lehrt»   dass   für  — -  nicht  allein  der  oben 

gegebene  Werth  ofj8'  +  a'jS,  sondern  auch  der  andere  aß  +  aß 
gelten  niuss.    Die  Summe  beider  Grössen  ist 

=  {a  +  «')  iß  +  ß)  ==  iM^  u„j  ii^r  Product 


«33 


aaiß'^  +  ff'^) + ßß'(a^+ a^)  =  ^<i^^^ga'""'^«22<^33)  j  <'22(^«i3      ^<'n«33) 


«33  «33 

Ol 


und  es  ergiebt  sich  daher  zur  Bestimmung  von  -^  die  quadrati- 

«33 

sehe  Gleichung 

^12^  __   «13  «23^    .     ^«12       ,     «11  «23     +  «22  «13^  ~  «11  «22  «33   _  n 

2  2        '  ^'  3  ~~~      ' 

^33  «33  «33  .    «33 

welche,  von  Brüchen  befreit,   die   im   vorigen  Artikel   erhaltene 
Bedingungsgleichung  wiedergiebt 

Aufgabe.     Man  soll  die  Grösse  a^2  ^^  bestimmen,  dass 
x'  +  2a^2^y  +  y^  —  ^^  —  7y+  6  =  0  gerade  Linien  darstelle. 

Die  Abschnitte  in  den  Axen  sind  durch  die  Gleichungen 
z^  —  5a:+6  =  0,  y^  —  7y  +  6  =  0  gegeben,  deren  Wurzeln 
x' :^=2y  ic"=  3;  y'=  1,  y"=  6  sind.  Indem  wir  die  Gleichungen 
der  geraden  Verbindungslinien  der  so  gefundenen  Punkte  bilden ,  sehen 
wir,  dass  die  Gleichung,  wenn  sie  gerade  Linien  darstellt,  entweder  von 
der  Form  {x  +  2y  —  2)  [2x  +  y  —  6)  =  0,  oder  von  der  Form 
{x  +  3 y  —  3)  {3x  +  y  —  6)  =  0  sein  muss.  Daraus  ergeben  sich 
durch  Ausführung  der  angedeuteten  Multiplicationen  die  Werthe  von  a^2' 

Mit  HilfQ  der  Grundsätze  der  Determinantentheorie  und  im 
Anschluss  an  die  Untersuchungen  der  Art.  72  f.  lässt  sich  dte 
nämliche  Bedingung  in  folgender  Weise  finden  und  darstellen. 
Wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung 

«„a:,^  +  a22^2^  +  «33^3^+  2«23i^2*3  +  2«31^3^1 +2«12^1^2  =  0 

das  Product  von  zwei  linearen  Factoren  sein  soll,   so  müssen  in 
der  mit  ihr  identischen  Form 

^l(«ll^l   +   «12^2   +   «13^3)   +  .r2(rti2^i+«22^2   +  «23^3) 

+  ^3  («13^1  +  «23^2   H"  «33**'3)  ^^^  ^ 


L 
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die  drei  linearen  Functionen 

ZU  einander  in  constanteni  Verhältniss  sein,  etwa  =my:m2'.m.^\ 
denn  dann  ist  sie  das  Product  von  zwei  zu  al^x^  +  «12^2  +  ^13% 
rnjiTi  +  tn2X2+  »»3^3  proportionalen  Facloren.  Die  zu  erfüUeude 
Uedingung  ist  also  die  Erfüllung  der  Gleichheiten 

<^tl^l"h^l2^2  «  ^13^3 ^12^1  X ^22^2  »^23*^3 ^  1 3^l_J^5-3*^2 T" ^1^3 

m^  m^  m», 

für  alle  Werthe  von  a:,,  irj,  x^  oder  die  Existenz  solcher  Werlbe 
von  x^^  X2y  x^^  für  weiche  gleichzeitig  a,^a:j+«j.^ir2H- «130:3=0, 

«12^1  +  «22^2  H"  ^23^3^=^^»    ^^J3^3  "t"  ^23^3  "^  ^33^3  ^^  ^   ^"*^'     ^*^ 

Elimination  von  x^^  x^i  x^  zwischen  diesen  Gleichungen  gieblnach 
Art.  72  diese  Bedingung,   also  die  Bedingung  des  Problems  der 


vorigen  Art.,  in  der  Form 


«in  «12»  «13 
''^21»  '^22>  «23 
«31  >    ^32»    ^33 


=  0  mit  a-tj  ^-  «/,. 


JUe  entwickelte  Form  ergiebt  die  Relation  wie  vorher. 

*91.  Man  soll  angeben,  wie  viele  Bedingungsglei- 
chungen  erfüllt  sein  müssen,  damit  die  allgemeine 
Gleichung  des  n^*"  Grades  gerade  Linien  darstellt 

Die  Zahl  derselben  wird  durch  das  Verfahren  des  vorigen 
Artikels  leicht  erhalten ;  wir  vergleichen  die  allgemeine  Gleichuug 
des  n*"*"'*  Grades,  nachdem  wir  in  ihr  das  absolute  Glied  der  Ein- 
heit gleichgemacht  haben,  mit  dem  Product  von  n  linearen  Glei- 
chungen 
(«o:  +  ßy  -  1)  {ax  +  ß'y  —  1)  (a''x  +  ß''fj  -  1)  ...  =0. 

Ist  die  Zahl  der  Glieder  in  der  allgemeinen  Gleichung  =^) 
so  erhalten  wir  durch  die  Gleichsetzung  der  eulsprechenden 
Coefficienten  in  ihr  und  in  der  Enlwickelung  dieses  Productes  A'— 1 
Gleichungen.  Von  denselben  dienen  2n  zur  Bestimmung  der  2« 
unbekannten  Grössen,  cf,  a',  .  .  .  j3,  jj',  .  .  .  ,  und  die  so  erhalle- 
uen  Werthe  derselben  Hefern  in  die  übriggebliebenen  Gleichungen 
substituirt  JV  —  1  —  2«  Bedingungen. 

Da  aber  die  allgemeine  Gleichung  n'«"*  Grades  in  der  Form 
geschrieben  werden  kann:  A 

+  Bx  +  Cy 
+  Dx'^  +  Exy  +  Ftf 
+  Gx^  +  Hx'^y  +  Exy'^  +  Lt/  +  elc,  :=0, 
so  ist  die  Zahl  ihrer  Glieder  die  Summe  der  arithmetischen  Reihe 


r 


also 
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1    +  2  +  3  +  4  +   .  .  .  +  «  -h    (/*  +   1), 

.  _  {n  +  1)  (n  +  2) 

1  •  2 
Daher  ergiebl  sich  die  Anzahl  der  nölhigen  Bedingungen 

n  {n  —.1) 


iV  —  1  —  2w  = 


1  .  2 
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Ableitung 

der  Haupteigenschaften  aller  Curven  zweiten 
Grades  aus  der  allgemeinen  Gleichung. 


92.   Die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  zweiten  Grades  ist 

worin  a^],  022 >  ^331  ^23)' ^1:3 >  ^12  Gonstanten  sind. 

Die  Natur  der  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Gurven  ist 
von  den  speciellen  Wertliverhältnissen  der  Gonstanten  abhängig. 
Wie  das  vorige  Kapitel  gezeigt  hat,  in  welchen  Fällen  sie  zwei 
gerade  Linien  darstellt,  so  ist  es  die  Aufgabe  des  gegenwärtigen 
Kapitels,  die  verschiedenen  Gurven  zu  classificiren ,  welche  durch 
Gleichungen  der  angezeigten  allgemeinen  Form  dargestellt  wer- 
den können  und  einige  der  Eigenschaften  zu  entwickeln,  welche 
iünen  allen  gemeinsam  sind*). 

Fünf  Relationen  zwischen  den  Goefficienten  sind  hinreichend, 
eine  Gurve  zweiten  Grades  zu  bestimmen.  Zwar  enthält  die  all- 
gemeine Gleichung  sechs  Gonstanten,  aber  es  ist  offenbar,  dass 
die  Natur  der  Gurve  nicht   von  der  absoluten  Grösse  dieser 


*)  Wir  werden  später  beweisen,  dass  der  durch  eine  Ebene  in  einen 
Kegel  über  circalarer  Basis  gemachte  Schnitt  eine  Gurve  vom  2.  Grade 
ist,  und  umgekehrt,  dass  es  keine  Curve  des  zweiten  Grades  giebt, 
welche  nicht  als  ein  Kegelschnitt  betrachtet  werden  kann.  Unter  diesem 
Gesichtspunkte  sind  die  Curven  des  zweiten  Grades  zuerst  von  den  Geo- 
metem  untersucht  worden.  Wir  gedenken  dieser  Eigenschaften,  weil 
wir  es  oft  passend  finden  werden,  die  Bezeichnung  „Kegelschnitt**  statt 
der  längeren  Benennung  „Curve  zweiten  Grades*'  zu  gebrauchen. 
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CoefOcienten  abhängt,  weil  die  Gleichung,  wenn  wir  sie  mit 
irgend  einer  Constanten  n  roultipliciren  oder  dividiren,  immer  die- 
selbe Curve  darstellt;  wir  können  daher  die  Gteichung  durch  a^ 
dividiren,  um  das  absolute  Glied  =  1  zu  machen  jund  sie  ist 
daher  durch  5  Consta nte  bestimmt. 

So  z.  B.  kann  ein  Kegelschnitt  durch  5  Punkte  beschriebcD 
werden.  Indem  wir  in  die  Gleichung  die  Coordinaten  x\  y,  u.  s.  w. 
jedes  Punktes  substituiren,  durch  welcheu  die  Curve  geben  idh&s 
erhalten  wir  fünf  Relationen  zwischen   den  Coefßcienten ,  welche 

zur  Bestimmung  der  fünf  Grössen  -^,  u.  s.  w.  genügen. 

93.  Weil  wir  in  diesem  Kapitel  oft  Gelegenheit  haben,  die 
Methode  der  Coordinatentransformation  anzuwenden,  so  ist  es 
nützlich,  im  Voraus  die  Veränderungen  anzuze^^,  welche  die , 
allgemeine  Gleichung ,  durch  die  Transformation  zu  parallelen 
Axen  durch  einen  neuen  Ursprung  x,  y  erfährt.  Wir  bilden  die 
neue  Gleichung,  indem  wir  x  +  x  Ivx  x^  y  -^  y  für  y  ein- 
setzen (Art.  8)  und  erhalten         , 

«11  (a?  +  .T )2  +  2 a,2 (a;  +  x)  [y  +  y)  +  «32 [v  +  v)^  +  2 a^^ [x  +  x] 

+  2a23(y  +  y')+Ö33  =  <^- 
Indem  wir  diese  Gleichung  nach  den  Potenzen  der  Veränder- 
lichen ordnen,  finden  wir,  dass  die  Coefficicnten  von  x^,  xy^i 
dieselben  sind,  wie  vorher  a^],  '^^n^  ^22 >  ^^^^ 
das  neue  a^^     «,/  =  h^^x  +  a^^y  +  a^.,\ 
das  neue  «23     ^23'  ^^  o-x^x  +  a^^y  +  atj^; 
das  neue  033     a33=«n^'^+2rt,2a;V+Ö22y'^"f"2«ia»'^'+2rt23y'+«:;jI 
d.  h.  wenn  die  Gleichung  einer  Curve  des  zweiten  Gra- 
des zu   parallelen  Axen   durch   eijien   neuen  Urspruni; 
transformirt  wird,    so    bleiben    die   Coefficicnten   der 
höchsten    Potenzen    der   Veränderlichen    ungeäudert, 
während    das    neue    absolute    Glied    das    Resultat   der 
Substitution    der    Coordinaten    des  Ursprungs    in   die 
Original-Gleichung  ist*). 

94.  Jede  gerade  Linie  schneidet  eine  Curve  zwei- 
ten'Grades  in  zwei  reellen,   zusammenfallenden  oder, 
imaginären  Punkten.  * 


*)  Dies  gilt  ganz  ebenso   für  Gleichungen  von  beliebigen  Graden. 
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Wir  erkennen  dless  daran,  dass  wir  zur,  ßeslimmung  d('r 
Punkte,  in  d^ien  eine  gerade  Linie  y  =  mx  +  n  die  Curve 
schneidet,  eine  quadratische  Gleichung  erhalten ;  durch  Subslilution 
dieses  Werthes  von  ij  an  Stelle  desselben  in  die  Gleichung  zwei- 
ten Grades  insbesondere  eine  solche  zur  Bestimmung  der  Ah- 
scissen  x  der  Durchschnittspunkte.  Die  Punkte,  in  denen  die 
Gurre  die  Axcn  schneidet,  sind,  bestimmt  durch  die  quadratischen 

Gleichungen  ayyx'^+  2a^^x  +  «33=0,  «22^^+  2^23^"^"  ^-sii^^^- 
Eine  scheinbare  Ausnahme  hiervon  tritt  in  dem  Falle  ein,  wo  die 
Gleichung  zweiten  Grades  das  Quadrat  der  einen  Veränderlichen 
nicht  oder  mit  verschwindendem  Coefficienten  cntlialt ;  z.  ß.  erhalten 
wir  aus  der  Gieicbung  zweiten  Grades  a:y  +  2y2+a:  +  5y+3=0 
für  y  =  0  eine  Gleichung  ersten  Grades  zur  Bestimmung  der 
Abscissen  der  Schnittpunkte  des  dargestellten  Ortes  mit  der  Axe  x. 
Wenn  aber  in  einer  Gleichung  zweiten  Grades  Ax'^  +2  Bx+  (7=0 
der  Coefficient  C  verschwindet,  so  sagen  wir  darum  nicht,  dass 
dieselbe  sich  auf  eine  lineare  Gleichung  reducirt  habe,  sondern 
wir  betrachten  sie  noch  immer  als  eine  quadratische  Gleichung, 
deren  eine  Wurzel  x  =  0  ist,  während  die  andere  den  Werth 
x  =  —  2B  :  A  hat.    Diese  quadratische  Gleichung  kann  aber  auch 

in  der  Form  oi  —  j    +  2B  l-j  +  A  =^  0   geschrieben   werden 

und  wir  erkennen  nun,  dass  wir  sie  auch  beim  Verschwinden  von 
A  noch  immer  als  eine  quadratische  Gleichung  zu  betrachten  haben, 
von  deren  Wurzeln  die  eine  den  Werth  1  :  a;  =  0,  oder  x  =  oor- 
die  andere  aber  den  Werth  1:  x  =  —'  2B:C  oder  x  =  —  C:2B 
hat.  Dasselbe  Resultat  ergicbt  sich  durch  die  Auflösung  der  ali- 
gemeinen Gleichung  zweiten  Grades,  die  mau  in  jeder  der  beiden 

—  B  +  y{B'^  —  Aq  '  .M 

^^™^"     "  = ^=^A -  =  ^BTV[B'^-ÄC) 

erhalten  kann,  je  nachdem  man  für  x  oder  für  die  Reciproke  1 :  x 
auflöst;  die  Aequivalenz  beider  Formen  ergiebt  sich  auch  durch 
die  kreuzweise  Multiplication  ihrer  Zähler  und  Nenner.  Je  kleiner 
aber  A  ist,  desto  weniger  unterscheidet  sich  der  Werth  der  Wur- 
zelgrösse  von  +  B  und  die  letztere  Form  der  Lösung  zeigt  damit, 
dass  die  eine  Wurzel  der  Gleichung  um  so  mehr  wächst,  je  kleiner 
A  ist  und  dass  mit  dem  Verschwinden  von  A  die  eine  Wurzel 
der  Gleichung  unendlich  gross  wird.  Wenn  wir  also  eine  lineare 
Gleichung  zur  Bestimmung  der  Punkte  erhalten,  in  welchen  eine 
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die  Ciirve  sclineiilct,  go  haben  wir  sie  als  ilea  GreuiFall 
luadraüschcn  GIcicbimg  von  der  Form  O.x' +2Bx  +  C=ii 
leii,  Tür  nelcheu  die  eiae  der  Wurzcia  uuendlich  gTo&i 
li.  s.\s  Ausdruck  des  Umstandes,  dass  der  eiuc  der  Sclimtl- 

der  Geraden  iiiil  der  Curvc  unendlich  cutfernt  sei.  So 
ntirt  die  als  Ueispie)  gewähllc  Gleichung,  die  in  der  Forni 
)  (a;  +  2i/  +  3)  =3  0  darsLellbar  ist,  zwei  gerade  Ltriea, 
eine  die  Axe  der  x  in  einem  endlicben  l'unkl  schneidet, 
d  die  andere  den  unendlich  fernen  l'unkl  mit  ihr  ge- 
al. 

derselben  Art  sagen -wir,  dass  in  einer  <|uadratla;ben 
mg  Ax'  +  2Bx  +  C  =  0,  in  der  sowohl  B  ab  C  ver- 
leu,  beide  Wurzeln  gleich  0  seien,  und  das»  ItciiJe  Wiindn 
idlicli  gruss  sind,   wenn  B  und  A  zugleich  versdiwioileu. 

ferner  hinzuzufügen,  dass  die  beiden  Wurzeln  der  qua- 
len  Gleichung,  abgesehen  von  diesen  Grcnzwerlbcn ,  reell 
aagiiiär  sein  können.  Darnach  sagen  wir,  um  die  Spnclie 
ilyüschen  Geometrie  mit  der  der  Algebra  m  Ucbfrcüistiro- 
;u  setzen,  dass  jede  gerade  Linie  eine  Curve  zweiten  Graden 

reellen  oder  imaginären  l'uDkteu  schneidet,  üie  imagiuären 
,  welche  man  für  die  Wurzeln  der  Gleichuug  crliält,  siud 
estimmte  imaginiire  Werlhe.    Anstatt  dann  zu  sagen,  die 

schneide  die  Curvc  nicht,  werden  wir  sagen,  sie  schneide 
!wei  imaginären  Punkten,  ganz  ebenso  wie  wir  nicht  sagen, 
reifende  ijuadratische  Gleiclumg  habe  keine  Wurzeln,  son- 
;  habe  zwei  imaginäre  Wurzeln.  Wir  verstehen  unter  fiiiem 
ircn  Punkt  nichts  mehr  als  einen  Punkt,  welclier  ciiK 
ire  Coordinate  odei*  zwei  imaginäre  Coordinateu  besitzt; 
eine  analytische  Vorstellung  und  wir  unternehmen  niclil, 
olchen  Punkt  geometrisch  darzustellen;  ebensowenig,  nie 
iginären  Wurzeln  einer  Gleichung  arithmetisch  dargeslellL 
Die  Beachtung  dieser  imagiuärcn  Punkte  erweist  sieb 
3  nothwendig,  um  unsern  Raisonnemenls  die  Allgemeinheit 
ahren;  wir  werden  sogar  Gelegenheit  haben,  zu  seliea. 
:  Vei'biadiingsliHio  von  zwei  Imaginären  Punkten  reell  sein 
le  die  geometrisclien  Eigenschaften  besitzen  kann,  die 
sprechenden  Verbindmigsliuie  In  dem  Falle  reeller  Punkte 
en.  In  Kücksicht  auf  diese  Erklärungen  und  bei  steler 
mg  sowohl  der  unendlich  ferneu  als  der  imaginären  Puaktc 
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köuoeu  wir  ausspreclien ,.  dnss  jede  gerade  Linie  eine  Curvc 
zweiten  Grades  in  zwei  Punkten  durchscinieidel. 

n    95.    Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
//rt,,a:'^  +  2«j2^y  +  «22^/^  +  2rt,.,a:  +  2a.^.^tj  +  «3.,  =  0 
fmekrl  durcb  Transformation  zu  Polai-Coordinaten  (Art.  12*) 

(/zj  ,cos^ö-f-2rt|2co$^  ^inö+rt22  *".*?  ^\9^  H"  ^  (« j  ;^cos  0 + «23  sin  Ö)(;+ a.{3=:0 ; 
die  Wurzelu  dieser  quadratischen  Gleichung  sind  die  beiden  Wcrthe 
des  Radius  vcctor,  welche  ij'gond  einem  Wertlie  von  $  entsprechen. 
Nun  haben  wir  im  letzten  Artikel  gesehen,  dass  der  eine  dieser 
Werthe  unendlich  gross  wird,  d.  h.  dass  der  Radius  vccior  die 
Curve  in  einem  unendlicli  entfernten  Punkte  schneidet,  wenn  der 
Coeßicient  von  g^  verschwindet.  Diese  Bedingung  wird  aber  für 
zwei  Werthe  von  0  erfüllt,  nämlich  für  diejenigen,  welche  die 
quadratische  Gleichung  a, ,  +  2  «j  2  tan  0  +  «22  ^^^  0  =  0  üeferL 
Demnach  können  durch  den  Anfangspunkt  der  Goordi- 
uaten  zwei  gerade  Linien  gezogen  werden,  welche  die 
Curve  in  unendlicher  Entfernung  schneiden;  jede  dieser 
Linien  schneidet  die  Curve  auch  in  einem  Punkte  ir)  endlicher 
Entfernung  und  der  Abstand  desselben  vom  Anfangspunkt  ist 
durch  die  Gleichung  2  («,3  cos  Ö  +  «33  sin  ö)  9  +  «33  =  ^  bestimmt. 
Mültiplicu't  man  die  Gleichung 

«,,  cos'  ö  -j-  2«, 2  cos  $  sin  0  +  «22  sin^  ö  =  0  mit  (j-  und  setzt 
für  Q  cos  0,  Q  sin  0  ihre  Werthe  x  und  y  ein,  so  erhält  man  als 
die  Gleichung  der  beiden  in  Rede  stehenden  Geraden   ' 

a^^x^  +  2aj2^y  +  «22!/^  ==  Ö- 
Es  giebt  zwei  Richtungen,  nach  welchen  durch  jeden  Punkt 

Gerade  gezogen  werden  können,  die  die  Curve  in  unendlicher 
Entfernung  schneiden;  denn  man  kann  durch  Transformalion  der 
Coordinateu  den  gedachten  Punkt  zum  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  machen  und  den  vorhergehenden  Beweis  anwenden.  Im 
Art.  93  ward  aber  bewiesen,  dass  die  Grössen  «11^12^22  ^^^ 
einer  solchen  Transformation  vollkommen  ungeänderl  bleiben  und 
jene  Richtungen  werden  daher  stets  durch  die  nämliche  qua- 


*)  Die  folgenden  Prozesse  gelten  gleichmässig  auch  dann, 'wenn  die 
ursprüngliche  Gleichung  auf    schiefwinklige   Coordinaten  bezogen    ist. 

«in    Ä 

Wir   substitoiren    dann  mg  für  x  und  no  für  //,    wo    m  =  -; und 

'^  T  w  7  sin  w 

sin  (00  —  0) 

«  = ; — ■ (Art.  12)  ist  und  verfahren  wie  im  Text, 

Bin   09 


L 


124 


Sechstes  Kapilel.   Art,  96. 


4 

I 


'I 


k4 


I 


^1' 


i-1 


^1--^ 


u 


dratische  Gleichung  «n  cos^  0  +  20^^  ^os  Ö  sin  Ö  +  022  sin'^  ö  =  0 
bestimmt.  Weno-  also  durch  irgend  einen  Pimkt  zwei  reelle  Ge- 
rade gezogen- ^Verden  können,  welche  die  Curve  in  unendlicher 
Entfernung  schneiden,  so  schneiden  auch  die  durch  irgend  eioen 
andern  Punkt  zu  ihnen  gezogenen  Parallelen  die  Curve  in  unend- 
licher Entfernung*). 

96.  Die  wichtigste  Frage,  die  wir  betreffs  der  Form  der 
durch  irgend  eine  Gleichung  dargestellten  Curve  thun  können,  ist, 
ob  sie  in  jeder  Richtung  begrenzt  ist,  oder  ob  sie  sich  in  irgend 
einer  Richtung  ins  Unendliche  erstreckt.  Das  Beispiel  unbegrenz- 
ter Ausdehnung  gieht  der  Fall,  in  welchem  sie  ein  Paar  gerade 
Linien  darstellt.  Es  ist  daher  nothwendig,  ein  Kennzeichen  zu 
Hnden,  wodurch  wir  unterscheiden  können,  w*elcher  Classe  von 
Ocrtern .  die  durch  irgend  eine  specielle  Gleichung  zweiten  Gra- 
des dargestellte  Curve  angehört.  Ein  solches  Kennzeichen  ist  uns 
aber  durch  den  letzten  Artikel  geliefert.  Denn  wenn  die  Cur?e 
in  jeder  Richtung  begrenzt  wäre,  so  kann  kein  durch  den  Ur- 
sprung gezogener  Radius  vcctor  der  Curve  einen  unendlichen 
Werth  haben;  wir  fanden  aber  im  letzten  Artikel,  dass  wir,  da- 
mit der  Radius  vector  unendlich  werde,  haben  müssen 

öj  j  +  2  o^  tan  ö  +  «22  ^^^^  ö  =  0. 
1.)  Wenn  wir  nun  voraussetzen ,^«12^  "^  ^i^2z  ^®^  negativ, 
so  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  imaginär  und  es  kann  kein 
reeller  Werth  von  0  gefunden  werden,  welcher  der  Bedingung 
a^^  cos^  0  +  2a^2  cos  ö  sin  ö  +  «22  ^^^^  ^  =  0 

genügt.  In  diesem  Falle  kann 
daher  keine  reelle  geraHe  Linie 
gezogen  werden,  die  die  Curve 
im  Unendlichen  schneidet,  und 
die  Curve  ist  in  jeder 
Richtung  begrenzt  Wir 
w  erden  im  «zehnten  Kapitel  zei- 
gen, dass  ihre  Form  die  in  der 
X  Figur  dargestellte  ist.  Eine 
Curve  dieser .  Glasse  wird  El- 
lipse  genannt. 

*)  Diess  ist  geometrisch  evident,  weil  parallele  Linien  als  solche 
betrachtet  werden  können,  welche  sich  in  unendlicher  Entfernoog 
schneiden. 


Die  drei  Gallungen  der  Kegelschnille.   Arl.  97. 


125 


/ 


2.)  Wenn  a^^  —  «u  d.^^  positiv  ist,  so  sind  die  Wurzeln  der 
Gleichung    «j,   +  2ai2  tan  Ö  +  «22  ^«n^  ö  =  0    reell  und  ver- 
schieden; folglich  giebl  es  zwei  reelle  Werthe  von  ö,  welche  den 
Radius  vector  des  einen  der 
Punkte  unendlich  •tnachen,  wo 
die  Lioie  die  Curvc  schneidet. 
Also  können  in  diesem  Falle 
zwei  reelle  gerade  Linien  dar- 
gestellt durch 

flj,ar2+  2ffi2^y  +  «22 y^  =^  ^ 
durch  den  Ursprung  gezogen 

werden,  die  die  Curvc  im  Un- 
endlichen schneiden. 

Eine  Curve    dieser    Classe 
wird  eine  Hyperbel  genannt 
und  wir  zeigen  im  zehnten  Kapitel,   dass  ihre  Form  die  in  der 
Figur  dargestellte  ist. 

3.)  Wenn  «12^  ""^11^22=^ 
ist,  so  sind  die  Wurzeln  der 

Gleichung  a^^  4*  ^^12  ^^"  ^ 
+  «22  tan^^  =  0  reell  und 
einander  gleich  und  die 
zwei  Richtungen,  in  wel- 
chen eine  gerade  Linie  ge- 
zogen werden  kann,  die  die 
Curve  in  unendlicher  Ent- 
fernung    schneidet,    fallen 

zusammen.  Eine  Curve  dieser  Classe  wird  eine  Parabel  ge- 
nannt und  wir  zeigen  im  elften  Kapitel,  dass  ihre  Form  die  hier 
dargestellte  ist.  Die  gefundene  Bedingung  kann  ausgedruckt  wer- 
den, indem  man  sagt,  dass  die  Curvc  eine  Parabel  ist,  wenn  die 
ersten  drei  Glieder  ihrer  Gleichung  ein  vollständiges  Quadrat  bilden. 
■  "  97.  Es  scheint  nützlich,  die  Ableitung  der  Figur  der  Curvc 
aus  der  Gleichung  hier  folgen  zu  lassen,  ohne  dass  vorher  durch 
Transrormation  diese  Gleichung  auf  ihre  einfachste  Form  redu- 
cirt  worden  wäre.  Die  allgemeine  Wahrheit  der  vorher  gewon- 
nenen Ergebnisse  lasst  sich  in  der  Thal  auch  darthun,  indem 
man  nach  der  im  Art.  16  angegebenen  Art  die  durch  die  Glei- 
chung dargestellte  Figur  construirt.     Wenn  man  y  durch  x  aus- 
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druckt,  so  erhalt  man  wie  in  Art.  89 

Da  nun  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Gleichungen  jede 
Grösse  von  der  Form  o:^  +  px  +  (/  dem  Product  von  zwei 
reellen  oder  imaginären  Factoren  {x  —  a)  {x  —  ß)  äquivalent  ist, 
so  kann  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grosse  io  der 
Form  {a^2^  —  a^^  a^^)  {x  —  a)  {x  —  ß)  dargestellt  werden.  Ist 
daher  «12^ "~  ^'n^'22  negativ,  so  ist  die  Grösse  unter  dem  Wurzel- 
zeichen negativ  und  daher  y  imaginär,  wenn  die  Factoren 
X  —  a,  X  —  ß  entweder  heide  positiv  oder  heide  negativ  sind; 
reelle  Werthc  von  y  werden  nur  für  solche  VVerthe  von  x  ge- 
funden, die  zwischen  a  und  ß  gelegen  sind  und  die  (]urv«  exi- 
stirt  daher  nur  in  dem  zwischen  den  geraden  Linien  xt=:a,  x:=ß 
gelegenen  Räume.  (Vergl.  Art.  10,  Aufg.  3.)  Das  Umgekehrte 
findet  statt,  wenn  a,2^  —  ^'n''22  positiv  ist;  man  erhält  reelle 
Werthe  von  y  für  alle  die  Werthe  von  x^  welche  die  Factoren 
X  —  a,  X  —  ß  entweder  heide  positiv  oder  heide  negativ  mach- 
ten, nicht  aher  für  solche,  die  den  einen  positiv  und  den  andern 
negativ  werden  lassen.  Die  Curv«  hesteht  in  diesem  Falle  aus 
zwei  Zweigen,  welche  im  positiven  und  negativen  Sinne  ins  Un- 
endliche gehen,  aher  .durch  einen  zwischen  den  Linien  x  =  «f 
und  X  ^=^  ß  gelegenen  Raum  getrennt  sind,  in  dem  kein  Theil 
der  Curve  liegt.  Wenn  «12^  — ön«22  den  Werth  Null  hat,  so  ist 
die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  entweder  x  —  ff 
oder  a  —  x;  in  dem  einen  Falle  erhält  man  reelle  Wertlic  vony, 
so  lange  x  grösser  ist  als  a,  und  in  dem  andern,  .so  lang^^  x  klei- 
ner ist  als  a;  die  Curve  bestellt  daher  aus  einem  einzigen  Zweig, 
der  auf  der  rechten  oder  linken  Seite  der  Geraden  x  =  a  sich 
ins  Unendliche  erstreckt. 

Sind  die  Wurzeln  cc  und  ß  imaginär,  so  kann  die  unter  doni 
Wurzelzeichen  stehende  Grösse  stets  in  die  Form 

(rtj2^— rt,,rt22){(^ — >')^+  ^^}  gebracht  werden.  Ist  «12^— «n% 
positiv,  so  ist  diese  Grösse  stets  positiv,  und  gerade  Linien,  welche 
der  Axe  der  y  parallel  sind,  schneiden  die  Gurve  stets.  So 
schneiden  in  der  Figur  der  Hyperbel  im  vorigen  Artikel  gerade 
Linien,  welche  der  A\c  y  parallel  sind,  die  Curve  stets,  während 
Parallelen  zur  Axe  x  cxistiren,  welche  sie  nicht  treffen.  Anderer- 
seits ist  für  den  negativen  Wertli  von   a,2^  —  ön<'22  *^*^  Grösse 


Die  drei  GaUung:en  der  Kegelschniüe.    Ar!.  98.  127 

unter  dem  Wurzelzeichen   immer  negativ  und  die  Gleichung  re- 

präsentirt  keine  reelle  Figur. 

Aufg.  1.  Conslruire  wie  in  Art.  IG  die  Figuren  und  J)eslimme  die 
Gattung  der  durch  folgende  Gleichungen  dargestellten  Giirvcn:  r.  aA.^ 

^a?  +  \xy  +  y2  —  2a;-  7y  —  4  =0.    CTiiifJb.      ^\H\J^^^ 
öa:^  +  4a:y  +  2/'-^  — 5a:  -  2y-19=0.   Ufp«H9«L        XC^^i^-f^ 
4ar«  _|.  4a;y  +  y^  —  5a:  —  2y  —  10=  0.    P.nabcl.  / 

Äufg.  2.     Welches  ist  die  Galtung  der  Curve  für  «j.,  =  0? 
Auß.    Eine  Ellipse  für  gleiche  Vorzeichen  von  a^^  und  a^^  und  eine 
Hyperbel  für  entgegengesetzte  Vorzeichen  dieser  Grössen. 

Aufg,  3.  Man  bestimme  die  Gattung  der  Curve  für  verschwinden- 
des fljj  oder  «22- 

Aufl,  Eine  Parabel,  wenn  zugleich  rtj2==0  ist;  sonst  eine  Hyperbel. 
Wenn  «jj=rO  ist.  so  schneidet  dieAxe  x  die  Curve  in  unendlicher  Ferne 
lind  für  «22  =  0  die  Axe  y, 

Aufg.  4.     Welche  Curve  wird  durch 

^  -  ^  +  fr  -  T  -  ¥  +  1 = « "-«-^«»^^ 

Aufl,  Eine  Parabel ,  welche  die  Axen  in  den  Punkten  x  t=z  a  und 
y  =  ir  berührt. 

98.  Wenn  in  einer  quadratischen  Gleichung  Ax^ +2Bx+C=(} 
der  Coeffieient  B  verschwindet,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der- 
selben gleich  gross  mit  entgegengesetzten  Zeichen.  Dicss  wird 
also  in  der  Gleichung 

(a,jCOs^ö+2öj2Cosösind+a22^'"^^)9^+^('^J3*^ö^^+^2:r*'^"%+''33=^ 
eintreten,   wenn   der  Radius  vector  in  der  durch   die  Gleichung 

^1^  cos  d  -f  «23  sin  9  ==  0  bestimmten  Richtung  gezogen  ist.  Die 
Punkte,  welche  gleichen  und  entgegengesetzten  Wcrlhcn  von  ^ 
entsprechen,  sind  gleicli  weit  entfernt  und  auf  entgegengesetzten 
Seiten  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten;  die  durch  die  Glei- 
chung 0,30:  +  «23^  =  0  dargestellte  Sehne  wird  also  im  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  halhirt.  Dupch  jeden  Punkt 
kann  somit  im  Allgemeinen  eine  Sehne  der  Curve  so 
gezogen  werden,  dass  sie  im  Anfangspunkt  halhirt 
wird. 

99.  Es  giebt  jedoch  einen  Fall,  in  welchem  mehr  als  eine 
Sehne  der  Curve  durch  den  gegebenen  Punkt  gezogen  werden 
kann,  welche  in  ihm  halhirt  wird.  Wenn  in  der  allgemeinen 
Gleichung  a,3=0,  «23=^  ist,  so  hat  die  Grösse  rt,3cosö  +  rt23sln$ 
den  Werlh  Null,  unabhängig  von  dem  V^erthe  von  ö  und  wie  im 
letzten  Art.  ^rd  erkannt,  dass  dann  jede  durch  den  Anfangs- 
IMinkl   der    (^loordinaten    gezogene  Gerade   in   ihm   halhirt  wird. 
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Der  Anfangspunkt  wird  dann  das  Centrum  der  Curvc  genannt. 
Nun  kann  man  im  Allgemeinen  durch  Transformalion  der  Glei- 
chung zweiten  Grades  zu  einem  neuen  Anfangspunkt  den  Coeflß- 
cienten  0,3  und  a^^  derselben  den  Wertb  Null  geben.  Dean  wenn 
man  die  im  Art.  93  gegebenen  VVerthe  für  das  neue  «j3  und  c.,^ 
gleich  Null  setzt,  so  findet  man,  dass  die  Coordinaten  des  neuen 
Anfangspunktes  den  Bedingungen  «n  a:'  +  «12  y  +  «18=^» 
«12^'  +  «22  y'  +  «23  =  ^  genügen  müssen.  Diese  Gleichungen 
sind  hinreichend  zur  Bestimmung  von  oc'  und  y  und  da  sie  linear 
sind,  so  können  sie  nur  durch  einen  Werth  von  x'  uüd  y  ht- 
friedigt  werden,  d.  b.  ein  Kegelschnitt  besitzt  im  All- 
gemeinen nur  ein  Centrum.  Die  Coordinaten  desselben 
werden  gefunden,  indem  man  die  vorigen  Bedingungsgleichungen 

auflöst  und  sind  daher  a:' =  "^^f^-^^^^,  ^j^^ji^^-^xtßn, 

«12    —«11  «22  «u    —  «l|ö« 

Für    die   Ellipse    und    Hyperbel    ist    nach   Art.    96    die   Grösse 

^n  — «11^22  ^^^^^  endlich,  für  die  Parabel  ist  a^^ — aj,«22=^^ 
und  die  Coordinaten  des  Centrums  sind  unendlich  gross.  Die 
Ellipse  und  Hyperbel  sind  deshalb  wohl  zusammen  als  Central- 
en rven  bezeichnet  worden,  während  die  Parabel  eine  Curve 
ohne  Zentrum  genannt  worden  ist. 

Der  Anfänger  muss  jedoch  dabei  sich  erinnern,  dass  genau 
gesprochen,  jede  Curve  des  zweiten  Grades  ein  Centrum  hat,  ob- 
gleich in  dem  Fall  der  Parabel  dieses  Centrum  in  einer  unend- 
lichen Entfernung  gelegen  ist. 

100.  Den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen.zu  fin- 
den, die  bei  einer  Curve  des  zweiten  Grades  einer  ge- 
gebenen geraden  Linie  parallel  sind. 

Wir  sahen  (Artikel  98),  dass  eine  Sehne  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  in  ihm  halbirt  wird,  wenn  öjacosö-t-aj^shi^^^ 
ist.  Verlegen  wir  nun  den  Anfangspunkt  nach  irgend  einem  an- 
dern Punkte,  so  erhellt  in  derselben  Art,  dass  eine  zu  jener  pa- 
rallele Sehne  in  dem  neuen  Anfangspunkt  halbirt  wird,  wenn  die 
Summe  der  Producte  des  neuen  CoefGcienten  a^^  in  cos  9  und 
des  neuen  Cocfficienten  n^.,  in  sin  ö  gleich  Null  Ist,  oder  (Art.  93) 

wenn  cos  0  («iia:'-f-  «j.^y  +  «13)  +  sin  ö  («12^'+  ^nV  '^  ^2^  ^^^ 
ist.  Diess  ist  daher  eine  Relation,  welcher  durch  die  Coordina- 
len  des  neuen  Anfangspunktes  genügt  werden  muss,  wenn  der- 
selbe  der  Mittelpunkt  einer   Seliue  sein  soll,   die   den  Winkel  $ 
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mit  der  Axe  x  einschhesst.    Also  muss  der  Mittelpunkt  irgend 
einer  zu  ihr  parallelen  Sehne  in  der  geraden  Linie 

cos  ö  (aii«  +  «12^  +  «is)  +  sin  $  (a^^a:  +  a^zP  +  «23)  =  ^ 
liegen  und  diese  ist  somit  äer  verlangte  geometrische  Ort. 

Jede  gerade  Linie,  die  ein  System  von  parallelen  Sehnen  einer 
(iiirve  halbirt,  wird  ein 
Durchmesser  dersel- 
ben genannt,  und  die 
Sehnen,  welche  er  hal- 
Hrt,  heissen  seine  Or- 
dinalen. 

Die  Form  der  Glei- 
chung zeigt  (Artikel  40), 
dass  jeder  Durchmesser 
durch  den  Durchschnitt 
der  zwei  geraden  Linien 
gehen  muss,  welche  die 

Gleichungen  aj^a;  +  «12^  +  ^13  =  Ö»  ^^12^.  +  ^22 y  +  *23  ^^  ^ 
darstellen;  diess  aber  sind  die  Gleichungen,  durch  welche  in 
Artikel  99  die  Coordinaten  des  Centrums  bestimmt  wurden  und 
man  erkennt,  dass  jeder  Durchmesser  durch  das  Cen- 
trum  der  Curve  geht.  Für 
die  Werthe  von  0  gleich  Null 
und  gleich  90^  erhellt  aus 
der   obigen   Gleichung,   dass 

«11«  +:  f^nP  +  «13  =  0 
die  Gleichung  des  Durchmes- 
sers ist,  welcher  die  zur  Axe  x 
parallelen  Sehnen  halbirt,  und 

ebenso  Ojj  a;  +  Ö22 1/  "t"  «23^^  ^ 
dieGleichung  desjenigenDurch- 
messers,  der  die  zur  Axe  y 
parallelen  Sehnen  halbirt '^j. 


*)  Die  Gleichung  des  Art.  97,  die  von  der  Form  «»^=3— .(a„a?-l-/i^)J:Ä 
ist,  wird  am  leichtesten  construirt,  indem  man  zuerst  die  gerade  Linie 
fljja:  -f-  Ogfi/  +  «ta  =  0' darstellt  und  dann  in  jeder  Ordinate  MP  der- 
selben über  und  unter  P  Strecken  PQ,  PQ'  abtragt,  welche  gleich  H 
sind;  daraus  erkennt  man,  dass  ö^a:  -J-  «2«^  +  ^^13=^^  i^^^  dieser 
Ordinaten  halbirt. 


SaliDon,   Anal.  Geom.  d.  KpfCf'lsrhn.  2.  Aufl« 
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«II  _  «12 


Für  die  Parabel  ist  ai2'^=«n«22  ^*^'*'^        =  -  *,also  die  ge- 

«12  «22 

rade  Linie  a^^x  +  ff,.»y  +  0|3=0  der  Geraden  fl|.)ir+  023^+  023=0 
parallel;  daher  sind  alle  Durchmesser  der  Parabel  ein- 
ander parallel.     Ebendicss  folgt  indessen  schon  aus  der  Notli- 

wendigkeit,  dass  alle  Durch* 
messer  eines  KegelschiuUs 
durch  das  Centrum  de^el- 
ben  gehen  und  daraus,  dass 
im  Falle  der  Parabel  eben 
diess  Cenlrum  unendlich 
entfernt  ist ;  denn  parallele 
Gerade  können  als  solche 
betrachtet  werden,  die  sich 

TT 

-        in  einem  unendlich  entfern- 


/ 

-Js 

/  ten  Punkte  schneiden*). 

Das  vertraute  Jieisjtiei  des  Kreises  reicht  hin,  dem  Anlangcr 
die  Natur  der  Durchmesser  der  Curven  zweiten  Grades  zu  er- 
läutern.  Er  muss  nur  bemeiken,  dass  die  Durchmesser  nicht  im 
Allgemeinen,  wie  im  Fall  des  Kreises,  ihre  Ordinalen  unter  rech- 
ten Winkeln  durchschneiden.  In  der  Parabel  z.  D.  wo  die  Rirli- 
tung  der  Durchmesser  unveränderlich  ist,  kann  die  der  Ordinaten 
jede  beliebige  sein  und  der  Winkel  zwischen  beiden ,  je«len  mög- 
lichen Werlh  annehmen. 

101.  Die  Durchmesser  der  Parabel  haben  dieselhe 
Richtung,  wie  die  geraden  Linien  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten,  welche  die  Curve  in  unend- 
licher Entfernung  schneiden. 

Denn  die  Linien  durch  den  Ursprung,  welche  die  Curve  iu 
unendlicher  Entfernung  schneiden,  sind  (Art.  95)  durch  die  Glei- 
chung   «,^ar''+  2ny^xy  +  ^^22//^  =  ^»    oder'  indem    wir  fnr 

'*']  Wenn  ein  Theil  des  Kegfclschnitts  genau  verzeichnet  ist,  so  kson 
man  sein  Centrum  nnd  seine  Gattung  nach  dem  Vorigen  bestiminea. 
Denn  je  zwei  parallele  Sehnen  bestimmen  durch  ihre  Halbirungspankte 
einen  Durchmesser;  in  derselben  Art  erliUlt  man  durch  swei  andere 
parallele  Sehnen  einen  zweiten  Durchmesser.  Sind  beide  Durchmesser 
parallel,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel;  schneiden  sie  sich  anf 
der  concaven  Seite  des  Curvenbogens.  so  ist  er  eine  Ellipse  und  im 
entgegengesetzten  Falle  eine  Hyperbel. 
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iijo  seinen  Werlli  ^(«11022)  schreiben,  (xya^^  +^^«22)^  =  ^ 
!  aasgedrückt.  Aber  die  Durchmesser  sind  nach  dem  letzten  Arti- 
I  kel  parallel  zu  a^a:  +  0^2^  =  ^>  welches,  wenn  wir  für  «,2 
I  denselben  Werth  schreiben,  sich  auch  auf  ar^«j,  +  yYa^^^^^O 
I  reducirt.  Also  schneidet  jeder  Durchmesser  der  Parabel  die  Curve 
'    in  einem  unendlich  entfernten  Punkte  und  kann  daher  nur  einen 

cndHcben  Punkt  mit  ihr  gemein  haben. 

I  102.  Wenn  zwei  Durchmesser  eines  Kegelschnittes 

!  so  liegen,  dass  einer  von  ihnen  alle  zu  dem  andern 
parallele  Sehnen  hnlbirt,  so  halbirt  auch  der  zweite 
alle  Sehnen,  welche  dem  ersten  parallel  sind. 

Die  Gleichung  des   Durchmessers,  welcher  die  Sehnen  hal- 
'    lürl,  welche  einen  Winkel  ö  mit  der  Axe  x  bilden,  ist  nach  Art.  100 

{«„a:  +   öjjy  +   <*j»)   +  («12^  +  «22^  +  «2.0  ^au  Ö  =  0. 
Nach  Art,  21  ist  für  den  Winkel  ^\  welchen  diese   Gerade  mit 

der  Axe  x  bildet,   tan  ö'  =  —     **  - — ^^ —  .,  oder  es  ist 

«12  +  «22  '^"  ^ 
fl,2  tan  ö  tan  ö'  +  a,2  (tan  ö  +  lan  ö'J  +  a^^  =  0.  Die  Symme- 
trie dieser  Gleichung  in  Bezug  auf  9,  V  zeigt  an,  dass  die  Seh- 
nen, welche  mit  der  Axe  x  den  Winkel  ^'  bilden,  ihrerseits  von 
einem  Durchmesser  halbirt  werden,  der  mit  der  Axe  x  den  Win- 
kel ^  einschliesst. 

Zwei  Durchmesser»  die  so  auf  einander  bezogen  sind,  dass 
jeder  die  zu  dem  andern  parallelen  Sehnen  halbirt,  heissen  con- 
jugirte  Durchniesser '^j. 

Ist  in  der  allgemeinen  Gleichung  a^^  =  0,  so  sind  die  Axen . 
zu  einem  Paar  conjugirter  Durchmesser  parallel. 

Denn  der  Durchmesser,  welcher  die  zur  Axe  der  x  parallelen 
Sehnen  halbirt,  wird  in  diesem  Falle  a^^x  +  a^^  =  0  und  daher 
ZttfAxe  der  y  parallel;  in  gleicherweise  wird  der  Durchmesser, 
welcher  die  zur  Axe  der  y  parallelen  Sehnen  halbirt,  in  diesem 
Falle  «22  y  +  «23  =  Ö  ""^  daher  zur  Axe  der  x  parallel. 

103.  Wir  haben  bemerkt,  dnss  die  Ordinaten  eines  Durch- 
messers oder  der  ihm  conjugirte  Durchmesser  im  Allgemeinen 
nicht  rechtwinklig  zu  ihm  stehen  und  untersuchen  daher  jetzt  die 

*)  Nnr  die  CentrAlcurven  können   conjugirte    Durclimesscr   hnben, 
weil  bei  der  Parabel  die  Ridiinn^  aUer  Dnrchmesspr  dieselbe  ist. 
i  9* 
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Frage,  welchen  Bedingungen  ein  Paar  conjugirte  Durchmesser  ge- 
nügen müssen,  wenn  sie  sich  rechtwinklig  durchschneiden  sollen. 
Für  zwei  zu  einander  rechtwinklige  conjugirte  Durchmesser 

hat  man  nach  Art.  25    lau  ö'  = g,  zur  Bestimmung  TonS 

also  aj2  ^^"'  ^  +  (^11  —  «2?)  ^"  ^  —  «12  =  ^»  ®*"^  quadratische 
Gleichung,  a^2  si»^  ^  +  («n  —  «22)  ^^"  öcos  Ö  —  0,2  cos^  ö  =  0  er- 

gieht  «^2cos2ö— ^— ^22  gj^  2Ö  =  0,  also  tan  2g  =     "     ^'     • 

Ist  für  die  betrachtete  Curve  zweiten  Grades  gleichzeitig  a,2  =  0, 
a,j  =  ^22»  so  ist  tan  2$  eine  unbestimmte  Grösse,  d.  h.  jeder 
Durchmesser  der  Curvc  ist  rechtwinklig  zu  dem  ihm  conjngirten; 
die  besondere  Curve  zweiten  Grades,  die  man  so  erhält,  ist  der 
Kreis. 

Geht  man  für  die  Gleichung  r/^2^^"^^+(^ii"~^22)^*"^~"''i2==^ 
zu  den  Coordinaten  x  und  y  zurück,  indem  man  g  cos  ^  und 
Q  sin  $  durch  x  und  y  in  der  mit  q^  multiplicirten  Gleichung  er- 
setzt, so  erhält  man  «123^^  —  («n  —  «22)  ^y  —  ^u^^  ^^  ^* 
nach  Art.  87  die  Gleichung  von  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Geraden  und  erkennt  daraus,  dass  jeder  Kegelschnitt  mit 
einem  Centrum  zwei  und  nur  zwei  zu  einander  recht- 
winklig conjugirte  Durchmesser  hat.  Wir  nennen  die- 
selben die  Axen  der  Curve  und  die  Punkte,  in  denen  sie  die 
Curve  schneiden,  die  Scheitel  derselben.  Die  Entwickeluogen 
des  Artikel  88  zeigen  überdiess,  dass  die  Gleichung  ^  Axen  mit 
der  Gleichung  dei^enigen  beiden  geraden  Linien  übereinstimmt, 
welche  den  innern  und  äussern  Winkel  zwischen  den  beiden 
durch  die  Gleichung  a^^x'^  -|-  2aj2^y  +  ^22^^  ^==  ^  reprasen- 
tirten  Geraden  halbirt.  Wir  haben  im  Artikel  95  gesehen,  dass 
jede  dieser  beiden  geraden  Linien  die  Curve  in  einem  unendlich 
-entfernten  Punkte  schneidet  und   überdiess  in   einem  Punkte  in 

der  Entfernung    g  =—  ,^,^1^     -„^n  vom  Anfangspunkt 

Z  (0^3  cos  V  "t"  ^23  ^'^  V 

der  Coordinaten.  Ist  dieser  Anfangspunkt  das  Centrum  der  Curve, 
so  sind  (Artikel  99)  013  =  0,  «23  ^=  ^»  ^'  ^-  ^^^  Radius  vector 
auch  des  zweiten,  sonst  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Schnitt- 
punktes wird  unendlich.  Durch  das  Centrum  der  Curve  können 
demnach  zwei  gerade  Linien  gezogen  werden,  welche  die  Gurre 
in   zwei  zusammenfallenden  Punkten  in  unendlicher   Entfernung 
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IrefTea.  Sie  werden  die  Asyniplolen  der  Curve  genannt  und 
siod  reell  im  Falle  der  Hyperbel  und  imaginär  im  Falle  der 
Ellipse. 

Nach  dem  Vorigen  sind  die  Axen  der  Curve  diejeni- 
gen Durchmesser  derselben,  welche  die  von  ihren 
Asymptoten  gebildeten  Winkel  halbiren,  und  sie  sind 
reell,  gleichviel  ob  die  Asymptoten  reell  oder  imaginär  sind"^).  ... 

104.  Wenn  in  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Xürades 
a^  cz:  0  ist,  so  ist  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ein  Punkt 
der  Curve,  weil  die  ihm  entsprechenden  Werthe  x  =  0,  y  ==  0 
der  Gleichung  genügen "^^j.  In  Uebereinstimmung  damit  ist  eine 
der  Wurzeln  der  entsprechenden  quadratischen  Gleichung 
(ajj  cos^ö  +  2  öijcos  ö  sin  ö  +  «22  sin^ö)  ?^  +  2  («13005  ö  +  «33  sin  $)^  =  0 
immer  ^  =  0.  Die  zweite  Wurzel  ist  ebenfalls  ^  =  0,  wenn 
0,3  cos  0  +  »23.  sin  ^  =  0  ist,  d.  h.  in  diesem  Falle  schneidet  der 
Radius  vector  die  Curve  im  Anfangspunkt  in  zwei  zusammen- 
falleoden  Punkten.  Die  Multiplication  der  Gleichung  mit  q  gicbt 
wegen  q  cos  ö  =  ät,  q  sin  0  =  y  in  0,3 x  +  a^^^y  =  0  die 
Gleichung  der  geraden  Linie,  welche  mit  der  Curve  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  zwei  unendlich  nahe  benachbai*te  Punkte 
gemein  bat.  Man  nennt  eine  solche  gerade  Linie ,  welche*  zwei 
unendlich  nahe  Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat,  eine  Tan- 
gente derselben  und  die  Vereinigung  dieser  Punkte  den  Berüh- 
rungspunkt. 

ÄufgJ.  Der  Punkt  (1,  1)  ist  in  der  Curve 

-  3a;2  —  ^xy  +  2y'^  +  1  x  —  by  —  ^  =  0\ 
Iransformire  die  Gleichung  zu  parallelen  Axen  durch  diesen  Punkl  und 
Cnde  die  Gleichung  der  Tangente  in  ihm. 

Aufl.  Sie  ist  9  a;  —  5f/  =  0  bezogen  zu  den  neuen  Axen  und 
9  (x  —  1)  —  b  [y  —  1)  =  0  bezogen  auf  die  alten. 

Durch  dasselbe  Verfahren  kann  man  die  Gleichung  der  Tan- 
gente in  einem  beliebigen  Punkte  x  y   bestimmen. 

V^^enn  man  zu  parallelen  Axen  durch  den  Punkt  xy  trans- 
fonnirt,  so  vei-schwindet  «33'  nach  dem  Vorigen  und  die  Gleichung 
der  Tangente  ist  a^r^x  -f  a^^^y  =  0  in  Bezug  auf  die  neuen 


*)  Vergl.  die  Schlussbemerkung  des  Art.  88. 

**)  Der  nämliche  Grund  beweist,  dass  die  durch  eine  Gleichung  von 
beliebigem  Grade  repräsent irte  Curve  den  Anfangspunkt  der  Coordina- 
ten enthält,  wenn  sie  kein  absolutes  Glied  besitzt. 


l 
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oder  ö|:,'  (jo  —  o;')  +  «.,/  (^  ""  y)  =  ^  "*  Bezug  auf  die  allen 
Äxen,  also  nach  de«  Wcrllien  von  «/jj',  003'  ^^  -^•'^  ^^ 

fa:  —  a:')  («,, a;'  +  ö,oy'  +  «la)  +  (!/—«/')  («12^*'  +  «22^'  +  «23)=^' 
Addirt  man  auf  beiden  Seilen  die  Idenlilät 

so  erhält  man  die  einfachere  Form 

(a,ia;'+«i2y'+öi3)a;+(a|2«^'  +  «22/+«23)y+^i3^'+«23y'+«33=Ö 
oder    .  ' 

Die  nämliche  Gleichung  wird  erhalten^  indem  man  <Ue  Glei- 
chung der  Verbindungslinie  zweier  einander  unendlich   nahe  ge- 


legenen Punkte  X  y,  x"t/'  der  Curve  ?  =  — r,  IhIiIi'L 

•^  X  —  X  X  —  X 

Wenn  die  Punkte  xy\  x  y'  in  der  Curve  zweiten  Grades  liegen, 
so  gelten  die  Relationen 

aiiic'2  +  2a|2a;V+  HiV^  +  2ö,3ic'  +  "^iiy^y  +  «33  =  0, 
^\\^'^  +  •  •  ♦  +  «33  =  0  und  liefern  durch  Subtraction 

«II  (^'^  —  ^"^)  +  2  aj2  [^'y—^"y')  +  «22  (y'^ — /^)  +  2  «13  (^'-^  j") 

+  2^23  [y  —yl  ^  0; 

diess  geht  durch  Division  mit  {x  •—  x')  über  in 

y  +  •^"  h — V')  +  ^'22  {y  +  y')  -r-—" 

+  2«,,  +  2  «.,3  ^ .  -"  •^,.  =  0  imd  giebt  für  K-Kr  den  Werlh 
'■^  -'^  »T  --  a;  a;  —  x 

-  ^^i  i^,^  +  ^1^1+ fj^ +-4^,  also  für  das  Zusammenfallen 
«22  (y   +  y  )  +  2rt,2a;   +  2«23 

von  X  y   mit  a;"?/"  die  Gleichung  der  Tangente 

•^^  =  -  '''L^!+-"^:^<"J^'lil.  welche  auf  die  vorige  Form 

X  —  X  «12  a;   +  «22  y      »     ^23 

zurückkommt. 

Aufg,  2.     Mau  bestimme  die  Tangente  iu  (2 ,  1)  zu 

3a;2  +  4a;y  +  Ö?/^  —  7a;  —  8y  —  3  =  0. 
Auß.     9  a:  +  lOy  =  28. 

105.   Man  kann  die  Gleichung  der  geraden  Verbindungslinie 
von  irgend  zwei  Punkten  der  Curve 

«1 1  ^'^  +  2  f/ j .^ a; //  +  «22  y^  +  2  </i 3  a:  +  2  a.>3 y  +  «33  =0  in  der  Form 

«,i(a;  — u')  [x  —  x)  +  2aj.,  [x  —  x)  (y—y)  +  «22 (y-/)  (y-^' 

=  «jia:^  +  2ai2^'y  +  «22^^  +  2ai3a:  +  2a23y  +  ^ 

schreiben,  in  welcher  die  GUeder  vom  zweiten  Grade  m  x  und  y 
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sich  gegenseilig  aulhebeii  und  die  oflenbar  durch  die  Coordinaten 
der  beiden  Punkte  x  y,  x'  y"  befriedigt  wird.  Indem  man 
X  =  X,  y'  =  y  Si4zl,  erhält  man  die  Gleichung  der  Tangente 
in  der  Form     <t\{[x  —  x)^  +  2«,2(^  —  ^')(y  — y)  +  ^^i^V'^vY 

=  «n  a;2  +  2  «12  a:y  +  «22  y'*^  +  2  öfi3  a;  +  2  «23^  +  «33 
oder  2ö,,a:'a;+  '^(i\'i{xy  + y  x)'\'2a.j2yy  +  ^a\iX  -1-2023^  +  033 
=  «11  x^  +  2aj2^  y  +  ^^22 y^*  Addirt  man  endlich  beiderseits 
die  tjfieder  20,30:'  +  2^23/7'  +  «33  und  beachtet,  dass  x,y  der 
Gieichinig  der  Curve  genügen  müssen,  so  fmdet  man  die  vorige 
yom\a^^xx+a^.,{xy'-)ryx)+a.,.,yy+a^^{x+x^^ 
Mau  bemerke,  dass  dieselbe  aus  der  Gleichung  der  Curve  hervor- 
geht, indem  mian  die  Grössen  a;^  y^  2a:y  durch  xx,  yy   und 

[^'y  +  yx)  sowie  2x  und  2y  durch  x  +  x\  y  +  y   ersetzt. 

Aufg.     Man  bestimme  die  Gleichungen  der  Tangculeu  der  Curven 
xy  =  «33*^  und  y^  =z  px. 

Aufl,     X  y  +  y  X  =-  2  «33^  und  2y'y  =/?  (a:  +  x), 

lfJ6.    Die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente 

drückt  eine  Relation  aus,  welche  zwischen  den  Coordinaten  xy 
eines  beliebigen  Punktes  der  Tangente  und  denen  des  Beruhrungs- 
{muktcs  xy  besteht.  Wenn  wir  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes als  unbekannt  und  die  eines  Punktes  der  Tangente  ausser 
ibm  als  bekannt  ansehen,  so  wird  diess  durch  den  Wechsel  der 
Indiens  ausgedrückt;  aber  wir  bemerken,  dass  die  vorige  Glei- 
chung, als  nach  X,  y  und  x\  y  symmetrisch , dadurch  gar  nicht 
verändert  wird*).  Dieselbe  Gleichung  also,  welche  für  x  y  als 
einen  in  der  Curve  gelegenen  Punkt  die  Tangente  der  Curve  in 
diesem  Punkte  darstellt,  repräsentirt  für  xy  als  einen  nicht  in 
der  Curve  gelegenen  Punkt  eine  gerade  Linie,  welche  durch  die 
Berührungspunkte  der  reellen  oder  imaginären  Tangenten  hin« 
durchgeht,  die  sich  von  x  y  an  dieselbe  ziehen  lassen.  Diese 
Linie  wird  die  Polare  des  Punktes  xy  \\x  Bezug  auf  die  Curve 
zweiten  Grades  genannt.  Der  Punkt  xy  heisst  ebenso  der  Pol 
dieser  Geraden.   Wenn  wir  Xy  y  für  Xy  y  in  die  Gleichung  der 

-         I  I     ■■  II  ^M  I 

*)  Wenn  die  Gleichung  der  Tangente  einer  Curve  im  Punkte  x  y 
ist  xx^  +  yy^  =:  r*,  so  liegen  die  Berührungspunkte  der  von  einem 
beliebigen  Punkte  xy  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten  in  der  Curve 
X3^  -[-  y'y*  =  ^*  ^^^  i^  <1®™  Falle  der  Curven  zweiten  Grades  ist 
die  Gleichung,  welche  den  Ort  der  Berührungspunkte  bestimmt,  von 
derselben  Form  mit  der  Gleichung  der  Tangente. 
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l^olare  subslituiren ,  so  erhallen  wir  das  nämliche  Resiillat,  wie 
durch  Substitution  derselben  Werthe  in  die  Gleichung  derCurve; 
diess  SubstitutionsresuUat  verschwindet  also,  wenn  x' y  in  der 
Curvc  selbst  liegt.  Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  geht  nur  dann  durch  diesen  Punkt,  wenn  derselbe 
in  der  Curve  liegt;  die  Polare  desselben  ist  dann  die  Tangente 
der  Curve  in  diesem  Punkte.  Da  die  Berührungspunkte  der  von 
x'y  ausgehenden  Tangenten  die  Durchschnittspunkte  einer  gera- 
den Linie  mit  der  Curve  sind,  so  folgt  nach  Art.  94,  dass  durch 
irgend  einen  Punkt  xy  zwei  reelle,  zusammenfallende  oder 
imaginäre  Tangenten  an  die  Curve  gezogen  werden  können*]. 
Zusatz.    Die  Polare  des  Anfangspunkts  der  Coordinaten  hat 

die  Gleichung  «430;  +  «23  y  +  ^33  =^  ^* 

Diese  Linie  ist  offenbar  der  Sehne  a^^x  +  «33!/  =  0  pa- 
rallel, welche  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten  halbirt  wird 
(Art.  98)  und  diese  letztere  ist  eine  Ordinate  des  durch  den  An- 
fangspunkt gehenden  Durchmessers.  Also  ist  die  Polare  irgend 
eines  Punktes  den  Ordinalen  des  durch  ihn  gehenden  Durch- 
messers parallel  und  insbesondere:  Die  Tangente  im  Endpunkt 
eines  Durchmessers  ist  parallel  den  Ordinaten  dieses  Durchmes- 
sers. Und  da  in  dem  Falle  der  Centraicurven  die  Ordinalen 
irgend  eines  Durchmessers  djem  zu  ihm  conjugirten  Durchmesser 
parallel  sind,  so  erkennen  wir,  dass  die  Polare  eines  Punktes  in 
einem  Durchmesser  einer  Centraicurve  zu  dem  conjugirten  Durch- 
messer parallel  ist. 

107.  Die  Gleichung  der  Curve  zweiten  Grades  in  Polar- 
coordinaten 

(a,iCOs^+2ai2Cosösinö-f-a.,2sin^ö)^^+2(ai3Cosd+a23sind)^+a33=0 
(Art.  95)  fuhrt  zu  den  nämlichen  Resultaten,  wenn  man  nach  den 
Punkten  fragt,  in  welchen  der  Radius  vector  zwei  zusammeu- 
fallende  Punkte  mit  der  Curve  gemein  haL  Die  in  ^  quadratische 
Gleichung  besitzt  zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn 
(«J3  CO8Ö  +  «23  sin  ö)2  =  «33(011  cos^9  +  2  «12  cosö  sinö  +  a^j  sin*  0) 
ist;  man  erhält  also  zwei  Werthe  von  ö,   d.  h.  zwei  reelle,  zu- 


*)  Man  sagt  von  einer  Curve,  sie  sei  von  der  n^*  Classe,  wenn 
durch  irgend  einen  Pankt  n  Tangenten  an  die  Carve  gezogen  werden 
können.  Ein  Kegelschnitt  ist  nach  den  nun  gewonnenen  Resultateo 
eine  Curve  zweiten  Qrades  und  zweiter  Classe.  Bei  höheren  Corven 
stimmen  in  der  Regel  Grad  und  Classe  nicht  überein. 
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sammenfaliende  oder  imaginäre  Tangenten  der  Curve,  die  vom 
Coordinatenanfangspunkt  ausgehen. 

Hulüplicirt  man  die  gefundene  Bedingungsgleichung  mit  q'^, 
und  ersetzt  man  q  cos  $  und  q  sin  0  durch  x  und  t/,  so  erhält  man 
die  Gleichung  dieses  Tangentenpaars  in  der  Form 

Stellt  man  endlich  die  Bedingung  für  die  Gleichheit  der  Wurzeln 
för  diese  Gleichung  auf,  so  erhält  man 

Kl  «33  —  «13^)  K2Ö33  —  «23^)  =  («33  «12  —  «13 «23)^      odcr 
Ö33(«ll«22«33  +  2a23«13«12  «11«23^—  «22«13^  —  «33«t2^)  =  ^J 

().  h.  die  beiden  vom  Coordinatenanfangspunkt  ausgehenden  Tangen- 
ten fallen  zusammen  für  a.^^=0,  d.  i.  wenn  dieser  Punkt  der  Curve 
angehört;  oder  irgend  ein  Punkt  in  der  Curve  ist  als  der  Durch- 
scbnittspunkt  von  zwei  zusammenfallenden  Tangenten  der  Curve 
anzusehen,  ebenso  wie  jede  Tangente  als  die  Verbindungslinie 
von  zwei  zusammenfallenden  Punkten  erklärt  worden  ist.     Aber 

auch  für  aiia23^  +  Ö22«13^  +  «33«12^  — «11«22«33  — 2ö23«13«J2  =  Ö' 

(I.  h.  wenn  die  Curve  auf  ein  Paar  von  geraden  Linien  degenerirt 
(Art.  89),  so  ist  die  einzige  Gerade,  die  sie  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  schneiden  kann,  die  nach  dem  Durchschnittspunkt 
dieser  geraden  Linien  gezogene,  oder  beide  an  eine  solche  Curve 
zweiten  Grades  gehende  Tangenten  fallen  mit  dieser  Linie  zusammen. 
Der  Werth  der  unter  obiger  Bedingung  vorhandenen  gleichen 
Wurzeln  von 

\     (OjjCOS^d+2a,jCOsdsiuö+«22Sin^^)^^+2(ö,3  cos  0+023  S"*^)9+«33^=^^ 

ist  p  = ;— ^^ r— .,  oder  es  gilt  für  die  Berührungs- 

ÖJ3  cos  9  +  «23  sin  ö 

punkte  die  Relation   q  («13  cos  0  +  a^.^  sin  $)  +  «33  =  0  oder  im 
'    Uebergange  zu  Parallelcoordinaten  «,30:  -J-  «33 y  +  «33  =  Ö;  es 
ist  dieselbe  Form  der  Gleichung    der  Polare    des   Coordinalen- 
I    anfangs,  die  oben  schon  gefunden  ist.    Es  sei  hier  nur  noch  be- 
merkt, dass  für  den  Anfangspunkt  als  Centrum  der  Curve  wegen 
(ij3  =  0,   ÖJ3  =  0  die  Gleichung  der  Polare  auf  «33  =  0  re- 
I    ducirt  wird,  welches  nach  Art.  68  die  unendlich  entfernte  gerade 
;    Linie    bezeichnet;     und    dazu    erinnert    an    das    Ergebniss    des 
Art,  103,  wonach  vom  Cenlrum  der  Curve  zwei  gerade  Linien  ge- 
zogen werden  können,   die  die  Curve  in  unendlicher  Ferne  be- 
rühren:   Die  Polare   des    Centrums  —  die   unendlich   entfernte 
Gerade  —  ist  die  Berührungssehne  der  Asymptoten. 


L 
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108.    Die  all^'emeine  Gleicliinijj  des  Art.  106 

lässl  einige  wiclitigc  Eigenschaflcii  der  Pole  und  Polaren  erken- 
nen. Wenn  ein  Punkt  A  in  der  Polare  von  B  liegt,  so 
liegt  auch  B  in  der  Polare  von  A,  Denn  die  Bedinguiig, 
unter  welcher  der  Punkt  x'tj'  in   der  Polare  von  x'y  liegt,  i>l 

«11  ^V'+  rt,2(.i;y'+  yV')+ rt22yV'+  «i3(^'-h^")+«23(y'+i^")+fl33=^^ 

und  dieselbe *Forniel  ist  auch  die  Bedingung,  unter  welcher  der 
Punkt  .r'y  in  der  Polare  von  a:"y '  ''^g^-  ^'**"  ^3""  diesen  Salz 
auch  so  aussprechen:  Wenn  die  Polare  von  B  durch  eiDeii 
festen  Punkt  A  geht,  so  ist  der  Ort  von  B  die  Polare 
von  A\  oder  die  Polare  eines  Punktes,  der  längs  einer 
geraden  Linie  fortschreitet,  dreht  sich  um  eiueu 
festen  Punkt,  den  Pol  dieser  Geraden.    Die  Gleichiuigsform 

(Art.  104)  lässt  diess  in  Erinnerung  an  Art.  51  direct  erkennen. 
Dem  Vorigen  entspricht  die  Umkehrung:  Der  -Pol  einer  Ge- 
raden, welche  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht,  be- 
schreibt eine  gerade  Linie,  die  Polare  dieses  Punktes. 
Ferner:  Der  Durchschnitlspunkt  von  zwei  geraden  Li- 
nien ist  der  Pol  der  Geraden,  welche  ihre  Pole  ver- 
bindet und  umgekehrt:  Die  gerade  Verbindungslinie 
von  zwei  Punkten  ist  die  Polare  des  Durchschnitts- 
punktes der  Polaren  dieser  Punkte.  Denn  wenn  man  in 
der  Polare  von  A  zwei  beliebige  Punkte  wfddt,  so  durchschneiden 
sich  ihre  Polaren  in  A, 

Man  beweist  ferner  den  Satz:  Wenn  zwei  aus  einem 
Punkte  0  gezogene  Gerade  eineCurve  zweiten  Grades  1 
je  in  zwei  Punkten  schneiden,  so  liegen  die  Durch- 
schnittspunkte P  und  p  der  beiden  andern  Paare  vou 
Geraden,  welche  diese  Schnittpunkte  verbinden^  in 
der  Polare  von  0.  Wenn  die  beiden  festen  Geraden  die  Oior- 
dinatenaxen  sind  und  in  ihnen  durch  den  Kegelschnitt  die  .4b- 
schnitte  l,  k\  }i^  ii    bestimmt  werden,  so  sind 


X 

X 

X 


+  ^'-1  =  0, 


,.  +  ^.  -  1  =  0; 


.  +  ^  -  1  =-  0,    f  +  y,  _  1  =  0 

Au  Au 
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die  Gleichungen  der  beiden  IVtaie  von  Geraden,  welche  jene 
Ptinkle  verbinden.   Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  von  Pnnd  Q 

ist  aber  dann  r  +  t7  +  —  +  /  —  2  -~  0;  denn  diese  Gerade 
geht  nach  Artikel  40  ebenso  durch  den  Durchschniltspunkt  von 
-  +  -  —  1=0,  -,  +   -^—  1=^0  als  auch  durch  den  von 

^  +  ^,  —  1  =  0,  ^  +  "  —  1  =  0.    Aus    der  Gleichung  des 

X  ft  A  fi 

Kegelschnitts  «, j  a;-  +  2  «j,  a:y  +  «22^^  +  2  aj 3 a;  +  2  «23 V  +  «33 = 0 

bestimmen   sich   endlich  die  Parameter  A,  k';  fi,  fi    als  Wurzeln 

der  Gleicliuugen  a^^ x^+  2a^^x  +  «33=0,  a.^^^/  +  2rt23y+«33=0 

I    .     I       1.1  2a,q     1     ,     1  2050 

respective,  man  hat  also  -    +  77  ==  —  ' — ^  »   — — ^  == 

II  «33     ^        /*  «33 

und  somit  die  Gleichung  von  PQ  a^^x  +  «23^  +  «33  =  0,  nach 
Artikel  106  die  Gleichung  der  Polare  des  Anfangspunktes  0. 
Wenn  also  der  Punkt  0  gegeben  ist  und  die  beiden  durch  ihn 
gebenden  Geraden  vcrän<lerUch  gedacht  werden,  so  ist  der  Ort 
der  Punkte  P  und  Q  die  Polare  des  Punktes  0. 

Wenn  beide  Linien  zusammenfallen,  so  entsteht  als  ein  Spe- 
cialfall der  Satz:  Wenn  durch  einen  Punkt  0  eine  Gerade 
OB  gezogen  wird,  so  schneiden  sich  die  Tangenten 
der  Curve  in  den  Punkten  R'  und  Ä'  in  der  Polare  von  0. 
Dieselbe  Eigenschaft  geht  auch  aus  den  Ergebnissen  des  Art.  106 
hervor;  denn  weil  R'R'\  die  Polare  von  P,  durch  0  geht,  so 
ffloss  P  in  der  Polare  von  0  liegen.  Man  kann  hiernach  die 
Polare  eines  Punktes  als  den  Ort  der  Durchschniltspunkte  der- 
jenigen Tangentenpaare  der  Gurve  definu*en,  welche  in  den  End- 
punkten der  durch  ihn  gehenden  Sehnen  an  dieselbe  gezogen 
werden  können.  Die  Deflnitionen  dieses  Artikels  sind  unabhängig 
von  der  Lage  des  Pols  gegen  den  Kegelschnitt. 

Das  Resultat  der  Aufgabe  7  Jf 

des  Art.  48  erscheint  als  ein  spe-  /  j 

cieller  Fall  des  Vorigen,  entsprc-  / 

chend    der    Degeneration     des 
KegelschnitLs    in    zwei    gerade  (^/ 

Linien.  /  ü 

Aufg,   1.     Wenn   ein  Vier- 
eck A  B  C  D  einem  Kegelschoilt       /  .  -^^ 
eingeschrieben  ist,  so  ist  jeder  der    ^*^  ß 


X 


L 


•Jf-  '• 


140 


Sechstes  Kapitel.   Art.  109. 


»V? 


EU' 


Puukte  Ey  F,  0  der  Pol  der  geraden  Linie,  welche  die  beiden  andern 
Punkte  verbindet. 

Aufl.  Da  ECj  ED  zwei  durch  den  Punkt  E  gezogene  Gerade  sind, 
und  CD,  AB  das  eine  Paar  der  Verbindungslinien  ihrer  Schnittpunkte  mit 
der  Curve,  AD  und  C B  aber  das  andere  Paar  derselben  sind,  so  liegen 
die  rcspectiven  Schnittpunkte  F  und  0  dieser  Paare  in  der  Polare  von  E 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Ebenso  beweist  man  den  Satz  für  die  bei- 
den andern  Paare  von  Pol  und  Polare. 

Aufg,  2.  Man  soll  an  einen  Kegelschnitt  mit  Hilfe  des  Lineals 
nilein  die  Tangenten  aus  einem  beliebigen  Punkte  E  seiner  Ebene  ziehen. 

Aufl.  Man  zieht  durch  den  gegebenen  Punkt  E  zwei  den  Kegel- 
sclinitt  schneidende  Gerade  ECA,  EDB  und  vervollständigt  das  Viereck 
A  BCD  wie  in  der  Figur;  so  ist  OF  die  Polare  von  E  und  bestimmt  also 
mit  dem  Kegclsclmitl  zwei  Schuitlpunkte,  welche  durch  Verbindung  mit  E 
die  gesuchten  Tangenten  liefern. 

109.   Wenn   in  einem 

durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  gezoge- 
nen Radius  veclor  das 
harmonische  Mittel  OR 
zwischen  den  durch  die 
Curve  in  ihm  bestimmten 
Abschnitten  0R\  OÄ" ge- 
nommen wird»  so  ist  der 
Ort  von  Ä  diePolaredes 
\ -r    ^.  Anfangspunktes. 

^i: =■ -^ '  Die  Radien  vectoren  OÄ', 

OR"  sind   nach  Art.  95  als  Wurzeln  der  Gleichung 
(a,jCOs*^Ö-|-2aj2Cüsösinö+a22sin2ö)9^4-2(aj3Cosö-|-Ö23sin^)^+a35=0 
bestimmt  und  man  erhält  daher  nach  der  Theorie  der  Gleichungen 


P 


W. 


_2^ 
OR 


or:  ^ 


2  (a, 3 cos 9  4*  ^2$  ^^^^) 


^38 


OK'  a, 

und  bei  Ersetzung  von  OR  cos  0  durch  x  und  von  OR  sin  0  durch  y 
als  Gleichung  dos  Ortes  von  R  a^^x  +  a^y  +  «33  =  0,  nacli 
Art.  105  die  Polare  des  Anfangspunktes.  Also  wird  in  jeder  durch 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gezogenen  Geraden  die  zwiscbeti 
den  Durchschnittspunkten  mit  der  Curve  enthaltene  Strecke  durch 
ihn  und  den  Schnittpunkt  derselben  mit  seiner  Polare  harmonisch 
getheilt. 

Endlich  ergiebt  sich,   dass  eine  Gerade  OR  mit  den  beiden 
von   0  ausgehenden  Tangenten  OT,  OT'  des  Kegelschnitts  und 


1 
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der  Geraden  OP,  welche  den  Punkt  0  mit  dem  Pol  P  von  OB 
verbindet,  ein  harmonisches  Büschel  bildet.  Denn  da  0/?  die 
Polare  von  P  ist,  so  ist  die  Gruppe  von  Punkten  P,  T^  B,  T 
harmonisch  und  die  Geraden  OP^  OT,  OB,  O'f  bilden  somit 
ein  harmonisches  Büschel. 

Äufg*  Wenn  ein  Viereck  einem  Kegelschnitt  ungeschrieben  ist,  so 
ist  jede  Diagonale  die  Polare  des  Durchschniltspunkles  der  beiden  andern 
Diagonalen. 

Aufl,  Wir  beweisen  diesen  Satz,  wie  auch  der  der  Aufg.  1  im 
Art.  108  bewiesen  werden  konnte,  mittelst  der  harmonischen  Eigen- 
schaften des  Vierecks.  In  Art.  60,  Aufg.  1  ist  gezeigt  worden,  dass  die 
Linien  EA^  EO,  EBj  EF  ein  harmonisches  Büschel  bilden.  Weil  also 
EA,  EB  nach  der  Voraussetzung  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
sind  und  EF  eine  Gerade  durch  ihren  Schnittpunkt  ist,  so  muss  nach 
dem  Vorigen  EO  auch  durch  den  Pol  von  EF  gehen,  aus  demselben 
Grunde  FO  durch  den  Pol  von  EF;  daher  muss  0  dieser  Pol  sein. 

110.  Der  Hauptsatz  des  vorigen  Art.  und  mit  ihm  ein  grosser 
Tbeil  der  vorgetragenen  Theorie  kann  auch  durch  ein  Verfahren 
abgeleitet  werden,  welches  aus  dem  im  Art.  42  angewendeten  her- 
vorgeht. Wir  können  das  Verhältniss  suchen ,  in  welchem  die  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte  durch  die  Curve  geschnitten  wird. 
Nach  Artikel  7  hat  jeder  Punkt  in  der  geraden  Verbindungslinie 
zweier  Punkte  xy    und  x'y',  welchem  das  Theilungsverhältniss 

l:m  entspriclit,   die  Coordinaten  — — ,  -^r—. -;   wenn 

diese  Werthe  für  x  und  y  in  die  Gleichung  der  Curve  eingesetzt 
werden,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung   des  Theilungsverhält- 
nisses,  in  welchem  die  Verbindungslinie  der  Punkte  x  y  und  x"y" 
dorcb  die  Curve  geschnitten  wird,  die  quadratische  Gleichung 
^(«U  ^'''+  2öi2a:"y"+  «22^"^+  2013^:"+  2023^'+  Ö33)  + 

-f  ifi^(a,,  ar'2  -f-  2a^^x'y+  a^^y'^  -j-  2a,3ir'+  2023^'+  «33)=Ö. 

Wenn  nun  x'  y"  in  der  Polare  von  x  y  liegt,  so  ver- 
schwindet der  Coefflcient  Ton  /m,  die  linearen  Facloren  der 
Gleichung  sind  von  der  Form  l  +  fim  und  die  Verbindungslinie 
der  Punkte  x'y  und  x'y'  wird  durch  die  Curve  harmonisch  getheill. 

Dieselbe  Gleichung  erlaubt  uns,  die  Gleichung  der  beiden 
Tangenten  zu  bilden,  welche  man  von  irgend  einem  Punkte  aus 
ao  die  Curve  ziehen  kann.  Denn  wenn  ar"  y"  in  einer  der  Tan- 
genten durch  x'  y  liegt,  so  muss  die  Gleichung  für  / :  m  gleiche 
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Wurzeln   haben   und  a:"  i/'  muss  daher  der  Gleichung  genfigen: 

(öjiir'2  +  2  öi2  ^V+  «22y'^  +  2  «13  ''^'+  2  «23^  +  «33)  X 
(«uir^  +  2«,2a?y  +022^^  +  2ai3.r  +2023^^  +  033) 

=  |öji  a:'.T  +  0,2(^V+/^)  +  ^22yV  +  «13(^'+^)  +  ^'23(y'+y)  +  öf33}'- 

Für  X  =  y  =0  entspringt  daraus  die  Gleichung  des  Tnm 
Anfangspunkt   der   Goordinatcn    ausgehenden   Tangentenpaars  in 
der  Form  (Art.  107) 
«33(«ii^H2fl,2^y+«22yH2aj3a:+2r<23y+Ö33)=(fl,3a;+a25y+fl3;J* 

oder    («,  ,«33—  «|3^)^H2K30j2—  «13^23)^^  +  («22"33—  «23V=0. 

111.    Wenn  diircli  irgend  einen  Punkt  0  zwei  Seh- 
nen gezogen   werden,    die  die  Curvc  in  den   Punkten 

R\  R";  S\  S"  schneiden,   so  ist  das  Vcrhaltniss      ^'    ■,-, 

OS,  Ob 

der   Rechtecke    aus    den   durch    die   Curve    gebildeten 

Abschnitten  dieser  Sehnen  für  jede  Lage  dos  Punklos 

0  das  nämliche,  sobald  die  Richtungen  der  Sehnen  0/?, 

OS  dieselben  bleiben. 

Denn  aus  der  zur  Restimmung  von  g  in  Artikel  95  gegebenen 

Gleichung  folgt, 

In  gleicher  Art  ist 


'33 


rt|j  cos^ö  +  2öj2COs9sinö  +  «22^^'^^^ 


Og  .  0^'=  . — 


a 


33 


also 


önCOs'ö'+2öj2<^os^sinÖ'  +  «22  sm*^* 
0R\  OR"  _  o,tC0s^g^+2fit2C0sysing'+r/22SiVg^ 
05'.  05"~  «„cos2ö  +  2oj2cosösln0+«22sin2ö' 
Ha  aber  die  Coefflcienten  «j|,  «,2,  «22  "^  ^^^  allgemeinen  Gleichung 
unverändert  bleiben,  wenn  die  Axen  nach  einem  neuen  Anfangs- 
punkt verlegt  werden  (Art.  93)  und  d,  ö'  constant  sind,  solange 
die  Radien  vectoren  ihre  Richtung  beibehalten,  so  ist  die  Unver- 

öä'  OR" 
änderlichkeit  des  Verhältnisses  ^— . '    ^/  unter  den  ausgesprochenen 

OS  .  o  s 

Voraussetztmgen  bewiesen. 

Der  Satz  dieses  Artikels  kann  auch  so  ausgesprochen  wcnlen: 

VVcnn  durch   zwei  feste  Punkte  0  und  0'  irgend  zwei 

parallele  Linien   OR  und  O'q  gezogen  werden,    so  isl 

das  Verhällniss  der  Rechtecke  '7:r'r-xr-^  constant,  wcl- 


0q\  Oq' 
ches  auch  die  Richtung  dieser  Linien  sei. 
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Denn  diese  Rechtecke  sind 


«83 „„d  %» 


^iiCos'^+2aj2  cos^sinö  +«2oSin''^^         «ji  cos^  ö  +  2  a^.2  cos  $  sinö  +  «22  sin^  ^ ' 
I    wenn  a^^'  der  Werlh  ist,   welchen  das  absohilc  Glied  der  allge- 
meinen Gleichung  annimmt,   indem  man  den  Anfangspunkt  der 
(loordinaten  von  0  nach  0'  verlegt. 

Das  Verhältnifts  dieser  Rechtecke  ist  daher  =  -^,   und  da- 

«33 
her  von  9  unabhängig.    Dieser  Satz  ist  die  Verallgemeinerung  der 

Sätze  35,  36  im  3.  Buch  des  Euklid. 

112.  Das  Theorem  des  vorigen  Artikels  schliesst  verschiedene 
specielle  F«^llc  ein,  welche  getrennt  anzuzeigen  nutzlich  ist. 

I.  Ist  0'  das  Centrum  der  Curve,  so  ist  O'q  =  oy  und  die 
Grosse  0^  O'q'  wird  das  Quadrat  des  zu  OR'  [taralleleu  Ilalh- 
(lurchmessers.  Also  verhalten  sich  die  Rechtecke  aus 
den  Abschnitten  zweier  sich  schneidender  Sehneu 
zu  einander,  .wie  die  Quadrate  der  zu  diesen  Sehnen 
parallelen  Durchmesser. 

II.  Ware  die  Linie  OR  eine  Tangente,  so  ist  Öä'=  OR"  und 
die  Grösse  0R\  OR''  wird  das  Quadrat  der  Tangente;  und  weil  zwei 
Tangenten  durch  den  Punkt  0  gezogen  werden  können,  so  können 
wir  aus  dem  eben  gefundenen  Verhältniss  die  Quadratwurzel  aus- 
ziehen und  schliessen,  dass  die  Längen  zweier  durch  einen 
Punkt  gezogenen  Tangenten  sich  zu  einander  verhal- 
ten, wie  die  Längen  der  Durchmesser,  zu  welchen  sie 
parallel  sind 

HL  Sei  die  Linie  Off  ein  Durchmesser  und  OR^  O'g  parallel 
zu  seinen  Ordinaten,  so  ist  OÄ  =  OÄ"und  ffQ^=^0'q\  Schneide 
der  Durchmesser  die  Curve  in  den  Punkten  A^  B,  so  ist 

-7;;^ — ^r-  =  — ;;7-^;;7t:.  d.  h.  die  Quadrate  der  Ordinaten 
AO  .  OB         AO  ,0B 

irgend  eines  Durchmessers  sind  den  R«chteck.eh  aus 
den  Segmenten  proportional,  welche  sie  im  Durch- 
messer bestimmen. 

113.  Es  giebt  aber  einen  Fall,  in  welchem  der  Satz  des 
Artikels  111  nicht  länger  gültig  bleibt,  nämlich,  wenn  die  Linie 
OS  parallel  zu  einer  von  den  Linien  ist,  die  die  Curve  im  Un- 
endlichen schneiden.  Das  Segment  OS'  ist  dann  unendlich  und 
OS  schneidet    die  Curve  nur  in   einem  endlichen  Punkt.    Wir 
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prüfen  im  gegeawänigen  Artikel  die  naheliegeDde  Vermuthung, 

OS' 
ob  in  diesem  Falle  das  Verhallniss  w^'^-^^  constanl  ist    Nehmen 

OR .  OR 

wir  zur  grossem  Einfachlieil  die  Linie  OS  zur  Axe  der  x  und 

die  Linie  OR  zur  Axe  der  y.    Weil  die  Axe  der  x  parallel  zu 

einer  der  Linien  ist,  die  die  Curre  im  Unendlichen  schneiden,  so 

ist  ii,,=rO  (Art  97,  Aufg.  3    und  die  Gleichung  der  Curre  dem- 

narh  von  der  Form  2a^^xy  +  a^^y^'\-2a^^x-\'2a^^y'\'a^^=^{s. 

Indem  wir  v  =  0  machen ,   wird  der  Abschnitt  in  der  Axe 

der  X  gefunden  0.9'  =  — 


^XX 


2a 


und  indem  wir  x  r=  0  maclicn, 


n 


das  Rechteck   unter   den  Abschnitten  in  der  Ä\t  der  y  =  -^. 

o  v* 

Also  ist  — ->  -—:r,  =  —  -- — .    Wenn  wir  nun  die  Axen  zu  irgend 
OR .  OR  2«,^ 

andern  parallelen  Axen  transformiren  (Art  93) ,  so  bleibt  a^^  un- 
verändert und  das  neue  ^13  wird  =  ajo^*  +  A]3-    Also  verändert 


sich  jenes  Verhältniss  — 


a 


22 


in  — 


«22 


'Ja 


v.\ 


Sl^ny+^ia) 


y 


Wenn  die  Com 


aber  eine  Parabel  ist,  so  ist  «,2  =  ^  ^^^  ^^  Verhältniss  ist 
constant;  d.  h.  wenn  in  einer  Parabel  eine  gerade  Linie 
irgend  einen  Durchmesser  schneidet,  so  ist  das  Recht- 
eck unter  den  in  ihr  bestimmten  Segmenten  zu  den 
durch  sie  im  Durchmesser  gebildeten  Abschnitt  in  eon- 
stantem  Verhältniss,  so  lange  ihre  Richtung  dieselbe 
bleibt. 

Wenn  die  Curve  eioe  Hyperbel  ist,  so  ist  das  Verhältniss  nur 
constant,  solange  y'  constant  ist.  Also  sind  die  durch  zwei 
parallele  Sehnen  einer  Hyperbel  in  einer  Parallelen 
zu  einer  Asymptote  gebildeten  Abschnitte  proportio- 
nal den  Rechtecken  unter  den  Segmenten  der  Sehnen. 

*114.  Die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  die 
gerade  Linie  ^x  +  riy  +  i=^0  den  durch  die  allgemeine 
Gleichung  dargestellten  Kegelschnitt  berührt.  Indem 
wir  für  y  aus  go;  +  rjy  +  ?=  0  auflösen  und  in  die  allgemeine 
Gleichung  einsetzen,  finden  wir  die  Absclssen  der  Punkte,  wo  diese 
Linie  den  Kegelschnitt  schneidet,   durch  die  Gleichung  bestimmt 
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Wenn  die  gerade  Linie  den  Kegelschnitt  berührt,  so  muss 
diese  quadratische  Gleichung  gleiche  Wurzeln  haben,  oder  die 
Bedingung  (a,i^"2  —  2ay^^ri  +  a^iS^)  («33^^  —  2a^^7jt  +  «22?^) 
=  {a,3iy^ —  '^12^5  —  «23^5  +  «22^^)^  erfüllt  sein.  Indern  wir 
ausmullipUciren ,  wird  diese  Gleichung  durch  r}^  dividirbar  und 
kann  geordnet  werden,  wie  folgt: 

(«22  «33  —  «23^)  S^  +   Ka^lt   -  «13^)^^  +  («11  «22  — «12^)  ?^  + 
2(öl3«i2— «ll«23)^f+2(fll2«23— «22«13)?S  +  2(ö23«137«33«12)^^=Ö- 

Wir  werden  spater  andere  Methoden  zur  Bildung  dieser 
Gleichung  angeben,  die  als  die  Tangentialgleichung  des  Kegel- 
schnitts a,,a:'+ 2«j2^y  +  «22y^"^^«i3^"l' ^«23^  +  «33=^^  ^^' 
zeichnet  werden  kann,  weil  jede  Taugente  desselben  durch  die 
Coeflicienten  ihrer  Gleichung  J,  1?,  ?  oder  durch  ihre  Parameter- 
verhältuisse  sie  befriedigen  muss.  Zur  Abkürzung  ihres  Ausdrucks 
schreiben  wir  sie  zuweilen  in  der  Form 

^n5'  +  ^22'?'  +  ^33S'+2^23^f+2^13l?+2^12S^=0,    Wclchc 

ganz  der  Form  a^i^c^  +  «22^^  +  «33  +  2 «23^  +  2«i3a^+  2«,2a:y=0 
entspricht,  und  in  welcher  man  die  Coefficienten  -^11==  «22^33 ~«23^ 
^j2=fl33«n  —  «13^  etc.  am  einfachsten  dmxh  folgende  Regel  er- 
hält:   Sei  ^=aiiÖ22«33+2a23«13«12  — «ll«23^-~<*22«13^— «33«12^ 

die  im  Vorigen  mehrfach  aufgetretene  Function ,  welche  man  die 
Discriminante  der  Gleichung  zweiten  Grades  zu  nennen 
pflegt,  so  sind  die  ^/y  die  den  Elementen  derselben  entsprechen- 
den Unterdeterminanten;  oder  es  ist  A^^  die  derivirte  Function  von 
^  in  Bezug  auf  a^^  als  Veränderliche,  ^^^2  ^"  Bezug  auf  r/.,^; 
^53,  2^23>  2^13,  2^12  ^^^^  ^^®  derivirten  Functionen  von  J  in 
Bezug  auf  «33,  «23»  ^iz^  «12- 

Aufg.  1.  Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  zu  finden,  welcher  die 
Abschnitte  l,  X\  fi,  jti'  in  den  Axen  bildet. 

Die  Abschnitte  in  den  Axen  sind  durch  die  quadratischen  Gleichungen 
gegeben  x^  —  {k  +  l!)  a:  -(-  AA'  =  0,  y^  —  (f*  +  |m.')  y  +  jii/*'- -  0. 
Diese  sind  aber  das,  was  die  allgemeine  Gleichung  wird,  wenn  man  darin 
y  -=  0,  X  =  0  macht,  es  ist  also  diese  Gleichung 
^fiV-|-  2aj2  ^y  +  A^y — fi  fi'  [X  +  X')  X —  A  A'(fi  +  |i*')  y  +  ^  ^V  f*'=  0, 
wo  <ij2  unbestimmt  bleibt,  so  lange  nicht  noch  eine  weitere  Bedingung 
gegeben  ist.    So  z.  B.  können  zwei  Parabeln  durch  die  vier  Punkte  gelegt 

werden,  da  dann  öi2==iK(^^Vl'*^').  sein  muss. 

Aufg.  2.  Wenn  vier  Punkte  eines  Kegelschnitts  ge- 
geben sind,  so  geht  die  Polare  eines  festen  Punktes  durch 
einen  festen  Punkt. 

Nehmen  wir  zwei  Gegenseiten  des  durch  die  Punkte  gebildeten  Vier- 

Saluion,  Anal.  Geom.  d.  Kcg-elschn.  2.  Aufl.  IQ 
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ecks  zu  Axen,  bilden  dann  nach  Art  106  die  Gleichung  der  Polare  des 
Punktes  x  y  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  so  enthält  dieselbe  die  un- 
bestimmte Grösse  a^^  im  ersten  Grad  und  die  Polare  geht  daher  immer 
durch  einen  festen  Punkt.  Wenn  vier  dieser  Kegelschnitte  betrachtcl 
werden^,  so  kann  man  aus  den  Gleichungen  der  vier  Polaren,  welche  dem 
gewählten  Punkte  in  Bezug  auf  dieselben  entsprechen,  das  üoppelverbält- 
niss  des  von  ihnen  gebildeten  Buscheis  a)^leiten.  Man  findet  es  unab- 
hängig von  den  CoDrdinaten  dieses  Punktes.  Man  darf  darnach  von  dem 
Do ppel verbal tniss  von  vier  Kegelschnitten  sprechen,  sofern  sie  durcli  die- 
selben vier  Punkte  gehen. 

Aufg,  3.    Finde  den  Ort  des  Centrums  eines  Kegelschnitts,  der 
durch  vier  gegebene  Punkte  geht. 

Das  Centrum  des  Kegelschnitts  in  Beisp.  1  ist  durch  die  Gleicliungen 
gegeben  2ftfi'a;+2aj2y — f*^'(^+^')==^j  2Ä^'y-|-2aj,,a: — H'(jli-j-,u  )=0. 

Eliminireu  wir  0^2*  ^^  ^^^  ^^^  ^^ 

2(1(1  x^— 2  XkY  — (1(1(1  +  1')  x  +  Xy[(i  +  fL)tj=0, 
ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  den  Durchschnittspunkt  jedes  der  3  Li- 
nienpaare geht,  welche  durch  die  vier  Punkte  gezogen  werden,  und 
durch  die  Alittelpunkte  dieser  Linien.  Der  Ort  ist  eine  Hyperbel,  wenn 
X,  X'  und  (i,  (i  beide  entweder  gleiche  oder  beide  ungleiche  Vorzciclien 
haben ,  und  er  ist  eine  Ellipse  im  entgegengesetzten  Falle.  Wenn  also 
die  zwei  Punkte  der  einen  Axe  auf  dersel))en  Seite  des  Anfangspunktes 
und  die  der  andern  Axe  auf  entgegengesetzten  Seiten  desselben  liegen,  so 
ist  die  Curve  eine  Ellipse ;  d.  h.  wenn  das  durch  die  vier  Punkte  gebildete 
Viereck  einen  einspringenden  Winkel  hat.  Diess  ist  auch  geometrisch 
evident,  denn  ein  Viereck  mit  einem  einspringenden  Winkel  kann  nicht 
in  eine  elliptische  oder  parabolische  Linie  eingeschrieben  werden;  der 
umgeschriebene  Kegelschnitt  muss  eine  Hyperbel  sein,  deren  entgegeog^ 
setzten  Aesten  die  Punkte  angehören.  Und  da  das  Cenlrum  einer  Uype^ 
bei  nie  unendlich  entfernt  sein  kann,  so  muss  der  Ort  der  Centra  io 
diesem  Falle  eine  Ellipse  sein.  Im  andern  Falle  sind  zwei  Lagen  des 
Centrums  in  unendlicher  Ferne,  entsprechend  den  beiden  Parabeln,  weldie 
durch  die  gegebenen  Punkte  gehen. 


Siebentes  Kapitel. 
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115.  Wir  haben  im  Artikel  103  den  Kreis  als  diejenige  Curve 
zweiten  Grades  bezeichnet,  in  welcher  jeder  Durchmesser  auf 
seinem  conjugirten  rechtwinklig  ist,  und  die  Coefficienlenglwch- 
heit  a^i  =  a.22  als  die  analytische  Bedingung  dieser  EigenthüiB' 


r 
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lichkeit  erkannt.    In  Folge  desden  ist  seine  allgemeine  Gleichung 
unter  der  Voraussetzung  schiefwinkliger  Coordinaten 

ai^x^+2  a^2^y  +  «n  r  +  2  0,3  o:  +  2  a^s^  +  «33=^' 

Für  rechtwinkKge  Axen,  als  \?elche  zu  einem  Paare  con- 
JQgirler  Durchmesser  parallel  sind/  verschwindet  das  Glied  2a^^xy 
und  die  allgemeine  Gleichung  geht  über  in 

«11  (^^  +  r)  +  2«i3ä:  +  2033^  +  «33  =  0. 

Wahlen  wir  endlich  das  Centrum  der  Curve  zum  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten,  so  verschwinden  die  Glieder  ^a^^x  und 
"la^j^y,  und  die  allgemeine  Gleichung  reducirt  sich  auf 


«11  (^""^  +  y^)  +  033'  =  Ö>     oder    Ä^  +  y*  =  — 


«11 


Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  das  Centrum  des  Krei- 
ses nicht  allein  der  Halbirungspunkt  aller  durch  dasselbe  gezoge- 
nen Sehnen  des  Kreises  ist,  sondern  auch  weiter,  dass  alle 
Punkte  des  Kreises  vom  Centrum  gleichweit  entfernt 
sind;  denn  x'^  +  y^  ist  das  Quadrat  der  Entfernung  eines  be- 
liebigen Punktes  (or^)  der  Curve  vom  Coordinatenanfang  und  der 
Werth  derselben  ist  einer  Constanten  gleich.  Diese  geradlinige 
Entfernung  aller  Punkte  der  Kreislinie  vom  Centrum  heisst  der 
Radius  des  Kreises  und  soll  in  den  folgenden  Entwicklungen 
Siels  durch  r  bezeichnet  werden. 

116.  Die  Gleichung  des  Kreises  zu  finden,  dessen 
Centrum  der  Punkt  a^  und  dessen  Radius  r  ist. 

Indem  wir  ausdrücken,  dass  die  Entfernung  eines  beliebigen 
Punktes  x^  y  der  Curve  vom  Centrum  dem  Radius  gleich  ist, 
erbalten  wir  für  rechtwinklige  Coordinaten:  [x — ^Y+{y — ßf=r^y 
und  für  schiefwinklige  (x  —  ay  +  [y — j3)^  +  2(a: — ci){y — |S)cosa)=r2 
als  Gleichung  des  Kreises'").  Daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung 
eines  Kreises,  dessen  Centrum  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
ist,  x^  -^  y^  z=z  r\  Ist  die  Axe  der  -x  ein  Durchmesser  des  Krei- 
ses und  die  Axe  der  y  die  in  einem  seiner  Endpunkte  auf  ihm 
errichtete  Senkrechte,  so  geht  die  allgemeine  Gleichung  durch 
die  Substitution  or  =  r,  /?  ==  0  für  rechtwinklige  Coordinaten 
(vergl.  Artikel  104)  in  a:^  +  y^  =  2ra:  über.     Diese  einfachsten 

*)  Da  von  schiefwinkligen  Axen  in  der  Theorie  des  Kreises  selten 
Oebraach  zu  machen  ist,  so  werden  wir  im  Folgenden  zumeist  nur  die 
Qleichangen  für  rechtwinklige  Axen  berücksichtigen. 

10* 
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Formen  der  Kreisgleichung  kommen  in  den  Anwendungen  am 
häußgsten  vor. 

Durch  Vergleichung  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten 
Grades  mit  den  allgemeinen  Formen  der  Kreisgieichung  erhallen 
wir  die  Bedingungen,  unter  welchen  jene  einen  Kreis  reprasenlirt, 
wir  folgt.  Für  rechtwinklige  Coordinaten  öj2=ö,  a^i-^a.^^  und 
für  schiefwinklige  Coordinaten  «^4=022»  «12  =  «11  cos  w. 

117.  Wenn  im  ersteren  Falle  eine  quadratische  Gleichung 
den  aufgestellten  Bedingungen  entspricht,  so  hringt  man  sie  auf 
die  Form  (x  —  or)?  +  {y  —  ß)^=  r^  durcli  ein  der  .Auflösung 
quadratischer  Gleichungen  ganz  analoges  Verfahren.  Man  macht 
den  CoefGcienten  von  x^  und  y^  der  Einheil  gleich  durch  Dinsioo 
der  Gleichung  mit  demselben,  vereinigt  dann  die  Glieder  mit  x 
und  y  auf  der  linken  und  setzt  das  absolute  Glied  auf  die  rechte 
Seite,  vervollständigt  endlich  die  Quadrate  durch  Addition  der 
Quadrate  der  halben  Coefficienten  von  x  und  y  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichung. 

Aufg.   Man  reducire  die  Gleichuugen 
x^  +  y^  —  2x  — 4y  =  20,  3x^  +  Sy'^  —  bx  --  7y  +  1=0 
auf  die  Form  (x  —  a)^  +  (y  —  ß)'^  =  ^^- 

Aufl.  [x- rf  +  {y-  2)^=25 ;  {x  ~ ^f  +  (y— i)*=^H-  «» 
Coordinaten  des  Oentrums  und  der  Halbmesser  sind  im  ersten  Falle  (1.21 

und  5 ;  im  zweiten  (^,  -J)  und  ^  1/62, 

Wenn  man  die  Gleichung  (tii{x^+y^)+2ai^x+2a2^+fi^^ 

in  derselben  Weise  behandelt,  so  erhält  man 

die  Coordinaten  des  Centrums  sind *^, ^^^*  und  der  Radius 

«11         «11 

ist  —  V{^\z    +  ^03^  —  ^ii^i)'    Wenn   0,3^  +  a^^  kleiner  ist 

als  a^^a^'^,  so  ist  der  Radius  des  Kreises  imaginär  und  die  mit 
{x  —  af  +  (y  —  /3)-  +  r^  =  0  äquivalente  Gleichung  kann  durch 
keine  reellen  Werthc  von  x  und  y  befriedigt  werden. 

Ist  «,3^  +  «23*  ="  ^i  1  ^33 »  s^  ^'^^  ^^^  Radius  Null  und  tli»' 
Gleichung  als  mit  [x  —  of)^  +  (y  —  ß)'^  =  0  äquivalent  wird  durch 
keinen  andern  Werth  von  x  und  y  als  durch  «  und  /5  befriedigt. 
Man  ist  versucht,  die  Gleichung  in  diesem  Falle  als  die  Gleichung 
des  Punktes  a /3  zu  bezeichnen;  aber  aus  den  im  Art.  78  ge- 
gebenen Gründen  ziehen  wir  vor,  sie  als  die  Gleichung  eines 


J 


r 


Von  Sehnen  und  Tanffcnten.    Art.  118.  140 


■o 


u  D  c n  d  1  i  c  h  k  I  e  i  n  e  u  K  r  e  i  s  e^  zu  bezeichnen ,  der  diesen  Punkl 
zum  Centrüm  hal.  Im  Art.  86  ist  auch  gezeigt,  dass  sie  als  die 
Gleichung  von  zwei  imaginären  geradenLinien  {x — «)  + (y—|3)i==0*) 
durch  den  Punkt  aß  anzusehen  ist.  In  derselben  Weise  kann  die 
Gleichung  x^  +  y'  =  0  el)en  so  wohl  als  Gleichung  eines  unend- 
lich kleinen  Kreises  aus  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  wie 
als  Gleichung  der  beiden  imaginären  geraden  Linien  x  +  yi  ==^  0 
angesehen  werden.  Für  die  Gleichung  des  kreises  in  schief- 
whikiigen  Coordinaten  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Coordi- 
naten des  Centrums  und   des   Radius  die  ßedingungsgleichungen 

«ji  «11  «11 

Da  a  und  ß  aus  den   beiden  ersten  Gleichungen  allein   bestimmt 

sind,  welche  «33  nicht  enthalten,  so  sind  zwei  Kreise  coucen- 

irisch,   deren   Gleichungen   nur  im   constanten  Gliede 

von  einander  abweichen. 

In  der  Untersuchung  der  Eigenschaflcin  des  Kreises  ziehen 
wir  es  vor,  auch  solche  unter  ihnen,  welche  aus  den  allgemei- 
nen Eutwickehmgen  des  vorigen  Kapitels  leicht  als  specielle  Fälle 
hergeleitet  werden  könnten,  unabhängig  von  denselben  auf  dem 
Wege  zu  entwickeln,  welcher  durch  die  besondere  Natur  des 
Kreises  sich  empfiehlt;  die  angedeutete  Ableitung  aus  den  allge- 
meinen Eigenschaften  der  Curve  zweiten  Grades  überlassen  und 
empfehlen  wir   dem  Leser  als  eine  vorzüglich  nutzliche  Uebung. 

118.  Die  Coordinaten  der  Punkte  zu  finden,  in 
denen  eine  gegebene  gerade  Linie  einen  gegebenen 
Kreis  schneidet. 

Sei  die  Gleichung  des  Kreises  x"^  +  y'^  =  r^  und  die  der 
geraden  Linie  a:  cos  a  +  //  sin  cc  z=^  p.  Indem  wir  die  Werthe  von 
y  aus  beiden  entwickeln  und  mit  einander  vergleichen,  erhallen 
^vi^  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung 

;>  —  a;  cos  of        ^—^ ^ 

sin  a  ' 

oder  durch  Rcduction  r^  —  2p x  cos  et  +  p'^  —  r^  sin'  a  =  0\; 

also  X  =  p  cos  ci  +  sin  a  Y  (r^  — p"^). 

Ebenso  bestinnnt  sich  y  =p  sin  a  +  cos  «  ]/ (r*  —  p^), 

(Der  Leser  mag,   indem   er  diese  Werthe  in  die  gegebenen 

*)  Das  Zeichen  i  steht  für  ^  —  1. 
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Gleichungen  substituirt,  sich  selbst  überzeugen,  dass  das  negative 
Zeichen  in  dem  Werth  von  y  dem  positiven  in  dem  Werth  von 
X  entspricht  und  umgekehrt.) 

Weil  wir  eine  quadratische  Gleichung  zur  Bestimmung  von 
X  oder  y  erhalten,  so  müssen  wir,  um  unsere  Sprache  mit  der 
Sprache  der  Algebra  übereinstimmend  zu  machen,  behaupten, 
dass  jede  gerade  Linie  einen  Kreis  in  zwei  Punkten 
schneidet.    Wir  unterscheiden  die  drei  Fälle  dieser  Auflösiiog: 

1.)  Wenn  p,  d.  h.  die  Entfernung  der  geraden  Linie  vom 
Centrum  des  Kreises,  kleiner  ist  als  der  Radius,  so  erhalten  wir 
zwei  reelle  Werthe  für  x  und  y,  und  die  gerade  Linie  schnei- 
det den  Kreis  in  zwei  reellen  Punkten. 

2.)  Wenn  p  =  r  d.  h.  die  Entfernung  der  geraden  Linie  vom 
Centrum  gieicli  dem  Radius  ist,  so  führt  die  Analysis  zu  dem 
geometrisch' wohlbekannten  Ergebnisse,  dass  die  gerade  Linie 
eine  Tangente  des  Kreises  ist;  denn  die  zwei  Werthe  von 
X  sind  in  diesem  Falle  gleich,  und  ebenso  die  zwei  Werthe  von^. 
Die  beiden  Durchschnittspunkte  fallen  in  einen  einzigen  zusammen, 
und  die  Tangente  wird  als  die  gerade  Verbindungslinie 
zweier  unendlich  nahen  Punkte  der  Curve  betrachtet. 

3.)  Sei  p  grösser  als  r.  In  diesem  Falle  ist  es  gebräuchlich 
zu  sagen,  dass  die  gerade  Linie  den  Kreis  nicht  schneidet.  Aber 
die  Analysis  ersetzt  die  reellen  Werthe  für  x  und  y  durch  ima- 
ginäre W^erthe,  und  wir  finden  es  daher  passender,  zusagen,  dass 
in  diesem  Falle  die  gerade  Linie  den  Kreis  in  zwei  ima- 
ginären Punkten  schneidet.    (Vergl.  Art.  94). 

Wenn  die  gerade  Linie  durch  Ax  +  By  +  C=^0  gegeben 
ist,  so  führt  die  nämliche  Elimination  und  Auflösung  einer  Glei- 
chung zweiten  Grades  zur  Bestimmung  der  Durchschnittspunkle. 

Aufg.  1.    Finde  die  Coordinateu  des  Durchschnitts  von 
x^  +  y'^~  65  und  3x  +  y  =  25. 

Aufl,     (7,  4)  und  (8,1). 

Aufy,  2.  Finde  den  Durchschnitt  von  {x  —  c)^  +  (y—  2c)''^  =  35c^ 
mit  4a:  +  3y  =  35c. 

Auf!,    Die  Linie  berührt  im  Punkte  (5  c,  6e). 

Aufg,  3.  Wenn  berührt  die  gerade  Linie  y  =  »ia;  +  ^  den  Kreis 
x^  +  y^  =  r^t 

Aufl,    Wenn  b^  =  r^  (1  +  m^)  ist. 

Aufg,  4.    Wenn  berührt  eine  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
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oaleii  gehende  Gerade  y  =  mx  den  Kreis 

flj,(ar^  +  2xy  cos  w  +y'^)  +  2a^^x  +  2a.y^y  +  «33  ^  0? 
Aufl,    Die  Schnittpunkte  einer  solchen  Geraden  mit  dem  Kreise  sind 

durch  die  Gleichung  a,,(l+2m cos (ö+m^)a;*-f-2(äf^3  +  a23w)^+<*33=0 
gegeben .  welche  gleiche  Wurzein  hat,  wenn 

{öj3  +  «23 «1)^  =  0,1  «33(1  +  2wcosß)  ■i-m^j 
isL    Man  hat  also  eine  quadratische  Gleichung  zur  Bestimmung  von  m. 

Jufg,  5.  Finde  die  Tangenten  vom  Anfangspunkt  der  Goordinaten 
an  den  Kreis  x^  +  y'^  —  6x  —  2y  +  S  =  0, 

Aufl,     X  —  y  =  0,  x+7y  =  0. 

119.  Zur  Bestiminiing  der  Lage  eines  Kreises,  der  durch 
eine  gegebene  Gleichung  repräsentirt  wird ,  ist  es  oft  ebenso  zweck- 
mässig, die  in  den  Axen  erzeugten  Abschnitte  zu  ermitteln,  als 
Ceotrum  und  Radius  zu  suchen.  Denn  ein  Kreis  ist  durch  drei 
Punkte  seiner  Peripherie  bestimmt  und  die  Angabe  der  vier  Punkte, 
in  denen  er  die  Axen  schneidet,  genügt  daher  zur  Fixirung  seiner 
Lage.  Durch  die  Substitution  y=0,  x  =  0  erhält  man  die 
Gleichungen  0,^0:2  + 2013a; +  «33=0,  a,,y"'^  +  20.23^+  «33=0 
für  diese  Schnittpunkte  und  erkennt  daraus  z.  ß.  dass  die  Axe 
der  X  den  Kreis  berührt  für  «13^  =  ajiÖ33  und  die  Axe  der  y  für 
n.2^=  011Ä33.  Soll  umgekehrt  ein  Kreis  in  der  Axe  der  x  die 
.Vbscbnitte  k,  X'  bestimmen,  so  können  wir  a^^  =  1  wählen  und 
müssen  2«i3  =  —  {A  +  A'),  «33  =  X  k'  haben.  Damit  zugleich 
die  Abschnitte  in  der  Axe  y  gleich  fi,  ft'  respective  sind,  muss 
2ö23  = —  (.<*  -f  ft'),  «33  =  f*|^'  sein.  Man  erkennt  daraus,  dass 
U'  =  ,uf4'  sein  muss.    (Euklid,  III.  36.) 

Aufy.   1.    In  welchen  Punkten  schneidet  der  Kreis 

x*  -}-  y- —  5.r  —  7y  +  6  =  0    die  Axen? 

Aufl.    In  o;  =  3 ,  x  =  2;   y  ==  G ,  y  =  1. 

Attfg.  2.  Welches  ist  die  Gleichung  des  Kreises,  der  die  Axen  in 
Abstünden  =  a  vom  Anfangspunkt  hemhrt? 

Aufl.    x*  +  y^  —  2ax  —  2ay  +  «2  =  0. 

Au  fg.  3.  Man  90II  die  Gleichung  eines  Kreises  so  bestimmen,  dass 
die  eine  deil^  Axen  eine  Tangente,  die  andere  eine  durch  den  Berührungs- 
punkt gehende  beliebige  Gerade  sei.  Man  hat  hier  A  =  A'  =  fi=  0  und 
erkennt  aus  der  Figur  leicht,  dass  f«'==  2rsin  o  ist,  erhält  somit  die 
fragliche  Gleichung  x'^  +  2xy  cos  w  +  ^'^  —  2ry  sin  w  =  0. 

120.  Die  Gleichung  der  Tangente  zu  finden,  welche 
im  Punkte  x  y  an  einen  gegebenen  Kreis  gezogen  wer- 
den kann. 

Weil  die  Tangente  (Art.  118,  104)  als  VerbindungsUnie  zweier 
uoeodlich  nahen  Punkte  in  der  Curve  definirt  worden  ist,  so  wird 
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lleicliuii;;  ^e  rund  Uli ,  indem  man  zuerst  die  GleicüUDg  Ati 
in  Linie  bildet,  wcldie  irgend  zwei  Punkte  x'  ij,  x"  y"  in 
ir»e  verbindet  und  dann  in  diiser  Gleicliung  x'=^x\  y'—{ 
.  In  Anwendung  dieses  Grundgedankens  aur  den  firvU  1^- 
ir  zuerst  das  Ceiitrum  den  Anrangspunkt  der  CoordinalMi 
so  dass  die  Gleicliung  des  Kreises  x^  +  y^  =  r'  ist 
lie  Gleicliung  der  Verbindungslinie  von  irgend  zwei  Punkten 

ind  x",j'  ist  (Art.  29)  ^^,  =  C^4- 

la  die  beiden  Punkte  x'y',  x"!/"  der  Kreisperiplierie  ange- 
,  so  ist:  r'=x"^  +  i/"'=::x"^-\-i/"^,  also  x'^ — x"^=i/"^  —  f- 

'•^i  =  -  %^'.A  also  ^  --X  =  -  il<  ^ 
•■  ~x  V  +  y  X  —  X  !/   +  'J      ^ 

luiig  der  Sehne  und  durch  die  Voraussetzung  x'=x",  tj=i 

?icliung  der  Tangente     --,=  -^  -^,  oder  durch  Reducliiui 
X  — X  y 

lit  Hilfe  der  Bemerkung,  dassa;''+y;-r'  ist,  xx'-{-yy'--r. 

<die  Gleichung  der  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  mf 

s   ist   [x~x)  {x—x")+{y—y'){y-y")=x'^  +  y'-'r\^ 

sie  ist  die  GIrieliung  einer  Geraden,  da  die  (ÜiediT  x^  iiml  ^ 

lurheben,  uiid  sie  ist  für  x^=x\  y  =  y'   crfiilit,  da  dann 

nke  Seit«  identisch  und  die  rechte  als  Tür  einen  Punkt  iti 

is  verschwindet;  ebenso  ist  sie  tär  x  ^=  x",  y  =  y"  befrie- 

Aiis  die.«er  Gleicliung  einer  Sehne  entspringt  für  x'^^", , 

eichung  der  Tangente  (x  —  xy  +  (y  —  y')*  =  x^  +  y''  —  r' 

in   rcducirter   Form   wie   vorher  xx' +  yy  s=  r\    (Vei^ 

105.) 

Die  Transformalion  auf  einen  neuen  Goordinatenanlang ,  (ür 

en  a,  ß  die  Goordinatcii  des  Genlrums  sind,  lierert  alädaDii 

die  Substitution  x  —  a,  x  —  a,  y  —  ß,  y   —  ß  für  x,  J 

die  Gleichung  des  Kreises  {x  —  a)*  +  (^  —  /*)*■=  r-  unc 

M-  Tangente  [x  —  a)  [x  —  „)  +  {y  -  p)  {/  —  p)  =  r\  rin. 

I  ihrer  Aclinlichkeit  mit   der  Kreisgleichung  selir  be(]ueiiir 

]ie  Vergleichung  der  gefundenen  Gleichung  der  TangtM>>e 
1-  tjy  =  r^  mit  der  Gleichung  des  nacli  dem  Oerühnii^- 
e  x' y  gehenden  Radius  xij  —  yx'  =^0  zeigt,  dass  lii* 
;eutc  des  Kreises  auf  dem  Kadius  des  Berührung»' 
,tes  senkrecht  steht. 
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Aufg.  1.    Finde  die  Tangente  im  Punkte  (5,  4)  zu 

[x  -  2)-^  +  (y  -  3)2  =  10. 

Auß.  3  a;  +  y  =  19. 

Aufg.  2.    Welches  ist  die  Gleichung  der  die  Punkte  a:' //' ,  xy 
verbindenden  Sehne  im  Kreise  x"^  +  y^  ==  ^*? 

Aufl.        [x   +  x")  X  +  [y   +  y")  y  =  r'^  +  xx'  +  yy". 

Aufg.  3.    Finde  die  Bedingung,  unter  welcher  Ax  +  ^y  +  6'=0 
den  Kreis  (x  —  a)^  +  (y  —  i^)^  =  y*^  herfdirt. 


Aufl. 


Aoc  +  Bß  +  C  _ 
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weil  die  Senkrechte  vom  Punkte  aß  auf  diese  Linie  dann  =r  sein  muss. 

121.  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  gege- 
benen Punkte  aus  an  einen  Kreis  gezogenen  Tangen- 
ten zu  finden. 

Wenn  xy  der  gegebene  Punkt  ist  und  wenn  wir  durch  x'\  y" 
die  Coordinaten  des  BerfiluMnigspunktes  ausdrücken,  so  ist  nöthig, 
dass  x'y  die  Gleichung  der  Tangente  erfüllen,  also  .rV-f  yV'=' ^ 
und  weil  x'y*  der  Kreislinie  angehört,  ist  a:"2  +  i/"2==r^.  Durch 
Auflösung  dieser  Bedingungsglcichungen  erhalten  wir  für  die  Coor- 
dinaten des  Berührungspunktes  die  Ausdjücke 

"  _  ^'-g'±  ryYJx^+y"^—r^)       „  _  rhj  +  r  x  }/~{x*+ y"'—r^) 
x^  +  y^  x^  '\-  y^ 

Von  Jedem  Punkte  aus  lassen  sich  somit  an  den  Kreis  zwei 
Tangenten  ziehen ,  welche  reell  sind ,  so  lange  x^  +  y"^  >  r^  ist, 
d.  h.  so  lange  der  Punkt  ausserhalb  des  Kreises  liegt.  W^enn 
x^  +  y^  =  r^  ist,  so  lallen  beide  Tangenten  zusammen;  der 
Punkt  liegt  dann  in  der  Kreislinie  selbst. 

Die  Coordinaten  der  Berührungspunkte  werden  somit  durch 
Auflösung  der  Hleichungen  xx  4-.yy'=r^,  ac^  -j-  y^z=r^  für 
X  und  y  bestimmt,  d.  h.  diese  Punkte  sind  die  Durchschnitts- 
punkte  des  Kreises  x'^-\-  y^  =  -r'^  mit  der  geraden  Linie  xx'+  yy  =  r^. 
Die  letzlere  Gerade  ist  also  die  Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte der  vom  Punkte  x'y  ausgehenden  Tangenten,  wie  man 
auch  bestätigen  würde,  indem  man  die  Gleichung  der  geraden 
Linie  bildet,  welche  die  durch  die  vorher  gefundenen  Coordinaten 
bestimmten  Punkte  verbindet.  Man  sieht,  dass  die  Verbindungs- 
lioie  der  Berührungspunkte  eine  stets  reelle  Gerade  ist,  ebenso 
wohl  wenn  die  Tangenten  selbst  reell  als  wenn  sie  imagin«1r  sind ; 
es  ist  die  Polare  von  x'  y  in  Bezug  auf  den  Kreis.  Sie  ist  zu 
der  geraden  Linie  x'y  —  yx  =  0  normal,  welche  den  Pimkt  xy 
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init  dem  Cenlrum  des  Kreises  verbindet  und  ihre  Entfernung  voa 

diesem  Centrurn  ist  nach  Art.  23  =-—7^— — ^rr.    Man  construirl 

somit  die  Polare  des  Punktes  P,  indem  man  P  mit  dem  Centrurn 
C  verbindet,  und  in  dem  Punkte  M  dieser  Linie,  für  weiche 
CM .CP^=^r^  ist,  diet  Normale  zu  CP  errichtet.  Wenn  j^V  in 
der  Kreisperipherie  liegt,  so  ist  die  Polare  dXfd  zugehörige  Tan- 
genle  des  Kreises.    (Art.  106.) 

Aufg.   1.    Finde  die  Polare  von  (4,  4)  in  Bezug  auf 

(.r  -  1)^  +  (y-  2)2  =  13. 
Aufl.     3a:  +  2y  ==  20. 
Aufg,  2.   Finde  die  Polare  von  (4 ,  5)  in  Bezug  auf 

x^  +  t/  —  3x  —  4ttj:=S. 
Aufl.     6x  +  61/  =  48. 

Aufg.  3.    Finde  den  Pol  von  Ax  +  By  +  C  =  0  in  Bezug  auf 

x^  +  y^  =  r^. 

—      -  ,  —       -  I ,  wie  aus  der  Vergleichung  der  gegck- 

nen  Gleichung  mit  xx  +  yy  =  r^  hervorgeht. 

Aufg,  4.   Finde  den  Pol  von  3a:+4y=7  in  Bezug  auf  .t-+//-=l4. 

Aufl,     (6,  8). 

Aufg,  5.    Finde  den  Pol  von  2a:  +  3y  =  6  in  Bezug  auf 

•    [x  —  1)2  +  (y  —  2)2  =  12. 
Aufl,     (—11,  —  16). 

122.    Die  Lange   der   Tangente   zu   finden,  die  von 
einem  beliebigen  Punkte  an  den  Kreis 
[x  —  a)2  +  [y  —  /3)2  —  r2  =  0  gezogen  wird. 

Das  Quadrat  der  Entfernung  irgend  eines  Punktes  vom  Cea- 
trum  ist  =  (a:  —  a)2  +  (y  —  |3)2;  und  weil  diess  das  Quadrat 
der  Taugentc  um  das  Quadrat  des  Radius  ubertrkflt,  so  wird  das 
Quadrat  der  Tangente  von  einem  Punkte  aus  gefunden,  indem 
man  die  Coordinaten  des  Punktes  für  x  und  y  in  den  ersten 
Theil  der  Gleichung  des  Kreises  substituirt 

[x  -  af  +    [y  ~  i5)2  -  r2  =  0. 

Weil  die  allgemeine  Gleichung  in  r(M'bt\unkligen  Coordinaten 
a,i  [x^  +  %ß)  +  20,30:  +  2  023^  +  «33  =  0,   wenn  man  sif 
durch  a,|  dividirt,  mit  einer  Qleichung  von  der  Form 
{y^  —  a)2  +  (y  _  |3)2  _  ^2  ^  Q  identisch  ist  (Artikel  116],  so 

lernen  wir,  dass  das  Quadrat  der  Tangente  zu  einem  Kreise  aus 
der  in  ihrer  allgemeinsten  Form  gegebenen  Gleichung  desselben 
gefunden  wird,  indem  man  diese  durch  den  Coefficienten  in  r 
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diTidirl  und  dann  'die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes  in  die 
Gleichung  subsliluirl.  Das  Ouat'rat  der  vom  Coordinatcnanfang 
ausgehenden  Tangente  wird  gefunden,  indem  man  x  imd  y  =  0 
macht,  und  ist  daher  gleich  dem  durch  «j^  dividirten  absoluten 
Glied  in  der  Gleichung  des  Kreises.  Dieselben  Schlussfolgerungen 
sind  anwendbar,  wenn  die  Axen  schiefwinklig  sind. 

123.  Das  Verhältniss  zu  finden,  in  welchem  die 
Verbindungslinie  von  zwei  gegebenen  Punkten  xy\  xy' 
durch  einen  gegebenen  Kreis  geschnitten  wird. 

Wir  verfahren  genau  wie  in  Artikel  42  und  in  Artikel  110. 
Die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  in   der  Linie  müssen  (Ar- 

likel  7)  von  der  Form  sein   — ; — ; ,    ----  -• 

l  -^   m  /   -f-  m 

Indem  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  Kreises 
x*  +  y^  —  r^  =;  0  substituireu  und  ordnen,  erhalten  wir  zur 
ßcslimmung  des  Verhältnisses  /  :  m  die  quadratische  Gleichung 
/2(x"2  +  y"^—r^)  +  2Zm [x x   +  yy'—  r^)  +  m^ {x'^  +  y"^ -  r^)=0. " 

Wenn   aus  dieser  Gleichung   die  Werthe  von  /  :  m  bestimmt 
sind,  so  haben  wir  damit  zugleich  die  Coordinaten  der  Punkte, 
wo  die   gerade  Linie   den  Kreis  schneidet.     Die  Symmetrie  der . 
Tileichung  lässt  die  jetzige  Methode  geeigneter  erscheinen  als  die 
in  Artikel  118  gebrauchte. 

Wenn  x"y'  in  der  Polare  von  xy  liegt,  so  haben  wir  (Art.  121) 
XX  +  y  y"  —  r^  =  0  und  die  Factoren  der  vorhergehenden 
Gleichung  müssen  von  der  Form  /  +  f*m,  /  —  \km  sein;  die  x  y 
und  x" y"  verbindende  gerade  Linie  wird  daher  innerlich  und 
äusserlich  in  demselben  Verhältniss  geschnitten  und  wir  leiten 
daraus  den  wohlbekaputen  Satz  ab:  Jede  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  gezogene  gerade  Linie  wird  harmonisch 
getbeilt  durch  den  Punkt,  den  Kreis  und  die  Polare 
des  Punktes.    (Vergl.  Artikel  109.) 

124.  Die  Gleichung  der  Tangenten  von  einem  ge- 
gebenen Punkt  an  einen  gegebenen  Kreis  zu  finden. 

Wir  haben  vorher  (Artikel  121)  die  Coordinaten  der  Berüh- 
rungspunkte gefunden;  indem  wir  ihre  Werthe  in  die  Gleichung 
XX  -|-  yy"  —  r^  =  0  substituiren ,  erhalten  wir  für  dio  Glei- 
chung der  Tangenten  respective 

r [xx  +  yy  —  x"^  —  y^)  -f-  (y  x  —  yx)  V {.c  +  //-  —  r')  —  0. 
r{xx  -{-  yy  —x"^  —  y'^)  —  (y'o;  —  yx)  y{x-  -f  y'^  —  r^)  -■^--  (>. 
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Diese  beiden  Gleichungen  gebßii  mit  einander  luuitipliciri  die 
(fleidmng  des  Tangentenpaares  in  einer  >on  Wurzelgrösseii  freieu 
Form.  Der  vorhergehende  Artikel  erlaubt  uns  aber  diese  Glei- 
chung in  einer  einfacheren  Form  zu  erhalten.  Denn  die  Glei- 
chung, welche  /  :  m  bestimmt,  hat  gleiche  Wurzeln,  wenn  die  xy 
und  x"y'  verbindende  gerade  Linie  den  Kreis  berührt;  wenn  da- 
her xy  irgend  ein  Punkt  in  einer  der  Tangenten  durch  xy  isl, 
so  genügen  seine  Coordinaten  nothwendig  der  Bedingung 

(.r'2   +   y'2  ->  r^)   [x'^   +  y^  —  r^)  =  {xx    +  yy   —  r'f\ 
diese   ist  daher  die  Gleichung*  des  Tangcnlenpaares    durch  den 
Punkt  X  y\     Sie  ist  uüt  der  durch  die   crstangezeigte  Methode 
erhaltenen  identisch.    (Vergl.  Art.  107,  110.) 

125.  Die  Gleichung  eines  Kreises  zu  finden,,  der 
durch  drei  Punkte  geht. 

Wir  ha!)en  nur  in  die  allgemeine  Gleichnng 
.r^  +  //^  +  Srtjga*  +  2a23y  -|-  «33  =  0  nach  einander  die  Coor- 
dinaten jedes  der  gegebenen  Punkte  zu  substituiren ,  so  erhalten 
wir  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei  unbekanDteo 
Grössen  ^^3,  a.23,  a^^.  Man'  kann  die  Gleichung  auch  bilden,  in- 
dem man  die  Coordiiiaten  des  Gentrunii  und  den  Uadius  so  be 
stimmt,  wie  in  der  5.  Aufg.  des  Art.  5  geschehen  ist. 

Aufg.  1.    Bestimme  den  Kreis  durch  die  Punkte  (2,3),  (4.5),  (6,1). 
Aufl.     (^x  -  ^ly  +[y  -  ly^""^'    (Vergl.  a.  a.  (K) 

Aufg.  2,  Bestimme  den  Kreis  durch  die  Punkte  (2,  3),  (3.  4)  iunl 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten. 

Aufl.  Esistf/33=0und  13  +  4a,3-l-Ga23==0.  25 +  6(1,3+80, 3=0. 
also  2aj3=  —  23,  2003  =  11- 

Aufg.  3.  Man  i)cslimmc  für  die  Coonlinatcnaxen  der  Aufg.  1  in 
Arl.  48  die  Gleichung  des  durch  den  Anfangspunkt  der  Coonlioateu  ud(I 
die  Miltclpunklc  der  Sclieilelseilcn  gehenden  Kreises  und  zeige,  dass  der- 
selbe aucli  den  Miltclpunkt  der  Basis  enthält. 

Aufl.    2p  (ir^  +  y^)  —  P  {s  —  0  ^  —  (p^  +  *0  y  ==  ^• 

126.  Die  Gleichung  des  Kreises  durch  drei  Punkte 
^Vf  oc:"y\  x" y"  in  Gliedern  der  Coordinaten  dieser 
Punkte  auszudrücken. 

Wir  haben  in  a:^  +   //    +  2a^^x  +  2a23i/  +  «33  ^^ 

(^'^  +  y"^)  +  2a,3.r'  +  2«23.f/  +  «33  =0, 
die  aus  [x^  +  y'"^]  +  2ai3a:"  +  'la^^^"  +  «33  =0. 

(^'"^+y"^)  +  2a,3a:'"+2a23y"'+  «33=^' 


Der  Kreis  durch  drei  Punkte.    Art.  127.  157 

abgeleiteten  Werlhe  von  0,3,  «ja»  "33  2"  substituiren.  Das  Re- 
sultat dieser  Elimination  von  ai^,  a^^»  a^-i  zwischen  diesen  vier 
Gleichungen  wird  in  der  Form 

(^  +   y^)  \sx:   [tf—tf)  +.  X   («/'"—  y)  +  x\y   —  y")]  — 
(a:'2  +  y2)  [ar"(y"—  y)  +  x" [y  — /)  +  x  (V  —  y'")]  + 

{^'J+  /^)  [^'"(y  —  y )  +  i^  [y  —yl  +  ^'  (y'"—  y)]  - 

(a:'"2+/"2)  [-P  (y'  _  y")  +  ^'  (y"  —y)  +  X  [y  —  y)]  =  0 
erhalten;  am  einfachsten  durch  Multiplication  der  vier  Gleichun- 
gen mit  den  in  dieser  Gleichung  auftretenden  Factoren  von 
[x^  +  y'),  [x'^  +  y'^)  u.  «.  w.,  da  dann  flurch  Addition  der 
Producte  die  CoefOcienten  «,3,  «23,  «33  gleichzeitig  verschwinden. 
Nach  Art.  72  erhält  man  diese  Gleichung  auch  in  der  glcich- 


liedeutenden  Determinantenform 


x^    +y2  ,a:  ,  f/  , 

1 

x"^  +  y'^  .X  y  y\ 

1 

X ^ +y \x , y  , 

1 

X  ^^ry    fX  ,y  , 

1 

=  0. 


Wenn  verlangt  ^vird,    die  Bedingung   zu   finden,    unter 
:  welcher  vier  Punkte  in  einem  Kreise   liegen,   so  haben 
wir  nur  in  der  letzten  Gleichung  x^,  y^  für  x,  y  zu  schreiben. 
IHe  daraus  entspringende  Bedingung  erlaubt  ix)lgende  geometrisch<' 
Interpretation:    Wenn  A,   B^  C,  D  irgend   vier  Punkte   in 
einem  Kreise  sind  und  0  ein  fünfter  beliebig  genom- 
mener   Punkt,    und   wir    bezeichnen    durch    BCD    den 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  BCD  u.  s.  w.,  so  ist 
OA'^.  BCD  -t-  OC^.  ABB  =  OB'^.  ACD  -|-  0 B'K  ABC. 
127.    Wir  zeigen  zum  Schluss  dieses  Kapitels,  wie  die  Po- 
largieichung  des  Kreises  zu  Anden  ist. 

Wir  können  sie  entweder  erhalten,   indem  wir  für  x  und  y 
I  f  cos  ö,  Q  sin  ö  (Artikel  12)  in  eine  der  friihec  gegebenen  Gleichun- 
gen des  Kreises 

«ii(^'+y'j+2ö,3a:  +  2«23y+«33=0  oder  {x^aY+[y-^ßf=.r' 
substituiren,  oder  sie  auch  unabhängig  aus  der  geometrischen  Na- 
tur  des  Kreises  finden,  wie  folgt: 

Sei  0  der  Pol,  C  das  Centrum  des 
Kreises  und  OC  die  feste  Axe;  sei 
die  Entfernung  OC  =  d  mid  OP  ^^r.r'V.  . 
irgend  ein  Radius  veclor  und  daher 
=  Q,  endlich  der  Winkel  POC  =  0, 
so  haben  wir 
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P(?  =  OP^  +0(72  _  20P  ,  OC  .cos  POC, 
d.  h.   r^  =  p^  +  d^  —  2pd  cos  0;    diess  ist  daher  die  Polar- 
gleichung  des  Kreises. 

Wenn  die  feste  Axe  nicht  mit  OC  zusammenfallt,   sondern 
damit  einen  Winkel  or  bildet,  so  ist  die  Gleichung,  wie  in  Art  ü 
Q^  — •  2dQ  cos  (ö  ~  a)   +  d'^  —  r-  ~  0. 

Wenn  wir  den  Pol  im  Kreise  voraussetzen,  so  nimmt  die 
Gleichung  die  einfachere  Form  q  =  2r  cos  0  an,  weil  r  =  rf 
wird;  ein  Resultat,  welches  wir  auch  rein  geometrisch  aus  der 
Eigenschaft  erhalten  haben  würden,  dass  der  Peripherievtinkel 
über  dem  Halbkreis  ein  rechter  ist;  oder  indem  wir  für  x  und  v 
ihre  polaren  Werthe  in  die  Gleichung  a:^  +  y^=^2rx  einsetzten. 


Achtes  Kapitel. 
Lehrsätze  und  Aufgaben  vom  Kreis. 


128.  Nachdem  wir  im  vorigen  Kapitel  gezeigt  haben,  wie 
die  Gleichungen  des  Kreises  und  der  bemerkenswerthesteo  auf 
ihn  bezuglichen  Linien  zu  bilden  sind,  wollen  wir  in  dem  jetzigen 
diese  Gleichungen  durch  Beispiele  erläutern  und  sie  zur  Begrün- 
dung einiger  der  wichtigsten  Eigenschaften  des  Kreises  anwenden. 
Wir  verweisen  zuerst  den  Leser  auf  die  Beispiele  des  Art  49, 
damit  er  untersuche,  in  welchen  Fällen  die  erhaltenen  Gleichun- 
gen Kreise  darstellen  und  für  dieselben  die  Mittelpunktscoordina- 
ten  und  den  Radius  berechne  oder  die  Punkte  bestimnae,  io 
welchen  die  Axen  von  einem  derselben  geschnitten  werden.  Einige 
weitere  Beispiele  von  kreisförmigen  0er lern  fugen  wir  hinzu. 

Aufg.  1.  Man  soll  aus  der  Basis  und  dem  gegenüberliegenden 
Winkel  eines  Dreiecks  den  Ort  seiner  Spitze  filr  beliebige  Lage  der  Coor- 
dinalenaxen  suciien. 

Aufl.  Die  Coordinaten  der  Basispunkte  seien  xt/,  xy"-  ^ 
Gleichung  der  einen  Seite  sei  y  —  y  z=i  m  [x  —  a:') ,  dann  wird  die 
Gleichung  der  andern  Seite ,  die  mit  dieser  den  Winkel  C  bildet  (Art.  33], 
(1  +  m  tan  C)  [y  —  y')  :=  (m  —  tan  C)  [x  —  x"). 

Durch  Elimination  von  m  erhalten  wir  nun  die  (Sleichung  des  Ort» 
tan6T(y-y')  {y~y")  +  [x-x')  [x-x")-]+x{y'-y')-y{x-/' 

^y  —  y  ^  =0. 
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Weun  C  ein  rechter  Winkel  wäre,  so  sind  die  GJeichungen  der  Seileu 
y  --  y  =  m  (x  —  x^,  m  [y  —  y")  +  [x  —  x')  =  0  und  die  des 
Ortes  ist  {y  —  y)  [y  —  y")  +  (o:  —  x)  [x  —  x')  =  0. 

Äufg.  2.  In  einem  Dreieck  ist  die  Basis  und  der  Winkel  an  der 
Spitze  gegeben;  man  soll  den  Ort  des  Durchschniltspunkles  der  drei  Senk- 
rechten bestimmen,  die  von  den  Ecken  auf  die  Gegenseiten  gefällt  werden. 

Die  Gleichungen  der  Senkrechten  zu  den  Scheitelseilen  sind 

m (y— y") + [x — x") =0,  (m — tan C) [y — y)  +  (1 + w tan C) [x—  x) ^=- 0. 

Indem  wir  m  eliminircn,  erhalten  wir  die  Gleichung  des  Ortes 
tan  C  {{y  —  y)  {y  —  y")  +  [x  —  x)  (x  —  x')']  =  x  [y  —  y') 

—  y  [x  —  X  )  -^  xy   —  y  X  \ 
eine  Gleichung,  welche  von  der  im  letzten  Artikel  gefundenen  lediglich 
im  Vorzeichen  von  tan  C  abweicht  und  welche  daher  der  Ort  ist,  den  wir 
für  die  Spitze  gefunden  haben  würden,  wenn  dieselbe  Basis  und  der  Winkel 
an  der  Spitze  gleich  dem  Supplement  des  vorigen  gegeben  worden  wäre. 

Äufg,  3.  Es  ist  allgemein  irgend  eine  Anzahl  von  Punkten  ge- 
geben, man  soll  den  Ort  eines  Punktes  finden,  der  so  liegt,  dass  die 
Summe  der  m\  m"  .  .  .  fachen  Quadrate ,  sein  er  Entfernungen  vom  erste», 
zweiten  .  .  .  Punkte  respective  eine  constante  Grösse  sei,  oder  (indem 
wir  die  Bezeichnung  des  Art.  50,  Aufg.  4  anneiimen),  dass  2  [mr^)  con- 
stant  sei. 

Das  Quadrat  der  Entfernung  irgend  eines  Punktes  xy  vom  Punkt 
xy  ist  [x  —  xY  +  (y  —  yf-  Wir  multipliciren  diess  mit  m  und 
addiren  es  zu  den  entsprechenden  Gliedern ,  die  man  durch  den  Ausdruck 
der  Entfernungen  des  Punktes  xy  von  den  andern  Punkten  x' y\  .  .  . 
gefanden  hat.  Unter  Benutzung  der  angeführten  Bezeichnungsweise  kön- 
Ben  wir  für  die  Gleichung  des  Ortes  schreiben  : 

2:[m)a?  +  i:{m)y^'^2Z{mx)x-2Z[my)y  +2.{mx"^)  +  2:[my'^)  =  C. 

Also  ist  der  Ort  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunktscoordinaten  sind 

JS  imx)  Simy)     ,   ,      ,      ^     .  .1,^11 

X  =  — =^7— T^,     y  =     ' ,  / ,  d.  h.  das  Centrum  ist  der  Punkt,  den  wir 
2#  (2»)  ^  21  \m) 

in  jener  Aufgabe  4,  Art.  50  das  Centrum  der  mittlem  Entfernungen  der 
gegebenen  Punkte  genannt  haben. 

Wenn  wir  den  Werlh  vom  Badius  dieses  Kreises  untersuchen,  so 
finden  wir  K'Z[m)  =  2{mr^)  —  £{mQ^),  wo  i:(mr^)  =  C  gleich 
der  Summe  der  m  fachen  Entfernungsquadrate  jedes  der  gegebenen  Punkte 
von  einem  Punkte  des  Kreises  und  Z{m^^)  gleich  der  Summe  der  m  fachen 
Entfernungsquadrate  aller  Punkte  von  dem  Centrum  der  mittlem  Entfer- 
nungen ist. 

Aufg.  4.  Man  soll  den  Ort  eines  Punktes  0  bestimmen,  durch 
welchen  Parallelen  zu  den  Seiten  eines  Dreiecks  in  den  Seiten  desselben 
Punkte  B^  C;  C',  /t;  Ä\  B"  so  bestimmt  werden,  dass  die  Summe  der 
drei  Rechtecke  BO  .  OC  +  Cf  0  .  OA'  +  A"0  .  OB"'  constaut  ist. 

Aufl.  Wenn  mau  zwei  von  den  Seilen  des  Dreiecks  zu  Coordinaten- 
a\en  wählt,  so  ist  die  Gleichung  des  Ortes 
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X  [a  —  x--  ^y)  +  y{b—  y  -    -x)  +  -^  =  m^ 

oder  iT^  +  y^  +  2a:y  cos  C  —  «a;  —  fry  +  m^  =  0. 

Diese  Gleichung  rcpräsenlirt  einen  Kreis,  welcher  mit  dem  dem  Drei- 
eck umgeschriehenen  Kreis  concentrisch  ist;  in  beiden  Fällen  sind  die 
Coordinaten  des  Centrums  durch  2  (a  +  |3cus  6')  =  a ,  2  (j5  +  acos6'j=& 
gegeben.  Diese  Gleichungen  gestatten  die  Lösung  des  Problems,  den  Ort 
für  das  Cenlrum  des  umgeschriebenen  Kreises  zu  finden,  wenn  zwei  Sei- 
ten eines  Dreieckstder  Lage  nach  gegeben  sind  und  eine  ihre  Längen  ver- 
bindende Relation  bekannt  ist. 

Aufg.  5.  Man  bestimme  den  Ort  eines  Punktes  0  so.  dass  die  Ver- 
bindungslinie desselben  mit  einem  festen  Punkte  denselben  Absclinill  in 
der  Axe  x  bilde,  wie  die  von  0  auf  die  Verbindungslinie  gefällte  Normale 
in  der  Axe  y. 

Aufg.  G.  ßestimnic  den  Ort  eines  Punktes  so,  dass  die  in  den 
Ecken  eines  Dreiecks  auf  ihren  Verbindungslinien  mit  ihm  errichteten 
Perpendikel  sich  in  einem  Punkte  durchschneiden. 

129.  Wir  geben  demnächst  einige  Beispiele,  die  das  Problem 

des  Artikel  118  enthalten,  nJlmlicb  das  Problem,  die  Coordinaten 

der  Punkte   zu   finden,    wo   eine  gerade  Linie  einen  gegebenen 

Kreis  schneidet. 

Aufg,  1.  Den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen  eines  Kreises  m 
finden,  die  einer  gegebenen  Linie  parallel  sind. 

Sei  die  Gleichung  irgend  einer  der  parallelen  Sehnen 
a:  cos  a  -{•  y  %\n  a  — j^  =  0,  wo  a  nach  der  Voraussetzung  beslimnil 
und  p  veränderlich  ist;  die  Abscissen  der  Pnnkle,  wo  diese  Linie  den 
Kreis  schneidet  (Art.  118),  werden  aus  der  Gleichung 
x^  —  ^px  cos  a  +  P^  —  ^^  sin^  «  =  0  gefunden,  \yenn  nun  die 
Wurzeln  dieser  Gleichung  x\  x'  sind,  so  ist  dici  Abscisse  des  Mittelpiinkl^ 
der  Sehne  \  [x  +  x")  und  also  nach  der  Tlicorie  der  Gleicliungeü 
=  p  cos  of.  In  gleicher  Weise  ist  das  y  des  Mittelpunktes  =  p  sin  a. 
Also  ist  die  Gleichung  des  Ortes  y  =  x  tan  a,  d.  h.  eine  zu  dem  System 
j)aralleler  Sehnen  senkrechte  gerade  Linie  durch  den  Mittelpunkt,  weile 
der  Winkel  ist,  den  eine  Senkrechte  zur  Sehne  x  cos  of  +  y  sin  a— jö=0 
mit  der  Axe  der  x  bildet. 

Aufg.  2.  Die  Bedingung  zu  finden,  dass  der  durch  den  Kreis  in 
der  Linie  x  cos  et  -\-  y  sin  a  :=  p  gebildete  Abschnitt  einen  recblen 
Winkel  am  Punkt  x  y  fasse. 

Wir  fanden  Art.  128,'  Aufg.  2  die  Bedingung,  dass  die  die  Punklc 
x" y\  x" y"  mit  xy  verbindenden  geraden  Linien  rechtwinklig  zu  ein- 
ander sein  sollten ,  nämlich  [x  —  x') [x  —  x'")  +  (y  —  y") (y •—  y'")  =^^' 
Seien  nun  x' y\  x" y"  die  Punkte,  wo  die  Linie  den  Kreis  schneidet,  so 
ist  nach  dem  letzten  Beispiel 

X  -Y  X  =  2/)  cos  a,  X  X  =  p^  —  r^  sm'  «»  y  +y  =2/?  sm  c 
y'y"  =  p^ —  r*  cos^  er;  aus  diesen  Werlhen  crgiebt  sich  die  gcforderle 
Bedingung  »t'^  +  y"^  —  2p o:'  cos  a  —  ^py  sin  a  +  2/?^  —  r'  =  0. 
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Aufg.  3..  Den  Ort  des  Mittelpunkts  einer  Seline  zu  finden,  welche 
einen  rechten  Winkel  an  einem  gegebenen  Punkte  spannt. 

Wenn  x  und  y  dieCoordinalen  des  Mittelpunktes  sind,  so  haben  wir 
nach  Aufg.  1  p  cos  a  =  ar,  p  sin  or  =  y,  p^  =  a:^  +  y^  und  durch 
ilie  Substitution  dieser  Werthe  wird  die  in  der  vorigen  Aufgabe  gefundene 
Bedingung  [x  — :  x)*^  +  (y  —  y )^  +  ic^  +  y'  =  ^^• 

Aufg.  4.  (st  eine  gerade  Linie  und  ein  Kreis  gegeben,  so  soll  man 
einen  Punkt  so  finden,  dass,  wenn  man  durch  ihn  eine  Sehne  zieht,  und 
von  ihren  Endpunkten  auf  die  gegebene  Linie  Perpendikel  fällt,  das  Recht- 
eck dieser  Senkrechten  constant  sei. 

Man  nehme  die  gegebene  Linie  zur  Axe  x,  und  zur  Axe  der  y  eine 
vom  Gentrum  des  gegebenen  Kreises  auf  sie  gefällte  Senkrechte,  deren 
Lauge  ^  genannt  werden  mag.     Dann  ist  die  Gleichung  des  Kreises 

a;*  +  (y  —  ^?  =  r\ 

Wenn  ferner  die  Coordinaten  des  gesuchten  Punktes  xy  sind,  so 
ist  die  Gleichung  irgend  einer  Geraden  durch  ihn  y — y'=  ni  [x  —  x\ 

Eliminirt  man  nun  zwischen  diesen  zwei  Gleichungen  x,  so  erhalt 
man  eine  quadratische  Gleichung  für  y,  för  welche  das  Product  der  Wur- 
zeln ist  — {   .     p     "     Diess  Product  kann  also  nur  dann 

l  +  w« 

von  m  unabhängig  sein,  wenn  der  Zähler  durch  (1  -|-  nr)  theilbar  ist,  d.  b. 
nur  dann,  wenn  a:'  =  0,  y^=:ß^  —  r^  ist. 

Aufg.  5.     Die  Bedingung  zu  ffuden ,  unter  welcher  der  in  der  Ge- 
raden  X  cos  a  +  ysina  —  p  =  0   durch  den  Kreis 
•"^^  +  y^  +  2  «130;  +  2^23^  "i"  "33  =  ^  bestimmte  Abschnitt  im  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  einen  rechten  Winkel  bestimmt. 

Aufl.  Die  Gleichung  des  Paars  von  geraden  Linien,  welches  den 
Anfangspunkt  mit  den  Endpunkten  der  Sehne  verbindet,  kann  gefunden 
werden  wie  folgt:  Man  mulliplicire  die  Glieder  vom  zweiten  Grade  in  der 
Gleichung  des  Kreises  milp^,  diejenigen  vom  ersten  mit  p  (a?cosQf-|-^sin  a) 
und  das  absolute  Glied  mit  (x  cos  a  4-  !/  sin  o]^;  es  entsteht  eine  in  x 
und  y  homogene  Gleichung,  welche  daher  zwei  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  gehende  Gerade  darstellt  und  die  durch  diejenigen  Punkte 
des  Kreises  befriedigt  wird,  in  welchen  x  cos  a  +  y  sin  a  =  p  ist. 

d\t  Entwicklung  und  Ordnung  der  Gleichung  giebt 
{p'-|-2aj3p  cosa-l-fli^3^cos^a)a;'^+2(ai3  sina+a23  cosa-f-ogg  sin«  cosa)a;y 
+  (p^  +  2  rtjsP  sin  a  +  «33^  sin^  a)  y"^  =  0 

Nach  ArL  87  sind  die  durch  sie  dargestellten  Geraden  rechtwinklig 
zu  einander,  wenn  2p^  +  2p(aj3  cos  a  +  0^3  sin  a)  +  «33*  =  0  ist. 

Aufg.  6.  Man  soll  den  Ort  des  Fusspunktes  der  Normale  bestim- 
men, die  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  auf  eine  Sehne  gefällt  wird, 
die  an  ihm  einen  rechten  Winkel  bestimmt. 

Aufl.  Die  Polarcoordinaten  des  Ortes  sind  die  Grössen  p  und  a  in 
der  zuletzt  gefundenen  Gleichung  und  die  Gleichung  des  Ortes  ist  daher 
2  {x^  +  y^)  -f-  2a,3.T  +  ^a^^y  +  033^  =  0.  Die  weitere  Unter- 
suchung zeigt,  dass  dieser  Ort  der  schon  in  der  3.  Aufg.  gefundene  Kreis  ist. 

Salmon,  Anal.Gooni.d.Kogrelschn.  2.  Aufl.  1J[ 
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Aufg,  7.  Wenn  durch  irgend  einen  feslen  Punkt  in  einem  Durch- 
messer des  Kreises  eine  Sehne  gezogen  und  jeder  ihrer  Endpunkte  mit 
einem  der  Endpunkte  des  Durchmessers  verbunden  wird,  so  schneiden  die 
Verbindungslinien  in  der  Tangente  des  Kreises  am  andern  Ende  des  Durch- 
messers Segmente  ab,  deren  Rechteck  constant  ist. 

Äufl,  Man  entwickelt  wie  in  Aufg.  5  die  Gleichung  der  Geraden, 
welche  den  Anfangspunkt  mit  den  Durchschnitten  des  Kreises 
x^  +y^  —  2ra:  =  0  und  der  Sehne  y  =  m  [x  —  x')  verbinden,  die 
durch  den  festen  Punkt  [x\  0)  gezogen  ist.  Man  findet  aus  ihr  die  in  der 
bezeichneten  Tangente  gebildeten  Abschnitte  durch  die  Substitution  ar==2r 
als  die  zugehörigen  Werthe  von  y.     Ihr  Product  wird  als  von  m  unab- 

hängig  gefunden,  nämlich  gleich  4r^ ? 

130.  Die  in  Art.  121  gewonnene  Form  der  Gleichung  der 
Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis  beweist  für  diesen 
leicht  die  Sätze  der  Art.  108  etc.  Die  Bedingung  z.  B.  nnler 
der  der  Punkt  xy  \\\  der  Polare  von  x'y'  liegt,  ist  x^x^+yy'^r, 
zugleich  auch  die  Bedingung,  unter  welcher  der  Punkt  x"y"  \n 
der  Polare  von  xy   liegt. 

Wenn  ein  Kreis  und  ein  Dreieck  ABC  gegeben  ist,  so  bil- 
<len  die  Polaren  der  Ecken  A,  B,  C  desselben  in  Bezug  auf  den 
Kreis  ein  neues  Dreieck  AB' C\  welches  man  als  dem  ersten 
conjugirt  bezeichnet;  in  demselben  sei -^' der  Pol  von  BC,  B' A^ 
Pol  von  CA  und  C'  der  Pol  von  AB,  In  dem  besondern  Falle, 
wo  die  Pole  von  Ay  B^  C  respective  die  Gegenseiten  BC,  CA,  AB 
des  Dreiecks  selbst  sind,  bezeichnet  man  dasselbe  als  ein  sich 
selbst  conjugirtes  Dreieck.  Die  geraden  Linien  AA\BB^,C(^^ 
welche  die  entsprechenden  Ecken  eines  Dreiecks  und 
des  ihm  conjugirten  verhinden,  schneiden  sich  ifl 
einem  Punkte. 

Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  Punktes  ivy  tM\ 
dem  Durchschnitt  der  zwei  Linien 

ccx''  +  yy'  -  r^;=zO  und  xx"  +  yy"  —  r^  =  0   ist  (Art.  *), 
AA'  ixx''+  yy"—  r^)  (xx'  +  yy'  —  r^)  — 

[x  x'  +  yy'  —  r2)  (ara''"+  ?//'—  r^)  =  0. 
In  gleicher  Art  ergeben  sich 
BW  [x"  X    +  y"  %J  —  r^)  (;r;t'"-f  yy'"—  r^)  — 

[x   ,r'"+  y' y"—  r^)  [xx    +  yy    --  r^)  r=  0, 
CC'  [x'x'  +  y"y   —  r^)  [xx    +  yy   —  r^)  — 

[x   X    +  y   y   —  r-)  [xx    +  yy    —  r^}  =  0, 
und  nach  Art.  40  müssen  diese  Linien  durch  denselben  Punkt  gehen. 
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Das  folgende  ist  ein  specieller  Fall  des  eben  bewiesenen  Theo- 
rems: Wenn  ein  Kreis  einem  Dreieck  eingeschrieben 
ist  und  jede  Ecke  des  Dreiecks  mit  dem  Beruhrungs- 
punkte  des  Kreises  mit  der  Gegenseite  verbunden 
wird,  so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien 
in  einem  Punkte. 

Der  eben  gegebene  Beweis  behält  seine  Geltung  auch  für  die 
allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades.  Wenn  wir  abkürzend  durch 
i>j=0  die  Gleichung  der  Polare  von  xy  also  ajjar'a:  +  etc.  =  0 
und  ebenso  durch  P^  =  0*  ^»  =  0  die  Gleichungen  der  Polaren 
von  x'y\  x"y"  bezeichnen  und  wenn  wir  [1,  2]  für  das  Resul- 
tat der  Substitution  der  Goordinaten  x\  y"  in  die  Polare  von 
xy  oder  a^^x  x"  +  etc.  schreiben,  so  erhalten  wir  für  die 
Gleichungen  von  AA\  BB\  CC'  respective 

[1,  3]  P,^  =  [1,  2]  />3,  [1,  2]  P3  =  [2,  3]  i>,,  [2,  3]  P,  =  [1,  3]  P^, 
d.  h.  die  Gleichungen  von  drei  geraden  Linien,  die  sich  in  einem 
Punkte  schneiden.  Nach  Art.  60,  Aufg.  3  folgt  daraus,  dass  die 
Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Seiten  eines  Dreiecks  und 
des  ihm  conjugirten  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

131.  Wen»  irgend  zwei  Punkte  A  und  B  und  ihre 
Polaren  mit  Bezug  auf  einen  Kreis  vom  Gentrum  0  ge- 
geben sind  unil  man  fällt  eine  Senkrechte  AP  von  A 
auf  die  Polare   von  B  und  eine   Senkrechte  BQ  von  B 

,    p  1-     n    I  j  .   ,  OA         OB 

auf  die  Polare  von  A,   so  ist  --  =   —-• 

Die  Gleichung  der  Polare  von  A  [xy]  ist  xx  -^yy  —r'^:=^Q 
nnd  BQ^  die  Senkrechte  auf  diese  Linie  von  B  [x' y')  ist 

«r  X    ^r  t/  t/    ~*  t* 

"T/    /»   .     />\ —     Also  finden  wir,   da   V ix'^  +  y'^l  ^=  OA  ist, 

OA.  BQ  =  xx"  +  y  y'  —  r^\  und  aus  denselben  Gründen 
^iB ,  AP  T=^  XX     -^  yy"  —  r'^.    Also    OA.BQ^OB.AP. 

132.  Bei  Aufgaben  über  den  Kreis  ist  es  oft  zweckmässig, 
anstatt  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Gurve  durch  seine 
zwei  Goordinaten  xy  zu  bestimmen,  diese  beiden  in  Gliedern 
einer  einzigen  unabhängigen  Veränderlichen  auszu- 
drücken. Wenn  ^'  der  Winkel  ist,  welchen  der  Radius  nach 
xy  mit  der  Axe  der  x  macht,  so  wird  für  den  Mittelpunkt  als 
Anfangspunkt  der  Goordinaten  x  ^=^r  cos  ö',  y  ^=^  r  sin  ö',  und 
indem  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  substituirt,  werden  sie 
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im  AUgetneinen  vereinracht.  Die  Gleichung  der  Tangente  im 
Punkte  xy  wird  durch  diese  Substitution  a:  cosö -|-y  sin^'  =  r; 
und  die  Gleichung  der  x  y  mit  x" y'  verbindenden  Sehne,  welclic 
nach  Artikel  120  ist  x[x  +  x)  +  y  (y  +  y")  =  r^  +  xx  +  yy', 
durch  eine  ähnliche  Substitution 

X  cos  \  (Ö'  +  O   +  y  sin  ^  (ö'  +  ^'j  =  r  cos  ^  [¥  —  0» 

wo  0'  und  ö"  die  Winkel  sind,  welche  die  nach  den  Enden  der 
Sehne  gezogenen  Radien  mit  der  Axe  der  x  bilden. 

Diese  Gleichung  würden  wir  auch  direct  aus  der  allgemeinen 
(jleichung  der  geraden  Linie  x  cos  a  +  y  sin  a  =  p  erhalleo 
haben;  denn  der  Winkel,  den  die  Senkrechte  zur  Sehne  mit  der 
Axe  der  x  bildet,  ist  offenbar  die  halbe  Summe  der  Winkel,  die 
von  den  Radien  nach  ihren  Enden  mit  der  Axe  der  x  gebildet 
werden;   und  die  Senkrechte  zur  Sehne  ist  =  r  cos^(ö'  — ö^. 

Aufg.  1.  Die  Goordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  Taogenlen 
in  zwei  gegebenen  Punkten  des  Kreises  zu  finden. 

Die  Tangenten  sind  a:cosö'  +  y  sinö'  z=  r,  x  cosö"  +  yslnö"=  r 
und  daher  (fie^Coordinaten  ihres  Durchschnittspunktes 

co8|(ö'+0  8in4(ö'  +  0 

^~^  COS  i  {$'-  O  *  ^  —  ^  C08i($'-  $") 

Aufg,  2.  Den  Ort  des  Durchschnitts  der  Tangenten  an  den  Enden 
einer  Sehne  von  constanler  Länge  zu  finden. 

Indem  wir  die  Substitution  dieses  Art.  in  die  Gleichung 
{x'  —  x")^  +   iy  —  y')^  =  const.    machen,   reducirt   sie   sich  in 
cos  (ö'  - —  ö")  ==  const. ,    oder  Ö'  —  ^'  =  const. 

Wenn  die  gegebene  Länge  der  Sehne  =  2r  sin  d  war,  so  isl 
6»'  —  ö»"  =  2  6.  Die  in  dem  letzten  Beispiel  gefundenen  Ooonlinalen  a- 
füllen  die  Bedingung  {x'^  +  y^)  cos^  J  =  r^. 

Aufg.  3.  Welches  ist  der  Ort  eines  Punktes,  In  welchem  eine  Seime 
von  gegebener  Länge  in  einem  bestimmten  Verhällniss  geschnitten  wird? 

Indem  man  nach  An.  7  die  Coordinalcn  des  Punktes  schreibt,  ^vo 
die  Sehne  in  gegebenem  Verhällniss  gelheill  ist.  Gndet  man,  dass  sieder 
Bedingung  x'^  +  y^  __.  eynsl.  genügen. 

Aufg.  4.  Die  Diagonalen  eines  dem  Kreis  umgeschriebenen  Sechsecks 
schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Die  von  den  Badien  nach  den  Berührungspunkten  mit  der  Axe  der  jc 
gebildeten  Winkel  seien  2  a.  2ß,  2y,  2ö,  2  f.  297;  dann  isl  die  Glcichußg 
der  Verbindungslinie  des  Durchschnitlspunkles  der  Tangenten  in  2cr,  2]? 
mit  dem  der  Tangenleii  in  2<},  2e 

8in(ä^d)  [^cos(a  +  d)  +  ysin(a  +  d]  — rcos(a-- a)] 
+  3iuJ-5)  [^  ^««(^+  ')  +  y  ««°  (^  +  ^)-r  cos  (^-  £)]=0, 


»-.T-'-rrfTv?::^-; 
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welche,  uiil  den  andern  zwei  Gleichungen  derselben  Form  zusammen- 
addjrt»  die  Summe  Null  giebt. 

133.  Wir  haben  gesehen,  dass  die  Tangente  eines  Kreises 
x^  +  y^  =  r^  eine  Gleichung  von  der  Form  xcos$  + y sin 0  =  r 
hat  und  erkennen  ganz  ebenso,  dass  die  Gleichung  der  Tangente 
zu  [x  —  a)2  +  (y  —  ß)^  ==  ^^  geschrieben  werden  kann 

(x  — a)  cos  ö  +  (y  —  j3)  sin  ö  =  r;  wenn  daher  umgekehrt 
die  Gleichung  einer  geraden  Linie  eine  Unbestimmte 
fi  in  der  Form  [x  —  a)  cos  ö  +  (y  —  j3)  sin  Ö  =  r  enthält, 
so  berührt  sie  den  Kreis  {x  —  a)^  +  (y  —  ß)^  =  r^» 

Aufg,  1.  Wenn  eine  Sehne  von  constanler  Länge  in  einen  Kreis 
eingeschrieben  wird,  so  berührt  sie  stets  einen  zweiten  Kreis.  Denn  in 
der  Gleichung  der  Sehne 

X  cos  i  [0'  +  r)  +  y  sin  ^  (ö'  +  Ö")  =  r  cos  ^^  (ö'  —  ö") 
(nach  dem  letzten  Art.)  ist  Ö'  —  ö"  bekannt  und  ö'+  ö"  unbestimmt;  die 
Sehne  berührt  daher  stets  den  Kreis  x^  -{•  y^  =  r^  cos^  6, 

Aufg.  2.  Wenn  eine  Anzahl  von  Punkten  gegeben  ist  und  eine  ge- 
rade Linie  so  gelegt  wird,  dass  <las  m' fache  des  Perpendikels  auf  sie  vom 
I.Punkt  vermehrt  um  das  m" fache  des  Perpendikels  zu  ihr  vom  2. Punkt 
u.  s.  w.  eine  conslanle  Summe  giebt,  so  umhüllt  die  Linie  einen  festen 
Kreis.  Diess  weicht  von  der  Aufgabe  4  in  Art.  50  nur  darin  ab,  dass  die 
Summe,  anstatt  0  zu  sein,  conslant  ist. 

hidem  wir  die  Bezeichnung  dieses  Artikels  annehmen,  haben  wir 
statt  der  dort  gefundenen  Gleichung 

\xZ  {m)  —  Zimx)']  cos  a  +  [yi:{m)  —  £{my)']  sin  a  =  0 
nur  zu  schreiben : 
[xZ  (im)  —  JS{mx'^)']  cos  a  +  [j/£{m)  —  £{my)']  sin  a  =  const. 

Also  berührt  die  gerade  Linie  stets  den  Kreis 

[X —     ^^J      +     y  —     J)7-\       =:  const.,    dessen  Gentrum  das 
-2^1'«)  J  L  ^^^^  J 

Uentrum  der  mittleren  Entfernungen  der  gegebeneu  Punkte  ist. 

134.  Wir  schliessen  dem  Vorigen  einige  Beispiele  von  dem 
Gebrauch  der  Polar-Coordinaten  an. 

Aufg.  1.  Wenn  man  durch  einen  festen  Punkt  eine  Sehne  im 
Kreise  zieht,  so  ist  das  Rechteck  aus  ihren  Segmenten  von  constanlem 
lohalL    (Euklid.  UI,  35.  36.) 

Nehmen  wir  den  festen  Punkt  zum  Pol,  so  ist  die  Polarglcichun^ 
(Art.  127)  Q^  —  2Qd  cos  ö  +  cf^  —  r'^  =  0;  offenbar  sind  OP,  OP', 
d.  h.  die  Werthe  der  Radien  vectoreu ,  die  einem  gegebenen  Werlh  von  0 
oder  POC  enlsprechen.  die  Wurzeln  dieser  Gleichung.  Nun  ist  nach  der 
Theorie  der  Gleichungen  OP,OP^,  das  Product  dieser  Wurzeln,  =rf^ — r^ 
eine  von  0  unabhängige  Grösse  und  daher  conslant,  wie  immer  die  Rich- 
tung sei,    in  welcher*  die  Linie  OP  gezogen  ist.     Wenn  der  Punkt  0 


f^'ö 
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ausserhalb  des  Kreises  Idge »  so  isl  d^  —  r*  dus  Quadrat  über  der  Laune 
der  Tangenten. 

Au/g.  2.  Wenn  durch  einen  festen  Punkt  0  eine  Sehne  in  einem 
Kreise  gezogen ,  und  0  Q  als  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Seg- 
menten OPy  OP  genommen  wird,  den  Ort  von  Q  zu  finden. 

Wir  haben  OP  +  OP'  oder  die  Summe  der  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung  im  letzten  Beispiel  =3  2rfcosö;  aber  0P+0/>'=2öft 
daher  Öö  =  d  co«  ^.    Also  ist  die  Polargleichung  des  Ortes  p  =e/cosf 

Nun  erhellt  aus  der  Endglcichung 
des  Artikels  127,  dass  diess  die  Glei- 
chung eines  über  der  Linie  OC  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreises  isl. 

O^iTi'j^ ( Ijw/*         1  Die  Aufgabe  dieses  Beispiels  liJlte 

auch  so  ausgedrückt  werden    könoeu: 
Den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen  im 
Kreise  zu  finden,    welche  durch  einen 
festen  Punkt  gehen. 
Aufg,  3.     Man  soll  den  Ort  von  Q  finden,  wenn  die  Linie  OQ  das 

2.0/».  0/^ 


harmonische  Mittel  zwischen  OP  und  OP  ist,  d.  h.  00  = 


OP+OP" 


OS  isl  OP  .  OP'  ==  d^  —  r^  und  OP  +  0P'=2d  cos  ö  und  daher  die 

fjt f*t  ^  —  <pt 

Polargleichung  des  Ortes    q  = ^   oder   p  cos  ö  =  — - — 

Diess  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  welche  in  der  Eolfer- 


0  =  d 


--  und  daher  in  der  Entfernung  von  C  =  j  zu  OC 


nung  von 

senkrecht  ist.    Demnach  ist  der  Ort  die  Polare  des  Punktes  0.  (Art.  121- 
Wir  können  in  derselben  Art  diese  und  ahnliche  Aufgaben  lösen. 
wenn  die  Gleichung  in  der  Form  gegeben  ist: 

a^ix^  +  ip)  +  2a,3a:  +  ^a^^y  +  «33  :=:0,  denn  durch  Transfor- 
mation zu  Polar -Goordinaten  wird  diese  Gleichung 

^'  -f  2  (^  cos  ö  +  ^'  sin  ö^^  (>  +  ^»  =  0,  und  Indem  wir  genau  wie 
in  diesem  Beispiel  verfahren,  finden  wir  für  den  Ort  der  harmonischen 

Mittel    p  = T-r^ — r-i,    und  zu  rechtwinkligen  Goordinaten  zu- 

^        ßjs  cos  ö +«28  sin  $  ° 

rfickkehrend,  013^«?  +  «23^  +  ^33  =^  0,  die  früher  gefundene  Gleichung 

der  Polare  des  Anfangspunktes. 

Aufg.  4.  Ein  Punkt  und  eine  gerade  Linie  sind  gegeben  und  der 
Ort  von  Q  ist  zu  finden,  wenn  OQ  als  der  invcrse  Werth  von  OP,  dem 
Radius  vector  der  geraden  Linie,  genommen  wird. 

Aufg,  5.  Von  einem  Dreieck  ist  der  Scheitel,  der  Scheilehvinkel 
und  das  Rechleck  untei^  den  Seilen  gegeben;  man  soll  den  durch  die  eine 
Basisecke  beschriebenen  Ort  bestimmen ,  wenn  die  andre  sich  in  einer  ge- 
raden Linie  oder  einem  Kreise  bewegt. 

Wir  nehmen  den  Scheitel  zum  Pol,  setzen  die  Länge  der  Seilen 
gleich  q  und  ^'  und  die  Winkel,  die  sie  mit  der  Axe  bilden,  ^  und  i\  als- 


m  
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dann  finden  wir,  indem  wir  für  q,  ->  und  für  0,  C  '•\-  0  in  die  Gieicliung 

des  gegebenen  Ortes  einsetzen,  eine  Relation  zwischen  g'  und  0\  welclie 
die  Polargleichung  des  durch  die  andre  Basisecke  beschriebenen  Orles  ist. 
Diese  Aufgabe  kann  in  derselben  Arl  gelöst  werden,  wenn  anstatt  ihres 
Products  das  VerltSltniss  der  Seiten  gegeben  wäre. 

Aufy.  6.  Durch  den  Durchschnitt  zweier  Kreise  ist  eine  gerade 
Linie  gezogen;  man  hat  den  Ort  für  den  Mittelpunkt  des  zwischen  die 
Kreise  gefassten  Stucks  derselben  zu  finden. 

Die  Gleichungen  der  Kreise  sind  von  der  Form 
p  =:  2r  cos  {0  —  a)  und  ^  =  2/  cos  {0  —  a)  und  die  Gleichung  des 
Ortes  ist  alsdann  q  =  r  cos  (0  —  a)  +  r  cos  ($  —  a) ;  sie  repräsentirt 
einen  Kreis. 

Aufg,  7.  Wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  in  der  Peripherie 
eines  Kreises  drei  Sehnen  willkürlich  gezogen  werden  und  über  jeder  als 
Durchmesser  ein  Kreis  beschrieben  wird,  so  schneiden  sich  diese  drei 
Kreise  in  drei  andern  Punkten,  welche  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Wenn  wir  den  festen  Punkt  zum  Pol  nehmen,  und  e/ der  Durchmesser 
des  ursprünglichen  Kreises  ist,  so  ist  seine  Gleichung  (Arl.  127)  Q  =  dcos^. 

Wenn  der  Durchmesser  eines  der  andern  Kreise  mit  der  festen  Axc 
einen  Winkel  a  bildet,  so  ist  seine  Länge  =  d  cos  a  und  die  Gleichung 
lies  Kreises  q  =  d  cos  u  cos  {0  —  a);  <lie  Gieicliung  des  andern  Kreises 
ist  endlich  ebenso:    q  =i  d  cos  ß  cos  [0  —  ß). 

Um   die   Polar- Coordinalen  des  Durchschnillspunktes  dieser  zwei 
Kreise  zu  finden,  suchen  wir  den  Wertli  von  ö,  welcher 
cos  a  cos  (ö  —  a)  =z  cos  ß  cos  {0  —  ß)    macht   und    finden    leicht 
ö  =  a  -J-  ^  und  den  entsprechenden  Werlh  von  q  t=i  d  cos  cc  cos  ß. 

Ebenso  sind  die  Polar- Coordinalen  des  Durchschnitts  vom  ersten 
und  drillen  Kreise   $  =  a  +  y  und  ^  =  rf  cos  a  cos  y. 

Cm  nun  die  Polargleichung  der  diese  beiden  Punkte  verbindenden 
Liuie  zu  finden ,  nehmen  wir  die  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie 
pcos(A-  —  $)  =  p  (Art.  44)  und  setzen  in  sie  nach  einander  diese  Wcrllic 
von  $  und  ^.  um  so  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  p  und  k  zu  er- 
hallen; daraus  ergiebt  sich 
p  =  d  cos a  cosjS  cos [/<:  —  (a  +  j3)]  =  d  cos«  cosy  cos [_k  —  (a  -f-  y)]. 

Also   Ar  =  cf  +  ^  +  y  und  p  =  rf  cos  a  cos  ß  cos  y. 

Die  Symmetrie  dieser  Werlhe  zeigt,  dass  es  dieselbe  gerade  Linie  ist, 
welche  die  Durchschnitte  des  ersten  und  zweiten  und  des  zweiten  und 
dritten  Kreises  verbindet,  dass  daher  die  drei  Punkte  in  derselben  geraden 
Linie  liegen. 


W"5!f?5P3r?^^r^!5?= . 
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Neuntes  Kapitel. 

Eigenschaften  eines  Systems  von  zwei  oder 

mehreren  Kreisen. 


135.  Die  Gleichung  der  gemeiiischaflliclien  Sehne 
zweier  Kreise  zu  finden. 

Wenn  S  =  0,  5'  =  0  die  Gleichungen  zweier  Kreise  sind, 
so  ist  nach  Artikel  40  jede  Gleichung  von  der  Form  S  —  k^=0 
die  Gleichung  einer  durch  ihre  Durchschnittspunkte  gehenden 
Linie.     Schreiben  wir  die  Gleichungen 

S=  {X  —  af  +  (y  -  ß?  -  r^  =  0, 
S'=  [x  —  af  +  (y  -  ß^)^  —  r^  =  0. 
so  ist  offenbar,  dass  die  Gleichung  S  —  Ar-S'  =  0  im  Allgeraeinen 
einen  Kreis  darstellt,  weil  der  Coefficient  von  xy  Null  uud  der 
Coefficient  von  x'^  dem  von  y^  gleich  ist.  In  einem  Falle,  näm- 
lich für  k=l,  stellt  sie  aber  eine  gerade  Linie  dar;  die  Glie- 
der des  zweiten  Grades  verschwinden  dann  und  die  Gleichung  wird 

Diese  ist  daher  die  Gleichung  der  durch  die  Durchschnitts- 
dünkte  der  beiden  Kreise  gehenden   geraden  Linie. 

136.  Die  Durchschnittspunkte  der  zwei  Kreise  werden  ge- 
funden, indem  man  wie  in  Artikel  118  die  Punkte  sucht,  in  wel- 
chen die  Linie  S  —  5^=0  einen  der  gegebenen  Kreise  schneidet 
Diese  Punkte  sind  reelle,  zusammenfallende  oder  imaginäre  Punkte, 
je  nach  der  Natur  der  Wurzeln  der  resultirenden  Gleichung;  akr 
es  ist  bemerkenswert]],  dass,  gleichviel  ob  die  Kreise  sich  in  reel- 
len oder  imaginären  Punkten  schneiden,  die  Gleichuug  der  Durch- 
schnittssehne S  —  S'=0  immer  eine  reelle  gerade  Linie  reprä- 
sentirt,  welche  in  Bezug  auf  beide  Kreise  wichtige  geomelrisclie 
Eigenschaften  besitzt.  Diess  ist  in  lieber einstimmung  mit  unsrer 
früheren  Anmerkung ,  dass  die  Verbindungslinie  zw  eier  Punkt«  ihn; 
Existenz  und  ihre  Eigenschaften  bewahren  kann,  wenn  auch  diese 
Punkte  imaginär  geworden  sind.  Um  das  Unangemessene  zu  ver- 
meiden, welches  die  Benennung  dieser  Linie  S —  S^=0  als  Durch- 
schnittssehne  dann  hat,  wenn  die  Kreise  sich  geometrisch  nicht 
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zu  schneiden  scheinen,  ist  sie  die  Radicai-Axc*)  beider  Kreise 
genannt  worden:  auch  die  Benennung  Chordale  ist  für  dieselbe 
angewendet  worden**)* 

137.  Wir  sahen  (Art.  122),  dass  die  Substitution  der  Coor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  xy  in  die  Gleichung  des  Kreises 
das  Quadrat  der  Tangente  liefert,  die  man  von  ihm  aus  an  den 
Kreis  ziehen  kann.  Demnach  sagt  die  Gleichung  S  —  S^=0  aus, 
(lass  die  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Radical-Axc 
an  beide  Kreise  gezogenen  Tangenten  gleich  lang  sind. 

Die  Linie  S  —  Sf  =0  besitzt  diese  Eigenschaft,  gleichviel  ob 
sie  den  Kreis  in  reellen  Punkten  schneidet  oder  nicht. 

Wenn  die  Kreise  sich  nicht  in  reellen  Punkten  schneiden, 
so  ist  die  Lage  der  Radical-Axe  geometrisch  bestimmt,  indem  sie 
die  Verbindungslinie  ihrer  Gen tra  so  schneidet,  dass  die  Differenz 
der  Quadrate  ihrer  Theile  gleich  der  Differenz  der  Quadrate  der 
Flalbmesser  ist,  und  in  diesem  Theilpunkte  sich  senkrecht  erhebt; 
diess  ist  offenbar,  weil  auch  die  Tangenten  von  diesem  Punkte  einan- 
der gleich  sein  müssen. 

Wemi  verlangt  wäre,  den  Ort  eines  Punktes  zu  finden,  für 
welchen  die  von  ihm  zu  zwei  Kreisen  gezogenen  Tangenten  in 
Consta ntem  Verhältniss  stehen,  so  erhellt  aus  Artikel  122, 
dass  die  Gleichung  des  Ortes  sein  muss  S —  k'^S'^=^0\  dieselbe 
repräscntirt  aber  nach  Artikel  134  einen  durch  die  reellen 
oder  imaginären  Durchschnittspunkte  von  S  und  S^ 
gehenden  Kreis.  Wenn  die  Kreise  S  und  S'  sich  nicht  in  reellen 
Punkten  durchschneiden,  so  können  wir  die  Relation,  welche  sie 
mit  dem  Kreise  S — A:^ 5  verbindet,  ausdrücken,  indem  wir  sagen, 
dass  die  drei  Kreise  eine  gemeinschaftliche  Radical- 
Axe  haben. 

138.  Wenn  drei  Kreise  gegeben  sind  und  wir  neh- 
men für  jedes  Paar  derselben  die  Radical-Axe,  so 
schneiden  sich  diese  drei  Linien  in  einem  Punkt.  Der- 
selbe wird  das  Radical-Gentrum  der  drei  Kreise  ge- 
nannt.   (Der  Ghordalpunkt  nach  Plücker.) 

Denn  die  Gleichungen  der  drei  Radical-Axen  sind 
S  —  5'=0,  5'—  5"=:0,  S"— 5  =  0, 


•)  Gaultier,  Journ.  de  T^col.  pol.  C»ih.  XVI.    1813. 
•*)  Von  Pliicker:  Analytisch- geometrische  Entwicklungen   I.  93. 
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welche  Linien  sich  nach  Artikel  40  in  einem  Punkt  schneiden. 
Aus  diesem  Theorem  geht  unmittelbar  das  Folgende  hervor: 

Wenn  verschiedene  Kreise  durch  dieselben  zwei 
festen  Punkte  gehen,  so  gebt  ihre  Durchschnittssehiic 
mit  einem  festen  Kreis  durch  einen  festen  Punkt 

Denn  denken  wir  irgend  einen  der  Kreise,  die  durch  die  zwei 
gegebenen  Punkte  gehen,  als  fest,  so  ist  seine  DurchschnillssehDe 
mit  dem  gegebenen  Kreise  unveränderlich  und  seine  Durchschnitts- 
sehne  mit  irgend  einem  andern  durch  die  gegebenen  Puukte 
gehenden  Kreise  die  diese  Punkte  verbindende  gerade  Linie. 
Diese  zwei  geraden  Linien  bestimmen  in  ihrem  Durchschnitt  einen 
Punkt,   durch  welchen  die  Durchschnittssehne  des  yeränderlicheo 

Kreises  mit  dem  gegebenen  Kreise  gehen  muss. 

Axifg.  1.    Finde  die  ßadical-Axe  von 
A*^  +  y^  —  40-—  5y  +  7  =  0  und  a?^  +  y^  +  6a;  +  Sy'—  9=0. 

Aufl,     10a:  +  13y  =  16. 

Au  fg.  2.   Finde  das  Radical -Genirum  von 
(a-l)^  +  (y-2)^  =  7,  (a:~3)2  +  y2=5,  (x +  4)^ +  (y  +  l)':-?. 

Aufl.    (-  tV'  -  H)- 

*139.  Kreise,  die  eine  gemcinschaflliche  Radical -Axe  be- 
sitzen, haben  manche  merkwürdige  Eigenschaften:  dieselben  kön- 
nen leichter  untersucht  werden,  indem  man  die  Radical-Axe  zur 
Axe  der  y  und  die  Verbindungslinie  der  Centra  zur  Axe  der  j: 
nimmt.  Dann  ist  die  Gleichung  eines  beliebigen  Kreises  aus  dem 
System  x^  +  y'^  ^  ^kx  ±  S^ —  0\  8  bleibt  für  alle  Kreise  des 
Systems  constant  und  die  Gleichungen  der  verschiedenen  Kreise 
desselben  werden  erhalten,  indem  man  dem  k  verschiedene  Werthc 
giebt.  Denn  offenbar  liegt  das  Centrum  in  der  Axe  der  x  (Art.  116j 
in  der  veränderlichen  Entfernung  k  vom  Anfangspunkt  derCoor- 
dinaten;  und  wenn  wir  den  Werth  o:  =  0  in  die  Gleichung  sub- 
stituiren,  so  zeigt  sich,  dass  für  alle  Werlhe  von  k  der  Kreis 
durch  die  festen  Punkte  y'^  +  ö^  =  0  in  der  Axe  y  hindurchgehl; 
sie  sind  imaginär,  wenn  ö^  das  Zeichen  +,  und  reell,  wenn  diese 
Grösse  das  Zeichen  —  besitzt. 

*  140.  Wenn  verschiedene  Kreise  eine  gemein- 
schaftliche Radical-Axe  haben,  so  geht  die  Polare  eines 

gegebenen    Punktes    in    Bezug   auf  irgend    einen  von 

ihnen  auch  durch  einen  festen  Punkt. 

Die  Gleichung  der  Polare  von  x'y   in  Bezug  auf 

^^  +  y^  -  2kx  +  ^2  =  0 


j 
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ist  (Areik«!  12J)  xx  +  yy  --  k{x  -¥  x)  +  d^  =  0;  diese  Linie 
iDiiss,  weil  ihre  GleichuDg  die  Unbestimmte  k  im  ersten  Grade 
enthält»  immer  durch  den  Durchschnitt  von 

^x'  +  yy  +  5^  =  0  und  x  +  x  =^0  gehen. 

♦141.  Es  können  immer  zwei  Punkte  so  gefunden 
werden,  dass  ihre  Polaren  in  Bezug  auf  irgend  einen 
der  Kreise  nicht  allein  durch  einen  festen  Punkt  ge- 
hen, sondern  ganz  fest  sind. 

Das  wird  dann  stastßnden,  wenn 

xx'  +  yy  +  (5^  =  0  und  x  +  x'  =  0 
dieselbe  gerade  Linie  darstellen,  denn  diese  gerade  Linie  ist  dann 
flie  Polare ,  welches  auch  der  Werth  von  k  sei.    Aber  diese  Iden- 
tität tritt  ein,  wenn  y  =  0  und  x'^  :=^  d^  oder  x  =  +  d  ist. 

Die  zwei  Punkte,  deren  Coordinaten  wir  eben  gefunden  ha- 
ben, besitzen  manche  merkwürdige  Eigenschaften  in  der  Theorie 
dieser  Kreise ;  sie  liegen  so,  dass  die  Polare  des  einen  von  ihnen 
in  Bezug  auf  irgend  einen  der  Kreise  eine  durch  den  andern 
gehende  Senkrechte  zur  Centrallinie  ist.  Diese  Punkte  sind  reell, 
wenn  die  Kreise  des  Systems  zwei  imaginäre  Punkte  gemein  haben, 
nnd  imaginär,  wenn  sie  sich  in  reellen  Punkten  durchschneiden. 
Man  kann  dieGleichung  des  Kreises  in  der  Form  y^-|-(a: — k)^=k'^--  d* 
schreiben  und  erkennt  daraus,  dass  für  alle  Werthe  von  Ar,  welche 
der  Bedingung  k^  <  6-  genügen,  der  Kreis  imaginär  wird;  für 
k^  =  d^  repräsentirt  die  Gleichung  einen  Kreis  von  unendlich 
Meinem  Radius,  dessen  Centrum  die  Coordinaten  y=0,  x=^  +  d 
hat.  Demnach  können  die  eben  gefundeneu  Punkte  selbst  als 
Kreise  des  Systems  betrachtet  werden  und  in  diesem  Sinne  sind 
sie  von  Poncelet  als  die  Grenzpunkte  des  Systems  der 
Kreise  bezeichnet  werden'''). 

*142.  Wenn  wir  von  irgend  einem  Punkte  der  Radi- 
cal-Axc  Tangenten  an  alle  diese  Kreise  ziehen,  so  ist 
der  Ort  der  Berührungspunkte  nothwendig  ein  Kreis, 
weil  wir  bewiesen  haben  (Artikel  137),  dass  alle  diese 
Tangenten  gleich  lang  sind.  Auch  muss  dieser  Kreis 
alleKreise  des  gegebenen  Systems  unter  rechten  Win- 
kein  schneiden,  weil  seine  Radien  Tangenten  dersel- 
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ben  sind.     Die  Gleichung  dieses  Kreises  kann  leicht  gefunden 
werden. 

Das  Quadrat  der  Tangente  von  irgend  einem  Punkte  x==0,  y=h 
an  den  Kreis  x^  +  y'^  —  2kx  +  6"^=  0,  welches  gefunden  wird, 
indem  man  die  Coordinaten  desselben  in  diese  Gleichung  einsetzt, 
ist  Ä'  +  6"^,  und  der  Kreis,  dessen  Centrum  der  Punkt  a:  =  0, 
y  =  h  und  dessen  Radius-Quadrat  =  ä^  +  d'  ist,  hat  die  Glei- 
chung X-  +  {y  -  hf  =  Ä^  +  ^2  oder  x'^  +  y^  —  2Äy  =  ^. 

Also,  wie  auch  der  in  der  Radical-Axe  genommene  Punkt 
liege  (oder  welches  immer  der  Werth  von  h  sein  mag),  immer  geht 
dieser  Kreis  durch  deft  festen  Punkt  y  =  0,  a;  =  +  <J,  den  vir 
im  letzten  Artikel  gefunden  haben. 

Und  wir  erkennen,  dass  alle  Kreise,  welche  das  ge- 
gebene System  unterrechten  Winkeln  seh  neiden,  durch 
die  Grenzpunkte  des  Systems  gehen. 

Aufg,  1.  Man  bestimme  den  zu  den  drei  Kreisen  der  Aufg.  2  des 
Art.  138  orthogonalen  Kreis. 

Aufl.    (x  +  tV)*  +  (y  +  H)*  =  SW'- 

Aufg.  2.  Wenn  AB  ein  Durchmesser  eines  Kreises  ist,  so  gehl  die 
Polare  des  Punktes  A  in  ßezug  auf  irgend  einen  der  Kreise,  weiche  die- 
sem Kreis  orthogonal  sind,  durch  den  Punkt  B, 

Aufg,  3.  Man  bestimme  den  Kreis,  welcher  drei  gegebene  Kreise 
orlhogonai  durchschneidet.  Man  voKzielit  die  Bestimmung  entweder  wie 
in  der  Aufg.  1  oder  auch  nach  Aufg.  2,  indem  man  den  Ort  eines  Punktes 
sucht,  dessen  Polaren  in  Bezug  auf  die  drei  Kreise  sich  in  einem  Punkte 
durchschneiden. 

Aufg.  4.  Man  beweise  den  Satz:  Das  Quadrat  der  Tangente  tob 
einem  Punkte  eines  Kreises  zu  einem  andern  ist  in  einem  constanten  Ver- 
bal In  iss  zu  der  Senkrechten  von  dem  Punkte  auf  ihre  Radical-Axe. 

Aufg,  6.  Den  Winkel  (et)  zu  tindcn,  unter  welchem  zwei  Kreise 
sich  schneiden.  Bezeichnen  wir  die  Radien  der  Kreise  durch  R  und  r, 
und  durch  D  die  Entfernung  ihrer  Centra.  so  ist  i>^=ß^+r^ — 2Ärcos«t 
weil  der  Winkel ,  unter  weichem  die  Kreise  sich  schneiden .  gleich  dem 
von  ihren  Radien  im  Durchschnitlspunkt  gebildeten  Winkel  ist. 

Aufg,  6.  Wenn  ein  beweglicher  Kreis  zwei  feste  Kreise  unter  con- 
stanten Winkeln  schneidet,  so  schneidet  er  alle  Kreise,  die  dieselben  Ra- 
dical-Axen  haben,  unter  constanten  Winkeln. 

Wir  repräsentiren  die  Gleichungen  der  zwei  festen  Kreise  durch 
iS=0,  -S'=0  und  ihre  Radien  durch  r,  r';  danu  genügen  die  Coordi- 
naten des  Centruras  des  beweglichen  Kreises  den  Bedingungen 

R'^  —  2Rr  cos  a  =  5  und  /?*  —  2Är  cos  (3=  S'. 
weil  />^  —  r^,  das  Quadrat  der  Tangente  an  den  ersten  festen  Kreis, 
gleicli  S.sein  muss.  (Art.  122.)   Aus  diesen  Gleichungen  schliessen  wir 
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i              Tk*j         n  T>  ^r  COS  a  +  /r  cos  6        kS  -^  IS^  ,  , 

aber:       Ji'^  —  2R  -~  ,    .   , =  — ,    ,   ,     ,    welches   genau 

die  Bedingung  ist,  unler  welcher  der  bewegliclie  Kreis  mit  dem  Kreis 
kS  +  l^  den  conslanten  Winkel  y  bildet ,  für  welchen 

(h.  +  0 ''"  cos  y  =:  kr  cos  a  -j-  Ir  cos  ß 
iü,  sobald  durch  /'  der  Radius  des  Kreises  kS  -^  IS'  bezeichnet  wird. 

Aufg.  7.  Ein  Kreis,  welcher  zwei  fesle  Kreise  unler  conslanten 
Winiceln  schneidet,  berührt  auch  zwei  feste  Kreise. 

Denn  wir  können  das  Verhälluiss  A-  :  /  so  bestimmen,  dass  y  =  0 
oder  cos  y  =  1  ist.  Ist  D  die  Centraldistanz  der  Kreise  S  und  S',  so  er- 
gicU  sich  (k  +  /)'  r"^  =  {k  +  l)  [kr'^  +  Ir"^)  —  kllfi,  und  indem 
wir  den  daraus  für  r'  abgeleiteten  Werth  in  die  Gleichung  der  letzten 

k 
Aufgabe  einsetzen,  crgiebt  sich  zur  Bestimmung  von  —  eine  quadratische 

nieichuug. 

143.  Eine  gemeinsame  Tangente  zweier  Kreise  zu 
('ontruiren. 

Wir  repräsentiren  die  beiden  Kreise  durch  die  Gleicliungen 
[x  —  aY  +  (y  —  1^)^=  r^,  und  symbolisch  durch  5, 

(x  —  a')2  +  (y  -.  ß'f  =  /2  oder  S'. 

Aus  Artikel  120  ist  bekannt,  dass  die  Gleichung  einer  Tan- 
gente zu  S  die  Form  hat  (x  —  a){x — a)  +  (y  — /S)  (y  — /3)  =  r^ ; 

da  nach  Artikel  132  —  ==  cos  ö, -~  t=z  sin  ö   gesetzt 

r  r 

werden  darf,  so  geht  dieselbe  über  in  [x  —  a)  cosö  +  (y^ß)  sinö=r. 
Ebenso  ist  (x— a')cüsö'+(y — jS')sinÖ'=/  eine  Tangente  von  5'. 

Wir  suchen  die  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  mfissen, 
damit  diese  zwei  Gleichungen  dieselbe  gerade  Linie  dar- 
stellen. Zuerst  erfahren  wir  aus  der  Vcrgleichung  des  Verhält- 
uisses  der  Coefticientea  von  x  und  y,  tan  0  =  tan  ^,  also  $'  ent- 
weder =  0  oder  =  180^  +  ö.  Wenn  eine  von  diesen  Bedingungen 
erfüllt  ist,  so  vergleichen  wir  ferner  die  absoluten  Glieder  und 
finden  im  ersten  Falle  [a  —  a')cosö  +  [ß — ß')s\n$+r — r  =0,  und 
im  zweiten  (a  —  a)  cos  ö  +  (/3  —  /3 )  sin  ö  +  r  +  /  =  0. 

Jede  dieser  Gleichungen  ist  in  Bezug  auf  die  Bestimmung  von 
6  eine  quadratische  Gleichung;  die  Wurzeln  (}er  ersten  Gleichung 
entsprechen  den  directen  oder  äusseren  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten Aa,  Äa  ,  die  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  den  trans- 
tersalen  oder  Innern  gemeinsamen  Tangenten  Bh,  B'b\ 

Wenn  wir  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der  ge- 
meinsamen Tangente  mit  dem  Kreis  S  zu  wissen  wünschen,  müs- 
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sen  wir  in  die  eben  gefundene  Gleichung  für  cos  9  den  Wrrth 

Ä 


-  ""  "  lind  ffir  sin  ö  den  Werth substituiren  und  fiuden 

r  r 

(a  -  «')  [x  —  a)  +  (jS  -  /3')  (y'  -  jS)  +  r[r  -  r')  =0, 

(a  -  a)  (o:'  -  a)  +  (^  _  /T)  (y'  -  ^)  +  r(r  +  /)  =0. 

Die  ei'ste  dieser  Gleichungen  giebt  mit  der  Gleichung  S  des  Krei- 
ses combinirt  eine  quadratische  Gleichung,  deren  Wurzeln  die 
Coordhiaten  der  Punkte  Ä  und  Ä  sind,  in  weichen  die  directeo 
gemeinschaftlichen  Tangenten  den  Kreis  S  berühren;  uod  man 
erhält  wie  in  Artikel  121 

(a'  —  «)  (o:  —  a)  +  (^'  —  ß)  {y  —  ß)  —  r{r  —  r) 
als  die   Gleichung  von  AA\    der   Borfihrungssehne  der 
directen    gemeinsamen   Tangenten.    So  ist  gleicherweise 

{«'-«)  {x^a)  +  {ß'-ß)  {y-ß)  =  r{r  +  /) 
die  Gleichung  derBeru-hrungssehneder  transversalen 
gemeinschaftlichen  Tangenten.  Wenn  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  mit  dem  Centrum  des  Kreises  S  zusammenßilt,  so 
sind  cc  und  ß  =  0  und  wir  Gnden  für  die  Gleichung  der  Be* 
rfihrungssehnen  ax  -{-  ^y  =  r{r  +  r). 

Aufg,    Finde  die  geraeinscha filichen  Tangenten  der  Kreise 
x'^  +  y^  —  4a:  —  2y  +  4  =  0,  x'^  +  y^  -f- 4a:  +  2y  —  4  =  a 

Die  Berilhrungssehnen  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  dem  ersten 
Kreise  sind  2a:  +  y  =  6,  2a;  +  y=:3. 

Die  erste  Sehne  schneidet  den  Kreis  in  den  Punkten  (2,  2)  (^ .  \" 
deren  Tangenten  sind  y  =  2,  A.x  —  3y=10,  und  die  zweite  Sehoe 
schneidet  den  Kreis  in  den  Punkten  (1,  1)  [\,  \),  in  welchen  die  Tan- 
genten sind  a:  =  l,  3a:  +  4ys=5. 

144.  Die  Punkte  0  und  0\  in  welchen  die  directen  oder 
li*ansversalen  Tangenten  sich  schneiden,  werden  aus  einem  iu) 
nächsten  Artikel  auseinandergesetzten  Grunde  Centra  der  Aehn- 
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lichkeit  beider  Kreise  genannt.    Ihre  Coordioaten  können  leiciit 
heslimml    werden,    denn   0  ist  der  Po!  der  Sehne  AA\  deren 

Gleichung  ist  ^"^  ""  ^^"^  {x  —  a)  +  ^^  ~"  ^}-  (y  —  /3)  =  r^   in 

r  — —  r  r —  r      ^ 

Bezug  auf  den  Kreis  S. 

Indem  wir  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  der  Polare  des 

Punktes  x'y  vergleichen,  [x  —  a)  [x  —  a)  +  {y —  ß)  (y —  /3)  =  r^, 

ertialten  wir 

a  —  a         ,         ,       ar  —  ccr 

X  —  a  = ;  r  oder  x  = ? — , 

r  ■'—  r  r  —  r 

y   —  j5  =  - -,r  oder  y  =  ^- =-r-- 

r  —  r  r  —  r 

In  der  nämlichen  Art  findet  man  fiir  die  Coordinalen  von  O'  die 

ii:    *i  <^V  +  Of/  ßV  +  ßr 

Wertbe  -  =  --;-7-'   «'^^T+V"' 

•  Diese  Werthe  der  Coordinaten  zeigen  an,  dass  die 
Centra  der  Aehnlichkeit  die  Punkte  sind,  in  denen  die 
Verbindungslinie  derCentra  äusserlich  und  innerlich 
in  dem  Verhältniss  der  Radien  getheilt  ist. 

Aufg.   Finde  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise 
x2  +  y»  —  6a:  —  8y  =  0,     x^  +  y^  —  4a:  —  Gy  ==  3. 
Die  Gleiciiung  des  Tangent^paares  zu  [x  —  a)^  +  {y — j3)*=r^  durch 
xy  ist  (nach  Art.  124) 

Nun  sind  die  Coordinaten  des  .äussern  AehDlichkeits-Cienlnims  gefun- 
deu  ( — 2,  — 1)  und  es  ist  also  das  Paar  der  Tangenten  durcii  dasselbe 

25(a:2  +  y^  —  6a:  —  8y)  =  (5ar  +  5y  -  10)2, 
oder  a:y  +  a:  +  2y  +.  2  :=  0,  oder  [x  +  2)  (y  +  1)  =  0. 

Da  die  gegebenen  Kreise  einander  in  reellen  Punkten  durchschnei- 
den, so  ist  das  andere  Paar  der  gemeinsamen  Tangenten  imaginär;  aber 
ibre  Gleichung  wird  gefunden,  indem  man  das  Paar  der  Tangenten  durch 
4las  andere  Aehnlichkeits-Cenlrum  (^,  ^)  aufsucht;  sie  ist 

XQx^  +  xy  +  40y2  —  199a:  —  278y  +  722  =  0. 

145.    Jede  durch  den  Durchschnitt  der  gemeinsa- 

men  Tangenten  gezogene  gerade  Linie  wird  durch  die 

beiden  Kreise  in  Proportion  getheilt.    Wenn  man  auf  dem 

Radius  vector  irgend  eines  Punktes  P  einen  Punkt  Q  so  bestimmt, 

daßs  OP:=^m.OO  ist,  so  sind  das  x  und  y  des  Punktes  P  resp.  das 

m 

nt fache  von   dem   x  und  y  des  Punktes  Q,   und   wenn   daher  P 
eine  Ciirre  beschreibt,  so  wird  der  Ort  von  Q  durch  Substitution 
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von  mar,  tny  für  x  und  y  in  die  Gleichung  der  durch  P  beschrie- 
benen Curve  gefunden. 

Wenn  nun  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu  Axen  geoom- 
men   werden,    und   wir   OA  durch  «,  OÄ  durch   a    bezeiclinen, 
so  sind  die  Gleichungen  beider  Kreise  (Artikel  119,  Aufg.  2) 
^^  +  y^  +  2 a:y  cos  Q)  —  2ax  —  2 ay  +  a*  =  0, 
^«2  ^  yi  ^  2xy  cxis  00  —  2a  X  —  2a y  +  «'^  =  0. 
Aber  die  zweite  Gleichung  geht  aus  der  ersten  hervor,  wenn 

wir  —V,  —7  für  x^  y  in  die  erste  Gleichung  einsetzen,  sie  reprä- 
a        a 

sentirt    daher  den  durch  Verlängerung  jedes  Radius  vector  des 
ersten  Kreises  im  Verhältniss  a\a   erzeugten  Ort- 

Weil  das  Rechteck  Oq.  0^'  constant  ist,  und  weil  wir  ge- 
zdgt  haben,  das  OR  'm  einem  constanlen  Verhältniss  zu  Oq  isl, 
so  folgt,   dass  das  Rechteck  0R.0q=0R\0q  constant  ist, 

wie   auch  die  Lii^ie 

durch  0  gezogen  sei. 

146.  Wenn  wir 

durch   ein  Aelin- 

0/  \-,  li  chkeits  -  Cen- 

fffJ- W A -^o  trum  irgend  zwei 

Linien  ziehen»die 
nN /f  ,.,^ -j^^f- -  i  /  den   ersten  Kreis 

in  den  Punkten 
i?,Ä',  S,iS',  und  den 
zweiten  in  den 
Punkten  ^,  4^  ^* 
g\  schneiden,  so 
sind  die  Sehnen  RS,  qa  und  R'S\  qg  parallel^,  und  die 
Sehnen  RS,  ga  und  R'S',q(S  schneiden  sich  in  der  Ra- 
dical-Axe  der  beiden  Kreise. 

Nehmen  wir  OR,  OS  zu  Axen,  so  sehen  wir  (Art.  145),  dass 
OR  =  m.OQ,  OS  =  m.  Off  ist,  und  dass,  wenn  die  Gleichung 
des  Kreises  qg  q'o  ist 

«ii(^^  +  2xycosci)  +  y'^)  +  2a,3a:  +  2a.^^y  +  «33=0, 
die  des  andern  sein  muss 

«„(a:'  +  2xy  cos  «  +  y«)  +  2m  [a^^^x  +  «23^)  +  ^^  «33==^^ 
und  daher  ist  die  Gleichung  der-  Radical-Axc  (Artikel  135) 
2  («13  a:  +  «232/)  +  {m  +  1)  «33  =  0.    Sind  ferner  die  Gleicliimg«i 
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von  oa  11  tili   oV    - 

a 


y 

b 


X 


+  T-  =  i,  ">  + 


a 


6' 


Gleichungen  von  R  S  und  Ä'S'  sein    *  -  +  -^ 


1, 


-=1, 


80    müssen    die 

y  _ 


X 


mr<       mb 


Es  ist  aus  der  Form  der  Gleichungen  offenbar,  dass  RS  zu 
(ff  parallel  ist;  und  RS  muss  pV  in  der  Linie 

durchschneiden»  oder,  wie  im  Artikel  108,  in  der  Linie 
2[a^^x+  a^^y)  +  (m  + 1)033=0  der,  Radical-Axe  beider  Kreise. 

Ein  specieller  Fall  von  diesem  Theorem  ist  es,  dass  die 
Tangenten  in  R  und  q  p/irallel  sind  und  die  in  R  und  9' 
sich  in  der  Radicalaxc  begegnen. 

147.  Wenn  drei  Kreise  gegeben  sind,  so  geht  die 
Verbindungslinie  eines  Aehnlichkeits:Centrums  des 
ersten  und  zweiten  Kreises  mit  einem  AehnlichkeitR- 
Centrum  des  ersten  und  dritten  auch  durch  einAehn- 
lichkelts-Centrum  des  zweiten  und  dritten. 

Wenn  wir  die  Gleichung  der  Linie  bilden,  die  die  Punkte 

/ra  —  ru    rß>  —  rß\        /ru    —  r  a     r^'  —  r 'j3^ 

I  ~  >  '""  I »      I  ~*    »      ^ 

\  r  —  r  r  —  r    J        \    r  --  r  r 

verbindet,  so  erhallen  wir  (Aufg.  G  Art.  29) 

V\Sl-n  +  r  (r-ffi  +  r"(/5-/5')]  a:-[r  («'-«") +  rV'-a) 

+  r>— 0]i/ +  r  {|5V'-irV) +r7r«-/50  +  ^''(/5«'-- ß'«)===0. 

Die  Symmetrie  dieser 


Gleichung  beweist,  dass  , 
die  von  ihr  dargestellte  j 
Linie  auch  durch  das  dritte  \ 
Centrum  der  Aehnlichkeit 


^^^\  (Art.  144) 


ra 


fr    ' 

r  et 


X 


f 

r 



r 



hindurchgeht. 

Diese  Linie  wird  die 
Axe  der  Aehnlichkeit 
der  drei  Kreise  genannt.  Weil  für  jedes  Paar  Kreise  zwei  Aehnlich- 
keils-Centra  existiren,  so  giebt  es  für  drei  Kreise  in  Allem  sechs  und 
diese,  sind  längs  ner  Axen  der  Aehnlichkeit  verlheilt,  wie  die  Figur 
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zeigt.  Die  Gleichungen  der  andern  drei  werden  gefunden,  indem 
man  entweder  das  Zeichen  von  r,  von  /  oder  von  r"  in  der  eben 
gegebenen  Gleichung  in  das  entgegengesetzte  umwandelt. 

Zusatz.  Wenn  ein  Kreis  (£)  zwei  andre  {S  und  S)  be- 
rührt, so  geht  die  Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte durch  ein  Aehnlichkeits^Centrum  von  5und^. 

Denn  wenn  zwei  Kreise  sich  berühren»  so  fällt  eins  ihrer  Aebn- 
lichkeits -Centra  mit  dem  Berührungspunkt  zusammen  und  nach 
dem  eben  bewiesenen  Theorem  muss  die  Verbindungslinie  eines 
Aehnlichkeits  *  Gentrums  von  S  und  Z  mit  einem  Aebalichkeits- 
Gentrum  von  S'  und  Z  auch  durch  ein  AehnUchkdts-Gentrum  von 
5  und  iS^  gehen. 

Wenn  der  Kreis  Z  die  Kreise  S  und  S  entweder  beide  aus- 
serlich  oder  beide  innerlich  berührt,  so  geht  die  Verbindungs- 
linie der  Berührungspunkte  auch  durch  das  äussere  Aehnlich- 
keits-Gentrum  von  S  und  S .  Wenn  2!  den  einen  Kreis  äusser- 
lich  und  den  andern  innerlich  berührt,  so  geht  die  Verbindungs- 
linie der  Berührungspunkte  durch  das  innere  Aehnllcfakeits-Cen- 
trum  der  Kreise  ^  und  S\ 

*148.  Man  soll  den  Ort  für  das  Gentrum  eines 
Kreises  bestimmen,  welcher  drei  gegebene  Kreise 
unter  gleichen  Winkeln  schneidet. 

Wenn  5  =  0  oder  {x  —  a)'^  +  {y  —  ßf  —  r'  =  0  die  Glei- 
chung des  Kreises  ist,  so  ist  das  Quadrat  der  Entfernung  eines 
beliebigen  Punktes  von  seinem  Gentrum  :=  (x  —  atf  +  (y  ""  Ä' 
oder  S  -f  r^.  Wenn  daher  ein  Kreis  vom  Radius  R  den  Kreis  S 
unter  dem  Winkel  9  schneidet,  so  müssen  nach  Art.  142  Aufg.  «^ 
die  Goordinaten  seines  Gentrums  die  Bedingung  S:=R^ — 2Erco»f 
erfüllen.  Und  wenn  derselbe  Kreis  überdiess^zwei  andere  Kreise 
unter  dem  nämlichen  Winkel  schneiden  soll,  so  gelten  die  fer- 
neren Bedingungen  5'=Ä^ — 2Är'cos9,  .9"==/?^ — 2Är"cosf. 
Man  kann  aus  diesen  Gleichungen  R^  und  R  cos  g>  elimioiren. 
denn  die  Subtraction  giebt 

S  -  5'c=  2Ä(r  —  r)  cos  9,  -S  —  5"  =  2Ä(r"  —  r)  cos  % 
also  [S  -  ä')  (r  —  r")  —  (S  —  S")  (r  —  r') ;  die  Gleichung  dner 
geraden  Linie,  in  welcher  das  Gentrum  des  Kreises  liegen  miiss. 
Sie  geht  offenbar  durch  das  Radical-Gentrum  (Art.  138}  und  wenn 
'wir  nach  Art.  135  die  Werthe  der  Differenzen  S  --  S\  S-  S"^ 
einsetzen,   so   ergiebt  sich  für  den  Goefßcienten  von  x  in  dieser 
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Gleichung  —  2  /«  (/  —  r")  +  et  (r"  —  r)  +  u" [r  —  r)  V  und 
Ton  ^  —  2  {/?  (r  —  r")  +  ^  (r"  --  r)  +  /J"  (r  —  r )  )  . 

Die  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  denen  der  Coefßcienten  in 
der  Gleichung  der  Aehnlichkeits-Axe  im  vorigen  Artikel  zeigt  (Art.  32), 
dass  diese  Gerade  eine  vom  Aehnlichkeits-Ce|itrum  auf  eine  Aehn- 
lichkeits-Axe gefüllte  Normale  ist.  Miao  hat  übrigens  die  Wahl, 
welchen  der  zwei  supplementären  Winkel ,  welche  die  Kreise  mit 
einander  bilden,  man  als  den  Winkel  ihres  Durchschnitts  betrach- 
ten will.  Die  Formel  des  Art.  142,  welche  gebraucht  worden  ist, 
setzt  voraus,  dass  der  Winkel,  unter  welchem  die  Kreise  sich 
schneiden,  durch  den  Winkel  gemessen  sei»  welchen  die  Ent- 
femung  ihrer  Centra  am  Schnittpunkt  bestimmt  und  unter  dieser 
Voraussetzung  ist  der  betrachtete  Ort  eine  Normale  zur  äusseren 
Axe  der  Aehnlichkeit.  Wird  diese  Einschränkung  aufgehoben,  so 
geht  die  benutzte  Formel  in  die  neue  Ä  =  Ä^  +  2Är  cos  9  über, 
d.  h.  man  kann  das  Vorzeichen  der  r,  r,  r"  in  den  vorhrr- 
gebenden  Gleichungen  in  das  entgegengesetzte  überfuhren  und  daher 
ist  nach  Art.  147  der  Ort  eine  Normale  vom  Aehnlichkeitscentrum 
auf  irgend  eine  der  vier  Aehnlichkeits-Axen*). 

Wenn  zwei  Kreise  sich  innerlich  berühren,  so  ist  der  Winkel' 
ihres  Durchschnitts  Null,  weil  die  nach  dem  Punkte  gehenden 
Radien  zusammenfallen.  Wenn  sich  dieselben  äusserlich  ber&h- 
l*eo,  so  ist  derselbe  Winkel  180 ^  da  der  eine  dieser  Radien 
eine  Veriängenmg  des  andern  ist.  Aus  dem  eben  Bewiesenen 
ergiebt  sich  daher,  dass  die  Normale  auf  die  äussere  Axe  der 
Aehnlichkeit  das  Centmm  eines  Kreises  enthält,  welcher  die 
drei  gegebenen  Kreise  alle  äusserlich  oder  alle  innerlich  be- 
röhrt.   Bei  Vertauschung  des  Zeichens  von  r  bezeichnet  die  Glei- 


*)  In  der  Th&t  haben  alle  Kreise,  welche  drei  gegebene  Kreise  unter 
gleiehen  Winkeln  schneiden,  eine  der  Aehnlichkeits-Axen  zur  gemein- 
scbaftlichen  Radical-Axe.  Sind  27,  ^,  2^'  drei  Kreise,  welche  die  ge- 
^benen  Kreise  unter  den  Winkeln  9 ,  (p\  tp"  resp.  schneiden ,  so  müssen 
die  Coordinaten  des  Centrums  von  S  die  Bedingungen 
2:=r«  — 2r  Äcosqp,  iT  =  r' —  2 r /?' cos  qp' ,  2"  =  r«  —  2rÄ"  cos  9" 
also  (Ä  cos  9  — ä"  cos  9")  {Z—If)  =  (R  cos  <p  —H'cos  tp')  (2—2")  er- 
fiillen.  Diese  Gleichung,  welche  als  Gleichung  einer  geraden  Linie  er- 
scheint, aber  durch  die  Coordinaten  der  Centra  von  S,  S',  y-erfUllt 
wird,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  ist  eine  identische  Belation 
von  der  Form  2  =  A*2?'  +  /2"  und  zeigt  somit,  dass  die  drei  Kreise 
eine  gemeinschaftliche  Radical-Axe  haben. 
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diung  des  gefundenen  Ortes  eine  Normale  zu  einer  der  andmi 
Aehnlichkeits-A)cen ,  welclie  das  Centrum  desjenigen  Kreises  ent- 
hält, der  den  Kreis  S  äusserlich  und  die  beiden  andern  Kreise 
innerlich  berührt  und  umgekehrt.  In  Allem  können  acht  Kreise 
beschrieben  werden,  welche,  drei  gegebene  Kreise  berühren  und 
ihre  Centra  liegen  paarweis  in  den  vier  Normalen,  welche  vom 
Radicalcentrum  auf  die  vier  Aehnlichkeits-Axen  gefällt  werden. 

*149.  Einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  drei  g^e- 
gebene  Kreise  berührt.  Wir  haben  einen  Ort  gefundenen 
welchem  das  Centrum  liegt  und  Icönnten  durch  Elimination  ?oii 
R  zwischen  den  beiden  Bedingungen  S=  R^  —  2  Ar,  S'=Ä*— 2Är' 
einen  andern  Ort  dieser  Art  finden.  Derselbe  wurde  aber  keinen 
Kreis  darstellen  und  giebt  keine  elementare  geometrische  Con- 
slruction.  Um  diese  Invonvenienz  zu  beseitigen,  bestimmen  nir 
(nach  Gergonne  „Annales  des  Mathem."  VII,  289)  statt  der  Coor- 
dinaten  des  Centrums  des  berührenden  Kreises  die  Coordinaten 
seines  Berührungspunktes  mit  einem  der  gegebenen 
Kreise.  Wir  haben  schon 'eine  diese  Coordinaten  vereinigende 
Relation,  vveil  der  Punkt  auf  einem  gegebenen  Kreise  liegt;  wenn 
wir  also  noch  eine  andre  Relation  zwischen  ihnen  finden,  so  reicht 
diess  zu  seiner  Bestimmung  vollständig  hin. 

Nehmen  wir  zur  Vereinfachung  das  Centrum  des  Kreises, 
dessen  Berührungspunkt  mit  dem  gesuchten  Kreise  wir  finden 
wollen,  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  d.  Ii.  nehmen  wir 
er  =  0,  jS  =  0,  so  müssen  die  Coordinaten  A  und  B  des  Centrunu^ 
von  £  nach  dem  letzten  Artikel  die  Relationen  erffillen 
S—  S'  =  2R{r  -  r),     S  -  5^'  =  2R  (r  —  r"). 

Wenn  aber  x  imd  y  die  Coordinaten  des  ßerührimgspunktes 
von  2  mit  S  sind,  so  haben  wir  aus  ähnlichen  Dreiecken 

^= --— ^~\     B=^-^ — ^^^,    Die  Substitution  von  mx,  my 
r  r 

für  x,  y  in  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  liefert  dasselbe  Er- 
gebniss,  wie  die  Multiplication  der  ganzen  Gleichung  mit  m  und 
nachmalige  Vermindcruug  des  absoluten  Glieds  um  seinen  (m— l)fa- 
eben  Betrag;  in  Erinnerung,  dass  das  absolute  Glied  mS — S'(Art.l35) 
/2  —  y,2  _  ^'2  —  ^'2  igi^  erhalten  wir  als  das  Resultat  dieser  Sub- 
stitution für  A  und  B  m  die  Gleichung  [S  —  g)  =  2R  [r  -  A 

^Jh_r  [s  -  5')  H-  -  (a'2  +  p  +  ^2  _  /2)  =:  2  i?  (r  -  r'j , 
r  r 
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oder  [R  +  r)(S—S')  =  R[(r-^  r)^  —  a'^  —  p].  Ebenso  wird 

{R  +  r){S-  0=  Ä[(r  —  02-  a"2_  ß''2y 

Die  Eiimioation  von  R  aus  diesen  Gieichungen  lehrt,  dass  der 

Berührungspunkt  einer  der  Durchschnittspunkte  des  Kreises  S  mit 

der  geraden  Linie* 

5—5^ S  -  S''  . 

a'2  ^  if  2  _  (^  _  /)2  —  tt-2  ^  ^"2  -  (r  -  r")2 

150.  Um  nun  die  geometrische  Lösung  des  Problems  zu  ver- 
YollstäBdigen ,  ist  es  nöthig,  zu  zeigen,  wie  die  gerade  Linie,  deren 
Gleichung  eben  gefunden  wurde,  zu  construiren  ist. 

Sie  geht  offenbar  durch  das  Radical-Centrum  der  Kreise  und 
ein  zweiter  Punkt  von  ihr  wird  wie  folgt  gefunden.  Schi*eiben 
wir  S  —  5'  in  voller  Länge  (Artikel  135),  so  ist  die  Gleichung 

„'2  +  p  -^(r~  r')2  ""  «""2  +  ^'2  _  (^  _  /y 

Und  wenn  wir  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung  1  addiren,  so  erhal- 
ax  +  ß'y  +  (/  —  r)r  _  ax  +  ^y  +  [r"  —  r)  r  ^ 
a'2  +  (5-2  -  (r  —  /)2   ""    «"2  +  jy'2  _  (r  —  Ö2  ' 
welches  zeigt,  dass  die  obige  Linie  durch  den  Durchschnitt  von 
u^  +  pj  +.(/  —  r)r=0  und  a'x  +  /3"y  +  (r"  —  r)r=0  geht. 

Aber  die  erste  dieser  geraden  Linien  ist  nach  Artikel  143  die 
Berüiu^ungssehne  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise  S 
und  S  im  Kreise  S\  oder  in  andern  Worten  (Art.  144):  Sie  ist 
die  Polare  des  Aehnlichkeits-Centrums  dieser  Kreise 
in  Bezug  auf  5.  Ebenso  ist  die  zweite  gerade  Linie  die  Polare 
des  Aehnlichkeits-Centrums  der  Kreise  5  und  S'\  daher  —  weil 
der  Durchschnitt  irgend  zweier  Linien  der  Pol  der  Verbindungs- 
linie ihrer  Pole  ist,  —  ist  der  Durchschnitt  der  Linien: 
«^  +  /J'y  +  (r  -  r)  r  =  0  und  ax  +  fy  +  (r"  —  r)  r  =  0 
der  Pol  der  Aehnlichkeits-Axe  der  drei  Kreise  in  Be- 
zug auf  den  Kreis  S. 

Wir  erbalten  somit  die  folgende  Construction:  Wir  ziehen 
irgend  eine  der  vier  Aehnlichkeits-Axen  der  drei  Kreise,  nehmen 
ihren  Pol  in  Bezug  auf  jeden  Kreis  und  verbinden  die  so  gefun- 
denen Punkte  (P,  jP',  P")  mit  dem  Radical-Centrum;  wenn  die 
Verbindungslinien  die  Kreise  in  den  Punktepaaren  ah,  ah\  a"b'- 
schneiden,  so  ist  der  durch  o;  a\  a  gehende  Kreis  einer  von 
denen,  welche  die  drei  Kreise  berühren,  und  der  Kreis  durch 
h,  h\  b"  ein  andrer. 
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Indem  man  diess  Verfahren  mit  den  andern  drei  Axen  der  Aehn- 
lichkeit  ^viederholt,  erhält  man  die  andern  sechs  berührenden  Kreise, 
151.    Es   ist  nutzlicli  zu  zeigen,   wie   die  vorigen  Resultate 
ohne  algebraische  Rechnungen  abgeleitet  werden  iKonnen. 

1.)  Nach  Art.  147  Zusatz  schneiden  sich  die  Linien  «6,  all, 
all'  in  einem  Punkte,  nämlich  im  Centrum  der  Aehnlichkeit  der 
Kreise  ad d\  hb'b'\ 

\^m  2.)  Ebenso  schneiden  sich  ud\ 

1  h'b"  in  S,  dem  Centrum  der  Aeho- 

1  ,  lichkeit  von  C,  (f\ 

i  'T^V^     ""  '^^  ^'^  Daher  schneiden  sich  (Art.  146; 

[  /  \\'  /  _  "\  die  transversalen  Linien  db\  d'b" 
\^'  ^^^:'''^,^"\  /'' p~^^^bi^  der  Radical-Axe  von  (f,  (T; 
j  /  /*"^^^- ."■  ,,  rti  "^  '^  }\  ^^^^^  d' b'\  abm  der  Radical-Aic 
T'^  !    i  k      K         A  von  C",  C.    Daher  muss  der  Paokt 

'       \    \  /         •      /   R  (das  Centrum  der  Aehnlichkeit  vou 

\    ^' — "'  /    add\  bb'b")  das  Radical - Cenlruni 

\^  y        der  Kreise  CCC  sein. 

"^^  ' -^^  4.)  Weil  auch  db\  ab"  durdi 

ein  Centrum  der  Aehnlichkeit  von  (idd\  bb'b"  gehen,  so  schnei- 
den sich  (Art.  146)  d d\  b'b"  in  der 'Radical-Axe  dieser  zwei 
Kreise.  Daher  müssen  auch  die' Punkte  S'  und  S"  in  derselben 
Radical-Axe  liegen  und  daher  ist  S^S'  oder  die  Axe  der 
Aehnlichkeit  der  Kreise  C,  C,  C  die  Radical-Axe  der 
Kreise  add\  bb'b", 

5.)  Weil  d'b"  durch  das  Centrum  der  Aehnlichkeit  voo 
add\  bb'b"  geht,  so  müssen  die  Tangenten  an  diese  Kreise  in 
den  Punkten,  wo  sie  dieselben  schneidet,  sich  in  der  Radicalaxe 
SS' S"  begegnen.  Aber  dieser  Durchschnittspunkt  muss  offenbar 
der  Pol  von  d'b"  in  Bezug  auf  den  Kreis  C"  sein.  Weil  nun  der 
Pol  von  d'b"  in  SS'S'  liegt,  so  muss  der  Pol  von  SS'S"  in  Be- 
zug auf  den  Kreis  C"  in  d'b"  liegen.  Also  \nrd  d'b"  construirt, 
indem  man  das  Radical-Centrum  mit  dem  Pol  von  SS^S"  in  Be- 
zug auf  C"  verbindet. 

6.)  Weil  das  Aehnlichkeits-Centrum  zweier  Kreise  in  der  Ver- 
bindungslinie ihrer  Centra  liegt,  und  die  Radical-Axe  zu  dieser 
Linie  senkrecht  ist,  so  lernen  wfr,  wie  in  Art.  148,  dass  die  Ver- 
bindungslinie der  Centra  von  aa'a"  und  bb'b"  durch  R  gebt  ood 
auf  SS'S^'  senkrecht  ist. 
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Zehntes  Kapitel. 

Anwendung  einer  abgekürzten  Bezeichnung 
auf  die  Gleichung  des  Kreises. 


152.  Wenn  wir  eine  Gleichung  zweiten  Grades  in  der  im  vier- 
ten Kapitel  auseinandergesetzten  abgekürzten  Bezeicbnungs- 
weise  ausgedrückt  haben  und  zu  wissen* wünschen,  ob  sie  einen 
Kreis  darstellt,  so  haben  wir  nur  auf  x  und  y  Coordinaten  zu- 
rückzugehen, indem  wir  für  jede  Abkürzung  x^  ihr  Aequivalent 
X  cos  «1  +  ^  sin  a^  —  p^  einsetzen,  um  dann  zu  untersuchen,  ob 
der  Coefficient  Ton  xy  in  der  transformirten  Gleichung  ver- 
schwindet, und  die  Coefficienten  von  x^  und  y^  einander  gleich 
sind.  Die  folgenden  Beispiele  mögen  hinreichen,  diess  zu  erläutern. 

Ein  Punkt  bewege  sich  so,  dass  die  Producte  sei- 
uer  senkrechten  Abstände  von  den  beiden  Paaren  der 
Gegenseiten  eines  Vierecks  in  einem  gegebenen  Ver- 
liältniss  stehen;  unter  welchen  Bedingungen  ist  der 
Ort  dieses  Punktes  ein  Kreis? 

Sind  x^  ==  0,  X2  =  0,  ^rg  =  0,  x^  =  0  die  Gleichungen 
der  vier  Seiten  des  Vierecks,  so  ist  die  Gleichung  des  Ortes 
XjXj  =?  Ar 0:2^4;  sie  repräsentirt  eine  Curve  des  zweiten  Grades, 
welche  durch  die  Ecken  des  Vierecks  geht,  weil  ihr  durch  jede 
der  vier  Voraussetzungen  genügt  wird 
a:,=0,  ^2=^^»  a;ic=0,  x^=0;  0:2=^'  0:3=0;  x^=:0,  Xj^=0. 

Um  zu  erkennen,  ob  diese  Gleichung  einen  Kreis  repräsen- 
tirt, schreiben  wir  sie  in  voller  Länge: 

[x  cos  «1  -f  y  sin  «j  —  p,)  {x  cos  a^  +  y  sin  a^  —  p^)  = 

k{x  cos  a2  +  y  sin  cfj  —  P2)  (^  ^^  ^a  ^  U  sin  «4  —  p^). 

Indem  wir  ausmultipliciren,  und  den  Coefficienten  von  x^  mit 
dem  von  y^  gleich  und  den  von  xy  gleich  Null  setzen,  erhalten 
wir  die  Bedingungen 
cos  (flfj  -f  ag)  =  Ar  cos  (üfj  +  «4)  und  sin  (a^  +  «3)  =  A"  sin  («2  +  «4). 

Die  Quadrate  dieser  Gleichungen  liefern  durch  ihre  Addition 
die  Bedingung  A:  =  +  1  und  aus  der  Erfüllung  derselben  folgt 
entweder  «i  +  «s  =  «2  +  «4  oder  =  180®  +  «2  +  ^^4»  ^^^ 
daraus  ebenso  «j  —  «2  =  «4  —  «3  oder  =  180®  +  «4  —  «3.  Da 
ft]  —  tfj  ^^^'  Winkel  zwischen  den  vom  Coordinatenanfang  auf  die 


k_ 
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Linien  a^  uh^a^  gefällten  Senkrechten  und  daher  das  Suppleiucnt 
des  von  a,  und  «j  selbst  gebildeten  Winkels  ist  (Art.  61),  welcher 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  enthält,  so  ist  diese  Bedingung 
erfüllt,  wenn  das  Viereck  von  «i  «2*^3*^4  ^^  einen  Kreis  cinsciimb- 
bar  ist.  (Euklid,  III,  22.)  Und  es  ergiebt  sich  ohne  weitere  Unter- 
suchung, das6  für  einen  innerhalb  des  Vierecks  gelegenen  Coor- 
dinatenanfang  Ar  :==  —  1  zu  nehmen  und  der  von  a^  und  a^  g^ 
bildete  V^inkel  das  Supplement  des  von  a^  und  a^  eingeschlossenen 
ist  (beide  so  genommen,  dass  der  Coordinatenanfang  innerhalb 
derselben  liegt),  während  der  Lage  des  Coordinaten-Anfangspunk- 
tes  ausserhalb  des  Vierecks  derWerth  k  ==  +  l  und  die  Gleich- 
heit der  gegenüberliegenden  Winkel  entspricht. 

153.  Unter  welcher  Bedingung  ist  der  Ort  eines 
Punktes  ein  Kreis,  für  welchen  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung von  der  Basis  eines  festen  Dreiecks  in  einem 
constanten  Verhältniss  zum  Producte  der  Kntfernun- 
gen  von  den  Seiten  d.esselben  steht? 

Sind  Xi  =0,  x.2  =  0,  x^  =  0  die  Seiten  des  Dreiecks,  so 
ist  die  Gleichung  des  Ortes  XiX^  =  kx.^^.  Wenn  wir  nun  die 
Punkte  suchen,  wo  die  Linie  Xi  =  0  diesen  Ort  schneidet,  indem 
wir  in  seiner  Gleichung  x^  =  0  machen ,  so ,  erhalten  wir  das 
voUkommne  Quadrat  x.^^  =  0.  Also  schneidet  ic,  =  0  den  Ort 
in  zwei  zusammenfallenden  Punkten,  d.  h.  nach  Art.  104  sie  b^ 
rührt  den  Ort  im  Punkte  {x^  x^.  Ebenso  berührt  x^  den  Ort  im 
Punkte  [x^x^.  Also  sind  x^  und  .r3  beide  Tangenten  und  x^  ist 
ihre  Berührung^ssehne. 

Um  nun  zu  erkennen,  ob  der  Ort  ein  Kreis  ist,  schreiben  vir 
seine  Gleichung  wie  im  letzten  Artikel  in  voller  Länge  und  erlial* 
len,  indem  wir  die  Kennzeichen  des  Artikel  115  anwenden,  die 
Bedingungen  cos  («j  +  «3)  =  /:  cos  2^2»  srn(aj  -f  «3)  =Ä-  siuSffj, 
so  dass  wie  im  letzten  Art.  ä  =  1  und  «1  —  «^  c^  «^  —  ^^s  ^s^» 
somit  wird  das  Dreieck  gleichschenklig.  Also  dürfen  wir  schliessen, 
dass  wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  eines  Krei- 
ses auf  zwei  Tangenten  und  ihre  Berührungssebiie 
Perpendikel  fällt,  das  Quadrat  der  letztern  immer 
gleich  dem  Rechteck  unter  den  zwei  erstem  ist. 

Äufy,  Unter  welchen  Bedingungen  ist  der  Ort  eines  Punktes  ein 
Kreis,  für  welchen  die  Summe  der  Quadrate  der  von  ihm  auf  die  Seileo 
eines  Dreiecks  gefällten  Senkrechten  constant  ist? 
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Die  Gleichung  des  Ortes  ist  x{^  +  x^  +  x^  =  rt^|g'*'uuil  die  Be- 
dingungen, unter  denen. diese  einen  Kreis  repräscnlirt,  sind 
cos  2ff j  +  cos  2a2  +  cos  2^3  =  0 ,     sin  2of j  +  sin  2^2  +  sin  2cif3  =  0 
Cüs2cr,=: — 2cüs(a24^3)cos(a2— ö^3).sin2cfj=— -2sin(ff2+a3)cos(cif2— of-j). 
Durch  Quadriren  und  Addiren  erhält  man 

1=4  cos^  («2  —  «3)  und  «2  —  ^3  =  6Ö*^. 

Ebenso  findet  man  jeden  der  beiden  andern  Winkel  des  Dreiecks 
gleich  60^  so  dass  das  Dreieck  gleichseitig  sein  muss. 

'154.  Die  Gleichung  des  Kreises  zu  finden»  welcker 
dem  aus  den  Linien  a:i=0,  0:2  =  0,  0:3  =  0  gebildeten 
Dreieck  umgeschrieben  ist. 

Eine  Curve  zweiten  Grades,  welche  dem  gegebenen  Dreieck 
umgeschrieben  ist,  wird  allgemein  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form  ^23X2:^3  +  «siiCs^i  +  0^2^:1^:2  =  0  dargestellt,  da  der- 
selben durch  jede  der  Voraussetzungen 
Xj  =  0,  x^^=^^\  0:2=0,  0:3  =  0;  0:3=0,  0:1=0  genügt  wird. 

Die  Bedingungen,  unter  welchen  diese  Gleichung  einen  Kreis 
repräsentirt,  werden  durch  das  Verfahren  des  Artikel  152  gefun- 
den:       «23<^*^s("2+^3)'l'^31^^^(*'^3+'^l)  +  "l2^^*K+*^2)  =  ^' 

a23sin(üf2+a3)+Ö3iSin(a3+cf,)+a,2S<n(ai+a2)=Ö- 
fm  Art.  65  ist  aber  gezeigt  worden,  dass  die  Grössen  «j,  «2»  «3» 
welche  zweien  Gleichungen  von  der  Form  «ja:/+a2^2'+  H^i^=^^^ 
aja:,"+  000:2"+  «30:3"=  0  genügen  müssen,  zu  den  Diilerenzen 
X2  0:3  —  0:2  0:3 ,  0:3  o:,  —  0:3  x^ ,  x^  X2  —  Xi  X2  proportional 
sind.      Im    gegenwärtigen    Falle    sind    daher    die    VVerthe    von 

^23»  ^'31»  **!2  ^"  ^'"  (^2  —  ^^)*  ^'"  (^3  — *^i)'   ^"  ('^i  —  ^^2)  ö*^^'* 

nach  Art.  61  zu  sin^^^,  sin  ^2*  sin  ^3  proportional;  demnach  ist 

< 

die  Gleichung  des  einem  Dreieck  0:^  =  0,  0:2  ==  0,  0:3  =  0  umge- 
schriebenen Kreises  0:20:3  sin  J^  +  0:30:,  sin  A^  +  o:jO:2  sin^3==0. 

155.  Die  geometrische  Bedeutung  <ler  eben  gefundenen  Glei- 
chung ist  der  Beachtung  werth.  Wenn  wir  von  irgend  einem 
Punkt  0  die  Senkreciiten  OjP,  OQ  auf  die  Linien  x^,  x^  fallen,  so 
können  Xy,  x^  die  Längen  dieser  Senkrechten  sein;  und  weil  der 
Winkel  zwischen  ihnen  das  Supplement  von  C  ist,  so  ist  die  Grösse 
Xyx^  sin  A^  das  Doppelte  des  Inhalts  des  Dreiecks  OPQ,  In  gleicher 
Art  sind  0:2  ^3  sin  A^  und  0:3  0:1  sin  A^  das  Doppelte  der  Dreiecke 
OQR  und  ORP.    Also  ist  die  Grösse 

x^x^  sin  A^  -f-  0:30:1  sin  A2  +  x^x^  sin  A^ 

das  Doppelte   des  Inhalts  des  Dreiecks  Piß  i2  und  die  im  letzten 


L 
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Artikel  gefundene  Gleichung  sagt  aus,   dass  der  Inhalt  des 
Dreiecks  PQR  verschwindet,  solange  dek*  Punkt  0  auf 
der  Peripherie  des  umgeschriebenen  Kreises  genom- 
men   wird;    d.   h.    dass    die   drei 
^  •        Punkte  Py  ß,  R  alsdann  in  einer 

/\  geraden   Linie   liegen.    Wenn  gc- 

\  fordert   ist,  den  Ort  eines  Punktes  0 

Pj^^ —  V*   '         so  zu  bestimmen,  dass  das  Dreieck  PQRt 

p   /  weiches  die  Fusspunkte  der  von  ihm  aof 

\         die  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  ge- 

\ß   fällten  Perpendikel  zu  Ecken  hat,  von 

^  constantem    Inhalt    sei,    so    wird   die 

Gleichung  des  Ortes  otj  ^3  sin  A^  +  x^x^  ünA^  +  x^x^  sin  ^3= conti., 
und  weil  diese  von  der  Gleichung  des  umgeschriebenen  Kreisen  nur 
im  Constanten  Gliede  abweicht,  so  ist  es  (Artikel  117)  die  Glei- 
chung eines  mit  ihm  concentrischen  Kreises. 

156.  Aus  der  Gleichung  «^23 ^^2 ^3  +  ^31^3^1  +  <^\2^\^^^^^ 
können  für  alle  möglichen  Werttje  der  atj  gültig,  also  auf  alle 
dem  Dreieck  x^  =0,  xj  =  0,  0:3  =  0  umgeschriebenen  Cur- 
ven  zweiten  Grades  bezüglich,  folgende  Ergebnisse  geschlossen 
werden.     Wenn  man  die  Gleichung  in  der  Form 

^3  (<»2S^2  +  ^3t^i)  +  «12^1^2  =  ^  schreibt  und  erinnert,  dass 
die  Gerade  073  =  0  die  Curve  in  den  Punkten  schneidet,  wo  sie 
die  Geraden  X|  =:  0,  0^2  =  0  trifll,  weil  die  Substitution  ar^  =3  0 
die  Gleichung  der  Curve  auf  x^x^  ^=  0  reducirt,  so  erhellt  mit 
demselben  Grunde,  dass  die  zwei  Punkte,  in  denen  die  Gerade 
«23  ^2  +  ^3i*'i  ==  ^  ^^®  Curve  schneidet,  diejenigen  sind,  welche 
sie  mit  den  Geraden  0:^  =  0,  0:2  =  0  gemein  hat;  da  aber  diese 
letztern  zusammenfallen,  da  ^23 ^2  +  ^31^1  =  ^  durch  den 
Schnittpunkt  von  x^  =  0,  otj  =  0  geht,  so  ist  die  Gerade 
"23^2  +  «31^1  =  ^  ^^^  Tangente  der  Curve  im  Punkte  [x^x^- 
(Art.  104.)  Im  Falle  des  Kreises  ist  die  Gleichung  dieser  Tangente 
x^^\nA^-\-X2^\^A^^=iO  und  da  nach  Art.  64  x^  siaA^  +  0^2 sin ^=0 
eine  Parallele  zur  Basis  0:3  =  0  durch  die  Gegenecke  des  Drei- 
ecks darstellt,  so  schliesst  man  (Art.  55),  dass  die  Tangeole  ia 
einer  Ecke  mit  der  einen  anliegenden  Seite  denselben  Winkel 
bildet,  den  die  Gegenseite  mit  der  andern  anliegenden  Seit« 
macht.    (Euklid,  III,  32.) 

Wenn  man  die  Gleichungen  der  Tangenten  des  Kegelschnitts 
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in  den  Ecken  des  Dreiecks  iu  der  Form  — H ^^=0,  —--\ '^=0, 

— H — ^  =  0  schreibt,  so  sieht  man,  dass  die  Schnittpunkte  der- 
selben  mit  den  Gegenseiten  in  einer  geraden  Linie  liegen,  deren 

HC  HC  X 

Gleichung  ist  —  H — -  -{ ^^  =  0.     Subtrahirt   mau    ferner   die 

*23       ^z\       ^xi 
tileichungen  der  Tangenten  paarweis  von  einander,  so  erhält  man 

die  Gleichungen  der  geraden  Linien,  welche  die  Ecken  des  ur- 
sprängiichen  Dreiecks  mit  den  entsprechenden  Ecken  des  Drei- 
ecks der  Tangenten  verbinden,  nämlich 

^  -  ^  =  0,    ^^  -  ^  =  0,    -^>-  ~  ^  =  0  und  erkennt, 

«31  «12  «12  «23  «23  «31 

dass  diese  drei  Geraden  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  (Art.  40; 
Art.  60,  Aufg.  3.) 

157.  Wenn  x{ x^x^^,  x^' x^' x{  die  Coordinaten  von  zwei 
Punkten  der  Curve  sind,  so  ist  die  Gleichung  ihrer  geraden  Ver- 
bindungslinie     ?^  „  0?!  H P-r,  x^  H 7^  x^  =  0.    Denn  wenn 

X^  Xi  X^  X2  x.^  x^ 

man  in  dieselbe  a;/,  ar^',  x^'  für  o^j,  0:2»  x^^  substituirt,  so  wird  die 
Gleichung  erfüllt,  weil  x^'\  x^\  x{'  der  Gleichung  der  Curve  ge- 
nügen, die  man  in  der  Form  -^  4.  -^  +    — =Oschreibenkann; 

x^         X2         x^ 

und  in  derselben  Art  wird  die  Gleichung  auch  durch  Xi\  x^,  x>^' 
erfüllt.  Auf  Grund  dieser  Gleichung  kann  man  die  Tangente  der 
Curve  im  Punkte  x{,  x^y  x^  in  der  Form 

~'2  ^1  +  "^  ^2  +  -  *?2  ^3  =  0  schreiben  und  sieht  umgekehrt, 

dass  für  §,a:|  +  ^2^2  +  ^3^3  =  ^  *'s  ^*®  Gleichung  einer 
Tangente  der  Curve  die  Coordinaten  x{,  x^,  x-l  des  Berührungs- 
punktes durch  die  Relationen  — ~  =  |j,  -^-^  =  I2,     *?2  =  I3  ge- 

,  ^1  ^2  ^3 

geben  sind.    Indem  man  also  aus  diesen  Gleichungen  x^,  x^»  x./ 

bestimmt  und  ihre  Werthe  in  die  Gleichung  der  Curve  substituirt, 
welche  durch  den  Punkt  x^',  x^,  x^  erfüllt  sein  muss,   erhält 

man  («23|i)^  +  («3il2)^  +  («i2^3)^=  ^  ^'^  ^^^  Bedingung,  unter 
welcher  die  gerade  Linie  l^^x^  +  §2^2  +  fe^a  =  0  die  Curve 

*'23»^2^3  +  «31^3^1  +  <*i2^i^2  =  ^  berührt.  Nach  dem  Frü- 
heren bezeichnen  wir  dieselbe  als  die  Tan^ential^leichung 
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der  Curve  oder  als  ihre  Gleichung  in  Linieneoordiuiiteü.  Sie 
hätte  auch  gefunden  werden  mögen  durch  Elimination  tod  x^ 
zwischen  der  Gleichung  der  Geraden  und  der  Gleichung  der 
Curve  und  durch  die  Bildung  der  Bedingung,  unter  welcher  die 
so  erhaltene  Gleichung  in  x^ :  x^  gleiche  Wurzeln  hat.  Man  sieht 
leicht,  dass  sie  für  01^=022=^33=^  ^"s  der  allgemeinen  Form 
der  Tangentialgleichung  des  Kegelschnitts  im  Art.  114  hervorgeht. 
158.  Man  soll  die  Bedingung  entwickeln,  unter 
welcher   die  allgl*meine  Gleichung  zweiten  Grades 

einen  Kreis  darstellt. 

Man  kann  dieselbe  von  dem  elementaren  Satze  aus  erhalten, 
der  im  Art.  134,  Aufg.  1  bewiesen  ist,  und  der  die  GleicJiheit 
der  vom  Kreise  bestimmten  Rechtecke  in  den  durch  einen  Punkt 
gehenden  Transversalen  ausspricht.  Denn  wenn  die  Seiten  A^A^ 
A^  ^1,  ^1  A2  des  Fundamentaldreiecks  Ai  A2  A^  den  Kreis  in 
den  Punktepaaren  a,  b;  c,  d:  e,  f  respective  schneiden,  so 
übertragen  sich  die  Relationen  A^  c  .  A^  d  =  A^  e  .  Ai  f, 
^2^  •  -^if  ^==-  A.^a  ,  A.yhy  A.;^a  .  A^b  =  A^c  .  A.^d  in  die  Sprache 
des  trimetrischen  Punkt/ff-Coordinatensystems  in  folgender  Art. 
Sind  die  den  Punkten  e^  f  entsprechenden  Werthe  von  x^  durch 
x^,  a-j"  und  die  den  Punkten  c,  d  entsprechenden  von  x^  durch 
0:3'",  x^''\  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  durch  *,,  «j,  ij 
bezeichnet,  wie  früher,  so  geht  die  Relation  A^c .  A^d^^A^e^JJ 
durch  A^c  .  A^d  ,  sin^  A^  =  Aie  »  A^f ,  sin^^j  in  x^"x."''^=^x^^x^ 
über.  Zur  Bestimmung  der  Werthe  von  x^",  x.^""  und  ar/,  x," 
erhält  man  aber  die  durch  die  successive  Substitution  von  a:^=0. 
0:3  =  0  in  die  allgemeine  Gleichung  entstehenden  Gleichungen 

«11  ^1^  +  «33^3^  +  2  «13  X^  X>^  =  0,    «j  j  Xi^+  «22^2^  "^  ^  ^12^1  ^2^^' 

respective  verbunden  mit  den  aus  s^x^  +  ^2^2  +  ^3^3  =  *^ 
hervorgehenden  Relationen  51^1  +  ^3^3  =  ^»  ^i^i  +  ä2*'2=^^' 
So  erhält  man  für  die  Bestimmung  der  den  Schnittpunkten  nüt 
A^  A2  entsprechenden  Werthe  von  x^^  die  Gleichung 

(«11  V+«33^i*— 2aj35ii?3)  xj^  +  2i»/(öi3S^--aii53)a;3+öi,ilf^=5a 

und  für  die  Werthe  von  X2  bezüglich  der  Schnittpunkte  mit  ij^i 

(«1152^+022^1^ 2aj2^J  *2)^2^"l"  ^-^^(^12^1 — «11^2)^2+^11^^^' 

Daher  ist 
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ODil  die  erste  der  obigen  Bedingungen  also 

Die  beiden  andern  geben  analoge  Relationen  und  ihre  Vereinigung 

bildet  die  Doppelbedingung  «n  *•/  +  «22*1^  —  2a,2*i*2  = 
«tiV  +  «33*2'— 2a23^2*3'=«33*i^+«n^3*— 2a,35i53,  in  der  man 
noch  die  Seiten  s^y  $2,  s^  durch  die  sinus  der  Gegcnwinl<el  er- 
setzen kann. 

Zu  demselben  Ergebniss  fuhrt  aber  auch  der  folgende  ganz 
verschiedene  Weg.  Da  die  Glieder  vom  zweiten  Grade  x'^  +  y^ 
in  den  Gleichungen  aller  Kreise  dieselben  sind,  so  können  die 
Gleichungen  von  Kreisen  nur  im  linearen  Theile  von  einander 
verschieden  sein;  wenn  afso  5^  =  0  einen  Kreis  repräscntirt,  so 
ist  5  +  /a:  +  my  +  n  =  0  die  Gleichung  eines  beliebigen  Krei- 
ses. Ebenso  haben  wir  in  trimctrischen  Coordinaten,  wenn  die 
Gleichung  ^irgend  eines  Kreises  gefunden  ist,  nur  zu  ihr  Glieder 
fl|a:,  -}-  ajOTj  +  «3^3  (welche ,  damit  die  Gleichung  homogen  werde, 
durch  die  Consta nte  x^  sin  Ay^  +  x^  sin  A.^  -(-  0*3  sin  A^  multiplicirt 
werden)  zu  addiren  und  erhalten  eine  Gleichung,  die  einen  beliebi- 
gen Kreis  darstellt.  Daher  kann  nothwendig  die  Gleiclmng  eines 
jeden  Kreises  in  die  Form  * 

(a j  Xy  -|-  ttj  0:2  +  «3  x^  {x^  sin  A^  -|-  x^  sin  A^^x^  sin  A^) 
+  k  {x2  x^  sin  A^  +  x^  arj  sin  A2  +  x^  X2  sin  A^)  =  0 

gebracht  werden.  Und  wenn  man  die  Coefficienten  von  ;r,^,  ar.^^  a-j- 
in  dieser  Form  mit  denen  in  der  allgemeinen  Gleichung  vergleicht, 
so  erkennt  man,  die  letztere  müsse,  wenn  sie  einen  Kreis  dar- 
stellen soll,  auf  die  Form 

(~T  ^i  +  -~r  ^'>  +  —-\  xA(x.smAt  +  x^smAo  +  XnSinA^) 
\%mA^     '        sm^.^    *        sin  ^3    ^y^  *        *        ^        i  •     .j        :*/ 

+  k  [x^  .T3  sin  A^  -f-  x^^  Xi  sin  A2  +  x^  X2  sin  ^3) = 0 

redueirbar  sein,  und  eine  Vcrgleichimg  der  noch  uhrigen  Coef- 
ßcieoten  giebt 

2  «23  sin  -^^2  sin  A^  =  «33  sin'^2  +  ^^22  sin^^3  -f  k  sin  A^  sin  A^  sin  A.^ , 
2a3jsiny/3sin-4|=ansin^^3-|-rt33Sin'-r^j  +  kHh\AiS\nA2fi\nA^^^ 

2ö,2*l"-^iS«n>^2^=^^22^*"*^i  +  «iisin^y/.,  +  ^sin-<i,slnW2*'"^3' 
oder  durch  Elimination  von  k 

«22  sin-w^j  +  «338111^^2  —  2'*23  sin-^^j  sin  A^  =  «33  sin'^j  -f-  «,  |  sin^^j  — 

2  r/31  sin  ^^3  sin  ^1  =  «n  sin^y^2  + '^22  ^'"*^i  —  2a,2sin^,sin^2« 
Wenn  die  Gleichungen  von  zwei  Kreisen  in  der  Form 
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+  k  (x^  .T3  sin  j4^  +  x^  x^  siu  A^  +  x^  x^  sin  ^^j  =  0 , 
(flj'iCj  +  a^x^  +  Ö3'a?3)  (a?i  sin-^j  +  x^  sin  w^j  +  x^%\fLÄ^ 

+  A:  (oTj  ^3  sin  A^  +  0:3  a:|  sin  A^  +  acj  äCj  ^in  -^3)  =  0 
geschriebcQ  sind»  so  ist  die  Gieicliung  ihrer  Radical-Axe 

«1^1  H"  «2  ^2  "1"  ''s  ^3  —  (^i'^i  +  Ö2'^2  H"  «a'i^s) =0 ; 
und  a,a:i +  02^2  +  ^3^3=^  *s'  ^'*^  Radical-Axe  des  ei-sten  Krei- 
ses mit  dem  Kreise,  welcher  dem  Fundamentaldreieck  umgeschrie- 
ben ist. 

Atifg,  1.  Bestätige,  dass  x^x^ — x^=^^  einen  Kreis  repräsenlirt. 
wenn  LA^=sLA^  ist.    (Art.  154.) 

Die  Oleichuiig  kann  in  der  Form  geschrieben  werden 
.T|a?2sin  A^  +  x^x^^sin  A^  +  ar^ar^sin  A^ —  äJoC^i^*"  ^i  +^2^»"  ^2  +ir3Äin-<^5)=i 
Aufg.  2.   Die  drei  Mittelpunkte  der  Seiten  und  die  drei  Fusspunkte 
der  Höhen  in  einem  Dreieck  liegen  in  demselben  Kreise.   Die  Gleicimiig 
x^^  sin  A^  C09  A^  +  x^^  sin  A^  cos  A2  +  Xr^^  sin  A*^  cos  A.^  — 
{xiX2  sin  A^  +  ÄTjarg  sin  .//^  +  ^3^1  sin  A2)  ='0 
repräsentirt  eine  Curvc  zweiten  Grades,  welche  diese  sechs  Punkte  ent- 
hilt.   Denn  fflr  x^  =  0  erhält  man  aus  ihr 

a:]^sin^]COs^i  +0:2^** '^^2^®  ^-^2 — ^1^2  i^^^  A^cosA2  +  cos  A^  sin  A^)  =0, 
was  in  die  Factoren  {x^  sin  A^  —  X2  sin  A^)  und  (x^cos^^ — ar^cosij^ 
zerfällt;  etc.    Diese  Curve  ist  aber  ein  Kreis,  denn  man  kann  ihre  Glei- 
chung schreiben 
[x^  cos  A^  +  X2  cos  A2  +  x^cosA^)    {x^  sin  A^  +  arj  sin  -^2  +  ^3  sin  J^ 

—  2  (a?!  oTj  sin  ^3  +  ^2  ^3  **"  ^1  "H  ^3  ^1  ^'"  ^2)  =0. 
Man  sieht  daraus,  dass  die  Radical-Axe  des  umgeschriebenen  Kreis« 
und  des  durch  die  Mittelpunkte  der  Seiten  gehenden  Kreises  die  Gerade 
or^cos^^  +ir2COS-42  +  ^3C0S-43=0  ist,  d.  h.  die  Axe  der  Homologie, 
welche  das  gegebene  Dreieck  mit  dem  durch  die  Fusspunkte  der  llöbei 
gebildeten  Dreieck  bestimmt. 

159.  Die  Gleichungen  der  Kreise  zu  bilden,  welche 
die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  Xy=^,  X2=0y  Xy=0 
berühren. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grades,  wekbe 
die  drei  Seiten  berührt,  ist 

•    ^^^^'\'^2^2'\'^^^^ — 2  a2^3^2^S 2  ^^'^X^z'^i  —  2aj 02^1^2^^*'' 


*)  Es  muss  bemerkt  werden,  dass  die  Gründe  des  Beweises  anwend- 
bar bleiben  würden,  wenn  die  Doppelprodacte  das  Zeichen  +  erhalten 
Hütten;  g^ebt  man  jedoch  denselben  allen  das  positive  Zeichen,  oder 
einem  von  ihnen  das  positive  nnd  den  beiden  andern  das  sedative  Zei* 
chen,  so  reprUsentirt  die  Gleichung  keine  eigentliche  Curve  iweitn 
Grades  melir,  sondern  eine  doppelt  gezählte  Gerade ,.  da  sie  mit  den 
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Denn  wenn  man  x^  =  0  substiluirt,  so  erhält  man  das  vollkom- 
mene  Quadrat  a^^ ar,^  +  <H^ ^2  —  ^  ^1  ^2^1  oTo  =  ,0 ,  d.  b.  die  Seite 
x^^=^{)  berührt  die  Curve  oder  schneidet  sie  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten;   etc.    Man  kann  die  so  begründete  Gleichung 

auch  in  der  Form  (oifj)  +  («2^2)  +  («3^3)  =Ö  schreiben, 
welche  durch  Beseitigung  der  Wurzeigfössen  in  jene  Form  übergeht. 
Ehe  aber  die  besondern  Werthe  von  ^j,  a^^,  a-i^  bestimmt 
werden,  für  welche  diese  Gleichung  einen  Kreis  repräsentirt,  mag 
eine  Reihe  von  Ergebnissen  bemerkt  sein,  welche  für  alle  einem 
Dreieck  eingeschriebenen  Curven  zweiten  Grades  gelten.  Wenn 
man  die  Gleichung  in  der  Form 

«3^3(«3^3  —  ^«2^2  ^  ^^\^\)  +  («r'^1  —  «2^2)^  =  0 
schreibt,  so  erkennt  man,  dass  die  durch  den  Eckpunkt  [xy,x,^ 

gehende  Gerade  a^x^ — ^12^2=^  ^^^^  den  Punkt  enthält,  in  wel- 
chem 0:3  =  0  die  Curve  berührt.  Die  drei  Geraden,  welche 
die  Berührungspunkte  der  Seilen  mit  den  Gegenecken  des  um- 
geschriebenen Dreiecks   verbinden,    haben  also  die  Gleichungen 

fljXj  —  «2^2=^1  ^2^2  —  ^3^3=^1  ^3^3 — a^x^=-0  und  schnei- 
den sich  daher  in  einem  Punkte.  Der  nämliche  Beweis,  wel- 
cher zeigt,  dass  x^  =  0  die  Curve  berührt,  zeigt  auch,  dass 
a^x^  —  2a^x^  —  2 0.2X2  =  0  eine  Tangente  der  Curve  ist;  denn 
wenn  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  der  Curve  einsetzt,  so 
erhalt  man  das  vollständige  Quadrat  (a,  ^,  —  02^2)^=^^'  j^^^^ 
Gerade  schneidet  also  die  Curve  in  zwei  zusammenfallenden  Punk- 
ten und  flfjori  —  «2^2  =  0  geht  durch  den  Berührungspunkt. 
Wenn  man  also  die  Ecken  des  Dreiecks  mit  den  Berührungs- 
punkten der  Gegenseiten  verbindet,  und  in  den  Punkten,  welche 
diese  Geraden  mit  dem  Kegelschnitt  ausserdem  gemein  haben, 
die  Tangenten  des  Letztem  zieht,  so  sind  die  Gleichungen  derselben 
2a, ar,  +  202^:2  —  ^^^x-^  =  0,    2 «2 •''^2  +  ^^^3  —  ^i*''^!  =  ^> 

203X3  +  2öjXj  —  «2^2  ^^^  ^ 

und  man  erkennt,  dass  die  drei  Punkte,  in  welchen  sie  die  re- 
spectiven  Gegenseiten  des  Dreiecks  schneiden,  in  einer  geraden 
Linie  a^x^  +  «2^2  +  (t^x^  =  0  liegen;   denft  diese  geht  durch 

Quadrat  von  fl|a:|  +  a^ac^  ±  «30:3  =  0  identisch  wird.  Die  im  Text  ge- 
wählte Form  schliefst  auch  den  Fall  ein,  in  welchem  zwei  der  Doppel- 
prodncte  positiv  xind,  während  das  dritte  negativ  ist,  sobald  man  vor- 
anasetct,  dass^  die  «i,  a^,  a^  sowohl  positive  als  negative  Grössen  sein 
können. 
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den  Schnitt  der  ersten  Geraden  mit  x^  =  0,  durch  den  der  zwei- 
ten mit  a:j  =  0  und  den  der  dritten  mit  x^  =  0. 

Aufg.  Die  beiden  Kegelschnitte ,  welche  die  Seiten  des  Dreiecits  ip 
ihren  Mittelpunkten  und  in  den  Schnittpunkten  der  Halbirungslinieii  der 
Gegenwinkel  berühren ,  sind  rcspeclive  dargestellt  durch 

(*i^i)*  +  (^2^2)*  +  (^3^3)*  =  0,    xyi  +  x^i  +  x^i  =  0. 
160.    Die  Gleichung  der  Sehne,   welche   die  beiden  Punkte 
ar/,  X2\  x.{  und  x^'\  x^\  x^'  der  Curve  verbindet,  ist 

Denn  die  Substitution  von  o:/,  x^^  x^  für  a:, ,  arj,  x^  respectiTf 
erlaubt  die  linke  Seite  der  Gleichung  auf  die  Form 

{  [x^x^x^')^  +  [x^x^xO^  +  «^iV)*}  {(«1^1')*  +  («?'/)• 

+  («3^3')*}  —  (^i'«)*{(aiO*  +  («2<')*  +  («3^3")H 
zu  bringen,  und  diese  zeigt,  dass  dieselbe  verschwindet,  weil  die 

betrachteten  Punkte  in  der  Curve  liegen.  Wenn  man  in  dieser 
Gleichung  xl\  x^\  x^'  respective  gleich  o:,',  rr^',  x^  setzt,  so  er- 
halt man  die  Gleichung  der  Tangente  nach  Division  mit  dem  F.ir- 

tor  ''l{x(x^x^)^  in  der  Form 

Wenn  umgekehrt  \y^x^  +12^2  +  13^3==^  eine  Tangente  der 
Curve  darstellt,  so  werden  die  Coordinaten  des  Borfihrungspunkteii 
durch  die  Gleichungen 

Setzt  man  die  daraus  entspringenden  Werthe  von  .r/,  a:/,  xl  in 
die  Gleichimg  der  Curve  ein,  so  erhiiltsie  die  Form  den  Fledingimg 

-  +  --  +  t-=0,  unter  welcher  die  Gerade  J^a'^-l-feii^j+fe'n^ 
Si        §2        53 

eine  Tangente  der  Curve  ist,  d.  h.  die  Tangentialgleichung 
der  Curve. 

Die  Reciprocitat,  welche  zwischen  den  Gleichungen  in  Punkt- 
coordinaten  und  denen  in  Linien-  oder  Tangential -Coordinaten 
stattfindet,  wird  noch  deutlicher  bei  der  Auflösung  des  umgekehrten 
Problems    erkannt,    welches    fordert,    die    Gleichung    der  Curve 

zu    Rnden,   deren  Tangenten   die  Bedingung   7^.+  l^  +     -=0 

5i  «2  53 
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erfüllen.  Dazu  folgen  wir  dem  Gange  des  Artikel' 157.  Sind 
l/oTi  +  ^ ^2  +  Sa^s  =  0,  ^^'x^  +  t^'x,^  +  ^^' x.^^  =  0  Irgend 
ZT^ei  gerade  Linien,'  für  deren  Coefficienten  1/,  |./,  $3';  l(\  ^2»  V 
die  obige  Bedingung  erfüllt  ist  und  die  daher  Tangenten  der 
Curve  sind,  deren  Gleichung  zu  bestimmen  ist,  so  ist 

^  +  ^ih  +  ~?Ä  =  0  die  Tangentialgleichung  ihres  Durch- 

Schnittspunktes.  Denn  nach  Art  77  ist  eine  Gleichung  von  der 
Form  öj  +  bifi  +  cf  =  0  die  Bedingung,  unter  welcher  die  ge- 
rade Linie  ^a:  +  i?y  +  ?2;  =  0  durch  einen  gewissen  festen  Pnnkt 
geht,  d.  h.  sie  ist  die  Tangentialgleichung  dieses  Punktes.  Die 
vorher  geschriebene  Gleichung  ist  aber,  da  sie  durch  die  Tan- 
gentiai-Coordinaten  von  zwei  Geraden  befriedigt  wird,  insbeson- 
dere die  Tangentialgleichwig  ihres  Durchschnittspunktes.  Setzt 
man  in  derselben  J/,  Ij'?  S3'  respective  gleich  1/',  Ij'»  S3 ">  so  er- 
giebt  sich,  dass  die  Gleichung  des  Durchschnittspunktes  von  zwei 
auf  einander  folgenden  Tangenten  der  Curve  d.  i.  die  Gleichung 

ihres  Berührungspunktes  -^^  +  -^l  +  y,^  =  0  ist.    Die  Coor- 


a«  Ao  <i'i 


dinaten  des  Berührungspunktes  sind  x^r=-^^^  a:2=r-?2»  ^3=v~^' 

§1  §2  53  ' 

Wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werthe  von  5/,  ^2''  S3'  ^w^" 
nimmt  und  sie  in  die  von  |/,  I2',  I3'  zu  erfüllende  Relation  sub- 
stituirt,  so  entsteht  die  verlangte  Gleichung  der  Curve  in  der  Form 

(«1^1)*  +  («2^2)*  +  («3^3)*  =  ö. 
161.    Die  Bedingungen,    unter  welchen  die  Gleichung   des 

eingeschriebenen  KegelschnitLs  insbesondere  einen  Kreis  darstellt, 
sind  nach  Art  158 

«2^ sin^  A^  +  a^  sin^  A^-}-  2a2  «3  sin  A2  sin  A,^ = a^ sxv?  Ay  +  a^  s\t? ^3 
-}-  2a^a{s\ikA^&mAy  =  aj^sin^-^2  "^*  €i2^^\v?Ay  +  ^a^a^  sin  A^  sin  A.^^  oder 
03810^3  -|-fl3sin^2=i  («ßSin-r^j  -f-«jsin>^3)=+(«isin^2  +  öf2sih^,). 
Da  diese  Bcdingungsgleichungen  durch  Wechsel  der  Zeichen'  in 
vier  verschiedenen  Arten  geschrieben  werden  können,  so  können 
vier  verschiedene  Kreise  beschrieben  werden,  welche  die  Seiten 
des  Fundamentaldreiecks  berühren.  Wählt  man  in  beiden  Fällen 
das  positive  Zeichen,  so  sind  die  Gleichungen 

flj  sin  A^  —  «2  ^*"  -^3  +  ^3  (^"'  -^1  —  ^^"  -^2)  ^^^  ^» 
«j  sin  A^  +  «2  (^^"  -^1  —  *'"  -^3)  —  ^3  ^''^  ^2  ^^  ^ 
und  Hire  Auflösung  giebt  wie  in  Art.  154 

Salmon,  Anal.  G«om.  d.  Keg-plschn.  2.  Aufl.  |3 
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aj= sin  A^  (sin  A^  +  sin  A^ —  sin  A^ ),  aj = sin^^j  (sin-^^g  +  sin^, — sin^), 
«3= sin  ^3  (sin  ^1  + sin  ^2 — siny/3),  und  da  im  ebenen  Dreieck 
sin-^j  +  sinu^j  — sin-r4j  =  4cos^^isin-^y^2^'"i^3  ist,  so  sind  diese 
Werthe  von  aj,  Oj»  ^s  respeclive  proporüonal  zu  cos-^^„  cos-^-4j, 
cos^^^3  und  die  Gleichung  des  entsprechenden  des  dem  Dreieck 
eingeschriebenen  Kreises,  ist  daher 

x^^cos^Ai  +  a:2*cos^^2  +  3^32005^^3=0*)    oder 
x,^  cos  *  ^  ^1  +  ^2^  cos  *  ^  ^2"l"  ^3^  cos  ^  -^^-^3  —  2  Xj  0:2  COS  ^  -^^  ^1  cos'  ^i* 

—  2a:2a:3C0s^^-^2^^*^i'^3  —  2iC3X|Cos^-J->43Cos^-J^-^i=0. 
Dass  diese  Gleichung  einen  Kreis  repräsentirt,  beweist  man  durch 
Ueberführung  in  die  Form 

Xj  COS*^  A^       XjCOS^^  A^   .   ^3  cos^^  ^3 


( 


sin^i 


+ 


sin^. 


+ 


'^^^2      )  Ksin^i+izsin^j+a-jsioi,) 


coSk  ■X- A  cjqs  -itA  cos  •»■  Aa 
siöi,sinJ,sin^3         (^ÄS'M+^3^,sin^2+^.^.«'i"-^,)=0. 

Auf  demselben  Wege  findet  man  die  Gleichung  eines  der  ausser- 

lieh  berührenden  -Kreise  in  der  Form 

x^^cos^^A^  4"  ^2^  cos  *J^ ^2  +  ^3^  cos*  ^^3 — 2a:2a;3sin'^^2.s*'*^i'^3 

+  2a:3a:isin^>^^3sin^^-<4j  -|- 2xjar2sin^^^|Sin^^v^2=^  ^^^ 
(—  x^)icos^A^  +  x.^icos\A2  +  a:3^cos^^3=0.    Das  negative  Zei- 
chen entspricht  dem  Umstände,  dass  dieser  und  der  dem  Dreiecii 
eingeschriebene  Kreis  auf  entgegengesetzten  Seiten   der  geraden 
Linie  Xj  =  0  liegen. 

Aufg,  Man  soll  die  Badical-Axc  des  eingeschriebenen  Kreises  und 
des  durch  die  Mittelpunkte  der  Seiten  geltenden  Kreises  bestimmen.  Die 
Gleichung  derselben  wird  nach  der  Methode  des  Artikel  158  in  der  Form 

2 cos ^ ^ ^j cos '-J^ -^2 cos ^^^3  fx^cosA{  +  a;2Cos>^2  +  ^CjCos-iij. 
=:sm^ismv^2sm  A..  {x*  —.—V  +  x,,  — r-~— '  +  x^  — r-^i 

erhalten.   Dividirt  man  sie  durch  2  cos  ^^^  cos  ^^2  cos  ^^3,  so  wird  der 
GoefGcient  von  x^  in  dieser  Gleichung 

'  *)  Diese  Gleichung  des  eingeschriebenen  Kreises  kann  nach  folgen- 
der  Ableitnng  aus  der  des  umgeschriebenen  Kreises  erhalten  werden: 
Sind  die  Gleichungen  der  Seiten  des  von  den  Berfihrnngspankten  des 
eingeschriebenen  Kreises  gebildeten  Dreiecks  a;,'  =  0,  a:j'  =  0,  irs'  =  0 
und  seine  Winkel  ^/,  Af\  A^\  so  ist  nach  Art.  164  die  Gleichung  ^^ 
Kreises  x^'sc^'  cos  yi/  -|-  x^x^  cos  A^  -|-  x^x^  cos  A^  =  0.  Aber  nad» 
Art.  153  ist  für  jeden  Punkt  des  Kreises  x{^t=xx^i^  aj/'ÄjCjj:,,  «a'*=*'fJ< 
und  überdiess  i8t^,'=90— ^y^j,  etc.   Die  Substitution  dieser  Werthe  giebt 

die  Gleichung  des  Kreises  wie  vorher  x^Qos\Ay'\-x^QOs\A^'\-x^zoi\Ay=^' 


i 
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cos^^,  siu^i(^i  — A,2)sini^{A^-—A^);  die  Gleichung  der  Radicalaxe  kann 
daher  geschrieben  werden 

and  man  erkennt  nun  aus  der  Bedingung  des  Art.  160,  dass  diese  Linie 
den  eingeschriebenen  Kreis  berührt,  in  einem  Punkte,  dessen  Coordinalen 
durch  sin  ^ -J^  {A^  —  A.^) ,  sin  ^^  (-^3  —  ^J ,  sin ^^  {A^  —  A^)  bestimmt 
sind.  Diese  Werthe  zeigen  nach  Art.  67 ,  dass  dieser  Punkt  in  der  Ver- 
bindungslinie der  Centra  enthalten  ist ,  deren  Coordinaten  1,1,1  und 
cos(^ — A^),  cos(-43 — A^),  cos(^j — A2)  sind. 

162.  Wenn  die  Gleichung  eines  Kreises  in  trimelrischen 
Punkt- Coordinaten  einer  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
aequivalent  ist,  in  welcher  die  Summe  x^  +  y^  mit  dem  Coefü- 
cj^nten  m  behaftet  ist,  so  ist  das  Resultat  der  Substitution  der 
Coordinaten  irgend  eines  Punktes  in  diese  Gleichung  das  m  fache 
Tom  Quadrat  der  Länge  der  Tangente,  die  man  Yon  diesem  Punkte 
an  den  Kreis  ziehen  kann.  Diese  Constante  kann  leicht  bestimmt 
werden,  sobald  man  einen  Punkt  kennt,  für  welchen  das  Quadrat  der 
Tangente  durch  geometrische  Betrachtungen  erhalten  werden  kann. 

Wenn  diese  Constante  m  für  zwei  Kreise  bestimmt  ist,  so 
giebt  die  Subtraction  der  respective  durch  m  und  m  dividirten 
Gleichungen  nothwendig  eine  durch  0;^  sin  .<^i +0:2  sin  ^2  4- ^3  sin  ^3 

theilbare  Diflerenz,  die  linke  Seite  von  der  Gleichung  der  Radicalaxe. 

Aufg.  1.  Man  bestimme  den  Werth  der  Coustanten  m  filr  den  durch 
die  Mittelpunkte  der  Seiten  gehenden  Kreis  a:^^sin^^cos^j  '\-x^^mA2^^^A2 
+  x^  sin  A^  cos  A^  —  x^  x^  sin  ^^  —  0:3  x^  sin  A^  —  x^  x^  sin  A<^  =  0. 
Weil  der  Kreis  eine  Seite  0:3  =  0  des  Dreiecks  in  Punkten  schneidet, 
deren  Entfernungen  von  der  Ecke  A^  respective  gleich  ^  ^3  und  s^  cos  Ay^ 
sind,  so  ist  das  Quadrat  der  Taugente  von  A^  an  diesen  Kreis  gleich 
\  %2  H  cos  A^.  Und  da  für  die  Ecke  A^  die  Substitution  0:2=0,  0:3=0 
gilt,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  des  Kreises  a:/^sin  Ay^  cos  A^^  wo 
xl  die  von  A^  auf  die  Gegenseite  gefSllte  Normale  ist,  oder 

^2^3  sin  ^1  sin  A^  sin  A^  cos  Ay, 
Also  ist  die  fragliche  Constante  m  gleich  2  sin  A^  sin  A^  sin  A^, 

Aufg,  2.   Man  soll  die  Constante  m  für  den  Kreis 

0:2^3  siu  Ay^  4*  ^3^1  siii  ^2  ~H  ^1^2  ^^^  -^3  =  0  bestimmen. 

Wenn  man  von  der  vorigen  Gleichung  die  linearen  Glieder 
{ar,  cos  A^  +  x^  cos  A^  +  x^  cos  A^  [x^  sin^j  +  ^2  sin -«42  +  0:3  sin-^^j) 
abzieht,  so  bleibt  der  CoefVicient  von  x^^ff^  unverändert.   Die  Constante 
m  Ist  daher  für  0:2  0:3  sin  A^^  -f-  etc.  gleich  —  sin  A^  sin  A^  sin  Ay 

Aufg.  3.  Man  bestimme  die  Entfernung  der  Centra  des  eingeschrie- 
benen und  des  umgeschriebenen  Kreises  von  einander.  Das  Quadrat  der 
Tangente  vom  Centrum  des  eingeschriebenen  Kreises  an  den  umgeschrie- 

13* 
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benen  Kreis  (D^—  Ä*)  findet  man  durch  die  Substitution  Xy=x^=x^=T 
ffleicli    —  .    -J-.     ^    ,     .--      oder  nach  einer  bekannten  Formel 

gleich  —  2Är,  daher  ist  D^  =  Ä^  —  2Är. 

Aufg.  4.  Man  bestimme  die  Hntfernung  zwischen  den  Ceolren  des 
eingeschriebenen  und  des  durch  die  Seitenmittelpunlcte  gehenden  Kroises. 

Ist  Q  der  Radius  des  Letzteren ,  so  erhält  man  mittelst  der  Formel 
sin  A^  cos  A^  +  sin  A2  cos  -ij  +  sin-r^j  cos  A^  =  2sin^,  sin^j^^'^^s 
i)*  —  ^2  __  y,2  —  j^ji-  ^Iji  ni3^  ausserdem  weiss,  dass  R  r=  2q  ist,  so 

ist  D  =  r  —  ^  oder  die  Kreise  berühren  einander. 

Aufg,  5.  Man  bestimme  die  Gonstanle  m  für  die  oben  gegebene 
Gleichung  des  eingeschriebenen  Kreises. 

Aufl,  Sie  ist  4  r-  cos^  -J-  A^  cos^  ^  -^2  ^^^  i  -^s» 
Dass  in  allen  diesen  Entwickebingen  die  abkürzende  Aus- 
drucksweise mittelst  der  Summenzeichen  des  Art  71  hätte  Af- 
Wendung  erleiden  können ,  ist  nur  zu  erwähnen.  Auf  die  umfas- 
sendere Verwendung  der  Determinanten  in  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitte wird  später  zurückzukommen  sein. 


Elftes  Kapitel. 

Die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades 

als  Central -Gleichung: 
Ellipse  und  Hyperbel. 


163.  In  der  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Ellipse  und 
Hyperbel  werden  unsere  Gleichungen  durch  die  Voraussetzung 
wesentlich  vereinfacht,  dass  das  Centrum  mit  dem  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  zusammenfallt.  Wir  sahen  im  Art.  99,  dass  durch 
diese  Traj}sformation  die  Cocfficienten  von  x  und  y  in  der  ailgt'- 
meinen  Gleichung  zweiten  Grades  gleich  Null  werden,  so  dass  sie 
die  Form  «ijl£^  +  2öj2a:y  -f  «22^^  +  «33' =  0  annimmt 

Es  ist  dabei  nutzfich/den  Werlh  von  «33*  In  Gliedern  der  Coeffi- 
cienten  der  erst  gegebenen  Gleichung  zu  wissen;  wir  sahen  in  Art. 93. 
dass  a33'=ö,ia;'2  +  2ö,2Äry+a22y^+2ai3a:'  +  2a23y +035  Ist 
wo  x'y  die  Coordinaten  des  neuen  Anfangspunktes  sind.  Die  Be- 
rechnung dieser  Grös&e  wird  erleichtert,  indem  man  sie  in  die 
Form  bringt 

«33'=(«ll^'+ai2y+«13)^'+(öi2^'+Ö2jy+«23)y+«13^'  +  «f23y'+^tf 
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Die  ersten  beiden  Glieder  müssen   für  die  Coordinaten  des 
Centruins  gleich  Null  werden  und  das  letzte  nach  Art.  99: 

"13  2        «"      23  2~ 

^11^22  "l2  ^11^22  ^12 

_g|tg22«33  +  ^^23  ^13  ^12^^11  ^23^  ""<'22«18^""<'33<'l2^       *). 

^*11^22  "™  ^12 

Wenn  der  Zähler  dieses  Bruches  gleich  Null  wird,  so  reducirt 
sich  die  Gleichung  durch  die  Transformation  auf  die  Form 

a^^x^  +  2a^^xy  +  ajj^^  =  0, 
und  stellt  daher  nach  Art.  86  zwei  reelle  oder  imaginäre  gerade 
Linien  dar,  je  nachdem  a^xa^o  —  ^12^  negativ  oder  positiv  ist.  Wie 
wir  schon  im  Art.  89  gesehen  haben,  so  ist  auch  hiernach  die 
Bedingung,  dass  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  zwei 
gerade  Linien  darstelle, 

fll''22«33  +  2a23Öi.3«j2  «11«23*  —  «22«13*  ""  «33^12^  =  ^' 

Denn  diese  uteicliung  muss  offenbar  erfüllt  sein,  damit,  wenn 
wir  den  Coordinatenanfang  nach  dem  Durchschnittspunkt  der  ge- 
raden Linien  verlegen,  das  absolute  Glied  verschwinde. 

Aufg,  1.  Transformire  3x' -{•  ^xy  +  y'  —  bx  —  6y  —  3=0 
zum  Centrum  (^,  —4).     Äufl,    12a:^ +  16a:y +.4y^  + 1  =  0. 

Aufg,  2.  Transformire  a;^  +  2xy  —  y^  +  8a;-f-4y —  8=0 
zum  Centrum  (—  3,  — 1).     Aufl.   x^  +  2xy  —  y^  =  22. 

164.  Im  Art.  95  ward  gezeigt,  dass  für  die  Werthe  von  ö, 

welche  die  Bedingung  a^^  cos^d  +  ^^12  cos  9  sind  +  «22  sin^0=O 

erfüllen,  der  Radius  vector  die  Curve  in  unendlicher  Entfernung 

schneidet  und  dass  der  andere  Schnittpunkt,   den  derselbe  mit 

der  Curve  bestimmt,  in  der  Entfernung  p  =: -^-^ — ■ 

vom  Anfangspunkt  liegt.  Für  das  Centrum  als  Anfangspunkt  ist 
aj3  =  0,  «23  =^  ö  ^^^  21"^^  dieser  Werth  von  q  unendlich  gross, 
d.  b.  es  gehen  zwei  Gerade  diu*ch  das  Centrum,  welche  die  Curve 
in  unendlicher  Entfernung  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten 
treffen  d.  i.  berühren;  es  sind  die  Asymptoten  der  Curve  und 

^  In  derselben  Weise  ergieM  sich,  dass  das  Resultat  der  Substi- 
iation  der  Coordinaten  des  Centroms  x  y  in  die  Gleichang  der  Polare 
eines  beliebigen  Punktes  x"y" 

(a„x'  +  a„y'  +  0,3)  x  +  (a„a:'  +  a^y  +  «23)^"  +  «13^'  +  0«^'  +  «33 
mit  dem  Resultat  der  Substitution  von  x'y  in  die  Gleichung  der  Curve 
fibereinstimmt;  denn  iii  beiden  Fällen  verschwinden  die  ersten  beiden 
QUedergmppen. 


■^  ■■ 
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sie  sind  imaginär  im  Falle  der  Ellipse,  reell  im  Falle  der  Hyper- 
bel. Wir  werden  später  zeigen,  dass  die  Asymptoten,  obwohl  sie 
die  Curve  in  keiner  endlichen  Entfernung  treffen,  sich  ihr  doch 
ohne  Ende  mehr  und  mehr  nähern. 

Die  Verbindungslinie  ihrer  unendlich  entfernten  Berührungs- 
punkte ist  selbst  ganz  in  unendlicher  Entfernung.  Nach  der  im 
Art.  106  gefundenen  Deflnition  von  Pol  und  Polare  ergiebt  sich 
daher,  dass  das  Centrum  als  der  Pol  einer  ganz  in  un- 
endlicher Entfernung  gelegenen  Geraden  in  Bezug  auf 
die  Curve  angesehen  v?erden  kann.  (Vergl.  Art.  107.) 

Wenn  man  die  Transformation  des  Coordinatenanfangs  nach 
dem  Centrum  der  Curve  mit  der  Wahl  zweier  beliebigen  con- 
jugirten  Durchmesser  zu  Coordinatenaxen  verbindet,  so  verschwin- 
det nach  Art.  102  auch  das  Glied  a^2^y  aus  der  Gleichung  und 
die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  reducirt  sich  auf  die 

Form  a^yX^  +  a^^tP  +  ^33  =  0. 

Wir  haben  in  Art.  103  gezeigt,  dass  es  für  jede  Curve  zwei- 
ten Grades  ein  Paar  conjugirte  Durchmesser  giebt,  welche  recht- 
winklig zu  einander  sind  und  sie  als  die  Axen  der  Curve  be- 
zeichnet. 

Die  dort  erhaltenen  Resultate  ergeben  sich  auch  durch  eine 
Coordinatentransformation  von  einem  Paar  rechtwinkliger  Axen,  für 
das  a^^x^  +  ^a^^^y  +  «22^^  +  ^33  =  0  die  Gleichung  der  Guttc 
ist,  zu  einem  andern  Paar  solcher  Axen,  welchem  der  Werth 
0^2' =0  entspricht,  denn  nach  Art.  9  entspricht  der  Drehung  um 
den  Winkel  ö  die  Substitution  a:cusö  —  y  sinö  für  a;und  a:sind+ycos^ 
für  y;  die  Gleichung  wird  also 

ön(a;cüsö — y sin ö)^  +  2012(^^^8 ö  —  ysiud)  {xs\n^'\-y(iQs9\  -f 
a22  [x  sin  Ö  -f-  y  cos  ö)^  +  «33  =  0, 
d.  h.  die  neuen  CoefQcienten  aj^,  a^^y  a^^  sind  rcsp'ective  gleich 
a^j cos^ö  +  2 a|2 cos 0 sind  +  ajo sin^ö,  a22sin0cos$  +  a^^ (cosö* — sinf) 

—  a^  sin Ö  cos  ö^  a^^  sin  ö^  —  2  Ojj  cos ö sin ö  -J-  «22  ^^ ^• 
Der  gemachten  Voraussetzung  a^^  ^=^  ^   entspricht  also  dieselbe 
Bedingungsgleichung  wie  in  Art.  103  für  0  und  man  findet 

tan  2  ö  == ^^—  . 

165.  Wenn  erforderlich  ist,  eine  gegebene  Gleichung  auf  die 
Form  a^^x^  +  «22 ^^  +  «33  =  0  zu  bringen  und  die  Werthe  der 
neuen  CoelTicienten  numerisch  zu  berechnen,  so  wird  die  beEÖg- 
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liebe  Arbeit  durch  den  folgenden  Satz  wesentlich  erleichtert:  Wenn 
eine  Gleichung  des  zweiten  Grades  von  einem  Paar  rec- 
tangulärer  Axen  zu  einem  andern  transformirt  wird,  so 

bleiben  die  Grössen  aji+a22  ^^^  ^11^22 — ^12^  unverändert. 
Der  erste  Theii  wird  unmittelbar  bewiesen,  indem   man  die 
Werthe  des  neuen  aji  und  0^2  addirt,  weil  man  erhält 

^11'  +  «22'^=  «11  +  ^22- 
Um  den  zweiten  Theil  zu  beweisen,  schreiben  wir  die  Werthe 

des  vorigen  Artikels  in  den  folgenden.  Formen: 

2a,/  =  a,i  +  0^2  +  2aj2  sin  20  +  («n  —  «22)  ^^^  ^^i 

2a2j'  =  «u  +  ^22  ■"  2^12  ^^°  ^^  —  (^11  —  ^22)  ^^^  ^^' 
Daraus  folgt 

401/022'=^  (^11  +^22)^ —  {2ai2^'"^^  +  (^ii — a,^^cos2$\^. 

Aber  es  Ist  4  ö^j'^  =  \2  «lo  cos  20  —  («j^  —  «22)^*"^^}^» 
daher 
4 (aii'ajs'— fli2'^={öii  +«22)^— 4aj22_(^^^_ß^^)2_4(^^^^^^_  ^^^2)^ 

Stellen  wir  daher  die  Forderung,  die  allgemeine  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  für  rechtwinklige  Coordinatenaxen  zu  den  Axen 
der  Curve  selbst  zu  transformiren,  so  sind  die  neuen  CoefGcienten 
mit  den  alten  durch  die  beiden  Bedingungsgleichungen  verbunden 

^11      »     ^22    —  ^'u     I     ^22'       ^11  ^22    "11  ^22  ^\2  ' 

Denn  a^2  ^^^  gleich  Null,  da  die  neuen  Coordinatenaxen  ein 
Paar  conjugirte  Durchmesser  sind.  Diese  Bedingungen  liefern  das 
Product  und  die  Summe  der  neuen  Coefßcienten  a^^'  und  a22^ 
und  erlauben  somit,  die  quadratische  Gleichung  zu  bilden,  welche 
diese  Grössen  bestimmt. 

Aufg.  1.  Bestimme  die  Axen  der  Ellipse  14lx^ — 4a;y+lly^c=60 
und  transformire  die  Gleichung  zu  ihnen. 

Die  Axen  sind  nach  Art.  103 

4ar^  +  6xy  —  4y2  =  0  oder  {2x  —  y)  (x  +  2y)  =  0. 

Wir  haben  aj/+a22'=25,  0^/022'=^^^^»  '^^®  aj/=10, 022^=15; 
und  die  transformiVte  Gleichung  ist  2a:^+^y^=12. 

Aufg.  2.  Transformire  die  Hyperbel  lla:^  +  84a;y -—24^^=156  zu 

den  Axen.  «^,'+«22'=^ — 13,aij'Ä22''=^ — 2028;  a4j'=39,  a22'=—^2. 

Die  transformirte  Gleichung  ist  Sx^ — 4^^=12. 

Aufg,  3.  Transformn*e  a^^x^  +  2a]2^^  +  022^^= «33  zu  den 
Axen.       (a,i  +  «22  —  ^)  ^^  +  («11  +  «22  +  ^)  y^  =  2«33.>    ^^'^ 

ä2  =  4  «12^  +  («11  —  «22)^  >s^- 

166.  Nachdem  wir  gezeigt  haben,  dass  die  Grössen  ^11+^22 
und  <ij2  —  ^11^22  unverändert  bleiben,  wenn  wir  von  einem. rec- 
tangulären  System  zu  einem  andern  transformiren,  liegt  die  Frage 


>c 
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nahe,  wie  sich  diese  Grössen  beim  Uebergang  zu  irgend  eioem 
schiefwinkligen  Coordinatensystem  verhalten. 

Wir  können  die  alle  Axe  der  x  beibehalten  und  haben,  wenn 
yvir  eine  Axe  der  y  annehmen,  welche  zu  ihr  unter  dem  Wiokelo 
geneigt  ist,   nach  Art.  9  x  +  y  cos  a  für  x  und  y  sio  o  für  y 
einzusetzen.    Wir  erhalten  dann  die  ßedingungsgleichungen: 
ajj'  =  a^i,  ai2  =  «n  cos  g>  +  aj2  ^^^  ®» 
«22'  =^^11  COSTCO  +  2  a  12  cos  Gl  sin  o  +  «22  sin'w. 
Daraus  folgt 

^l/  +  ^Tl—^<^n   cos  O  _  ,  ^llW~^12^_ 

Sin-*«  "        '^^  sm'^oi  "^      ^' 

Wenn  wir  daher  die  Gleichung  von  irgend  einemSy- 
stcme  der  Coordinatenaxen  zu  einem  beliebigen  ao- 
dern  Systeme  transformiren,   so  bleiben  die  Grössen 

^11  +  ^22  —  2a,2C0SG)        1  011022  ~"  «12^  -    J 

-^^^ — ^^-r^ — ~ und     "     .  , ^^-  ungeanderl. 

sm'^ü)  sm'© 

Wir  können  mit  Hilfe  dieses  Theorems  eine  in  schiefwiflk- 
ligen  Coordinaten  gegebene  Gleichung  zu  den  Axen  IransformireD, 
denn  wir  können  immer  die  Summe  und  das  Producl  des  neuen 
A  und  C  in  GUedern  der  alten  GoeCQcienten  ausdrücken. 

Aufy.  1.  Man  transformi reihe  Gleichung  10x^+6a:y+5y'=10 
uuter  der  Voraussetzung  cos  cd  =  |-  zu  den  Axen. 

Es  ist  flj,  +  022  ="  W»  «11^22  "==  ^W  *  folglich  flji  ==  5, 
a22  =  *^^ ,  und  die  transformirte  Gleichung  16  a;'  +  41  y'  =  32. 

Aufg.  2.  Transformire  x^  —  ^xy  +y'  +  1=0  zu  den  Axen 
für  ©  =  60^. 

Aufl.     x^  —\hy^  =  3. 

Aufq.  3.  Transformirc  a^^o?^  2aj2^y+  «22y^^=^^33  ^"  '*^'° 
Axen. 

Aufl,  («11 +«22 — 2aj2C08(o — Ä)a;'+(a,  1+022 — 2tf|2COsa)+Ä)y^ 
:=2a33sin'a>,  wo /?'=/ 2a, 2 — (a, j -^a^^costaX^-^-ia^^ — «22)^*'*^^"  *^'' 

167.  Wir  halten  es  für  nützlich,  hier  einen  andern  Beweis 
von  den  beiden  wichtigen  Theoremen  der  Jetzten  Artikel  aiuu- 
sehliessen. 

Angenommen,  das%  eine  Gleichung  für  Axen,  welche  den 
Winkel  09  mit  einander  bilden,  zu  anderen  unter  dem  Winkel  A 
geneigten  Axen  transformirt  werden  soll,  und  dass  dabei*  durch 
die  Substitutionen  des  ArL  9  die  .Grösse 

«u^^  +  2a,2a:i/  +  «22^^  i'*  «11'^'^  +  ^^i^^V  +  «22^^ 
übergehe,   so  nmss  doch  immer  durch  die  nämliche  Substilulioo 


r 
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die  Grösse  x^  +  2  a;y cos  ca  +  y*  in  die  andre  X^  +  2JC  Ycos  Sl+  Y'^ 
übergeführt  werden,  weil  die  eine  wie  die  andere  die  bei  der 
Transformation  unverändert  gebliebene  Entfernung  eines  Punktes 
Tom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  repräsentirt.  Daraus  folgt  aber, 
dass  «11«^  +  2a^^xy  +  «22^'  +  ^  (^  +  2xy  cos  co  +  iß) 
=a^(X:^+2a^^XY+(L^^Y^+l[X^+2XYcosSl+  Y^)  sein  niuss. 
Und  wenn  wir  X  so  bestimmen,  dass  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung ein  vollkommenes  Quadrat  ist,  so  muss  die  rechte  Seite  auch 
ein  vollkommenes  Quadrat  sein.  Aber  die  Bedingung,  unter  wel- 
cher erstere  ein  vollkommenes  Quadrat  wird,  ist 

(«11  +  ^)  («22  +  ^)  =  («12  +  ^  cos  Ol)^ 
oder  l  muss  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  sein 

X^  sin^w  +  («jj  +  «22  —  2^12  c^^  ß})  A  -}-  ajiÖ22  —  ^12^  =  0. 
Wir  erhalten  eine  zweite  quadratische  Gleichung  von  dersel- 
ben Form  zur  Bestimmung  des  Werthes  von  A,  der  die  andere 
Seite  der  Gleichung  zu  einem  vollkommenen  Quadrat  macht;  aber 
weil  beide  Seilen  für  dieselben  Werthe  von  l  vollkommene 
Quadrate  werden  müssen,  so  ist  es  nöthig,  dass  diese  beiden  Be- 
stinunuQgsgleichungen  identisch  sind,  d.  h.  dass  ihre  correspon- 
direndcn  Coefßcienten  übereinstimmen.    Es  ergiebt  sich  also,  wie 

^^^^^^       a|l  +  <»22-"2^^l2<^QSa)^   «l/  +  «22'—^«12'cQS'^. 

sin^o  sin^Ä 

2                  '       '  '2 

^11*^22  ^^12     ^Ml  ^22    ^12 

sin^oo  sin'*'«^ 

Aufg,  1.  Die  Summe  der  Quadrate  von  den  Rcciprokeu  zweier  zu 
einander  rechtwinkliger  Halbdurchmesser  ist  constanl.  Sind  ihre  Längen 
a ,  a\  so  ergleJit  sich ,  indem  wir  nach  einander  in  der  Gleichung  der 

Carveai=0,  y=0  machen,  a^^d^^=^a^^t  ^22^'^^^^33»  ^^^^  ^^^  ®^*^"  ^"S" 
gesprochene  Theorem  ist  nur  die  geometrische  Erläuterung  des  Faclums, 
dass  a^i  -|~  ^22  konstant  ist. 

Aufg.  2.  Der  Inhalt  des  durch  Verbindung  der  Endpunkte  zweier 
coDJugirten  Durchmesser  gebildeten  Dreiecks  ist  conslauL   Die  auf  zwei 

S^  1/— 

coojugirte  Durchmesser  bezogene  Gleichung  ist  — ^  -|-  ~r^  =  1  und  weil 

—— V — !*-  constantist,  so  ist  auch  ab'  sin  «,  der  Inhalt  des  bezeich- 
neten  Dreiecks,  constant. 

Aufg.  3.  Die  Summe  der  Quadrate  zweier  conjugirtcn  Halbdurch- 
messer  ist   constant.     Weil  ?**^-^'.     ^»^^  ^  constant   ist.    so    ist 

siiroi 

^^  ("^  "f"  r» )  constant iind  daher,  weil  es  aVsinoist,  auch  a^+b*'^. 


12  Klftes  Kapilel.    Arl.  168. 

168.  Wir  sahen,  dass  die  auf  die  Axen  bezogcue  Gleichung 
n  der  Form  war  Ax'  +  By^  ^  C,  woriu  B  in  dem  Fall  der 
lipsc  positiv,  und  im  P'all  der  Hyperbel  negativ  ist.  [ArL  103.) 

Die  Gleichung  der  Ellipse  kann  in  der  folgenden  schickliclie- 
n  Form  geschrieben  werden:  Seien  die  durch  die  Ellipse  hulea 
:en  gemachten  Abschnitte  x  =  a,  y  z=b,  so  finden  wir,  iiideii 
r  y  =  0  und  a:  =  a  in  der  Gleichnng  der  Curvc  machen 
Aa'^  =  C  aaA  A  =  C :  a"^ 

In  gleicher  Weise  wird  B  =  C:b''.  Durch  die  Substitution 
eser  Werlhe  kann  die  Gleichung  der  Ellipse  geschrieben  wenltn 

+  ~  =  1.    Weil  wir  zur  Axc  der  x  welche  Aie  uns  beliebi 

b' 

ihlcn  können,   so  wollen  wir  voraussetzen,   dass  wir  die  Aien 
gewählt  haben,  dass  a  grJ}sser  als  b  sei. 

Die  Gluiciiung  der  Hyperbel,  welche,  wie  wir  sahen,  von  ^ 
r  Ellipse  nur  in  dem  Vorzeichen  des  Cocriicientcn  von  y'  ab- 
liebt, nimmt  durch  dieselben  SubstituUonen  die  entsprechende 

x^       tp 
,rra  J  —  n  =  1  an- 

Der  Abschnitt  in  der  Aie  der  x  ist  offenbar  =z  +  n,  aber 
r  in  der  Axe  der'  y,   gefunden  aus  der  Gleiehung  y''  ^  —  ^, 
imaginär.    Die  Aue  der  y  schneidet  also   die  Cune  oichl  in 
eilen  Punkten. 

Weil  wir  zur  Axe  der  x  die  Axe  gewählt  haben,  welche 
i  Curve  in  reellen  Punkten  schneidet,  so  sind  wir  in  diesem 
He  nicht  berechtigt,  anzunehmen,  dass  a  grösser  ist  als  b. 

169.  Die  Polargleichung  der  Ellipse  zu  finden, 
!nn  das  Centrum  zum  Pol  genommen  ist. 

Wir  schreiben  g  cos  9  fflr  x  und  9  sin  $  für  y  in  der  vor> 
rgehenden  Gleichung  und  erhallen 

i  _  c^        «D^ 

«^~     a^     "•"      1^ 
le  Gleichung,   welche   wir  in  einer  der  äquivalenten  FmneD 
li reiben  können. 


r  =  - 


r 


Die  auf  die  Axen  bezogene  Gleichung.   Art.  170.  203 

Es  ist  üblich,   die   folgenden  Abkürzungen  zu  gebrauchen: 

a2_^2_--t^2 — =^2; 

und  die  Grösse  e  wird  die  Excentricität  der  Curve  genannt*). 
Indem  wir  den  Zähler  und  Nenner  des  zuletzt  gefundenen  Bru- 
ches durch    a}  dividiren»   efhalten  wir  die  zumeist  gebrauchte 

Form,  nämlich  0^= 5 — ö-i- 

170.  Die  Figur  der  Ellipse  zu  untersuchen.  Der 
kleinste  Wertli,  welchen  b^  +  («^  —  ^^)  s'*^  ^  ^  haben  kann, 
wb-d  erhalten  für  0  =  0.  Daher  ist  der  grösste  Werth  von  q  der 
Abschnitt  in  der  Axe  x  und,  ist  gleich  a.  Ferner  entspricht  der 
grösste  Werth  von  6^  +  (a^  —  ft^)  sin  ^  ö  dem  Werth  sin  ö  =  1 
oder  9  =^  90^  so  dass  der  kleinste  W^erlh  von  q  der  Abschnitt 
in  der  Axe  y  ist,  nämlich  =  h.  In  Folge  dessen  ist  die  längste 
Sehne,  die  man  durch  das  Centrum  ziehen  kann,  die  Axe  o:  und 
die  kürzeste  die  Axe  y\  deshalb  nennt  man  diese  Linien  die 
grosse  und  die  kleine  Axe  der  Ellipse. 

Es  ist  offenbar,  dass  q  wächst,  während  9  abnimmt  und  um- 
gekehrt; also  jeder  Durchmesser  ist  um  so  länger,  je 
weniger  seine  Richtung  'von  der 
der  grossen  Axe  abweicht.  Die 
Form  der  Curve  ist  daher  die  hier  dar- 
gestellte. 

Wir  erhalten  denselben  Werth  von^, 
ob  wir  voraussetzen  0=«  oder  ö= — a; 
d.  h.   zwei   Durchmesser,   welche 
mit  der  Axe  gleiche  Winkel  machen,  sind  gleich.    Es  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  die  Umkehrung  dieses  Theorems  auch  wahr  ist. 

Diese  Eigenschaft  erlaubt  uns,  wenn  das  Centrum  eines  Kegel- 
schnitts gegeben  ist,  seine  Axen  geometrisch  zu  bestimmen.  Denn 
beschreiben  wir  irgend  einen  mit  ihm  concentrischen  Kreis,  wel- 
cher den  Kegelschnitt  schneidet,  so  sind  die  durch  die  Durch- 
schiiittspunkte  gehenden  Durchmesser  einander  gleich;  und  nach 
dem  eben  bewiesenen  Theorem  sind  die  Axen  des  Kegelschnitts  die 
innere  und  äussere  Halbirungslinie  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels. 

*)  Man  hat  auch  wohl  beide  Grösscu  durch  den  Namen  der  Excen- 
tricität bezeichnet  und  c  von  e  als  die  lineare  von  der  numerischen 
Ezeentrität  unterschieden. 


L 


4  Elftes  Kapilel.    Art.  171. 

171.    Die  Gleichung  der  Ellipse  kann  iu   eiue  aiKlr«  li 
bractil  werden,   welche   die  Geslalt  der  Gurre  noch   deutlicber 
Leimen  lässt.    Die  Autlöüung  derselben  Tür  y  iiererl: 


Wenu  wir  nun  luil  dem  Halbmesser  a  einen  concenlnsfheii 
eis  beschreiben,  so  ist  seine  Gleichung  y  =  ^  (a*.—  x'] 
d  wir  leiten  daraus  die  folgende  Construelion  ab:  Man  be 
hreibe  einen  Kreis  über  der  grossen  Axe  und  uelime 
in  jeder  Ordinate  LQ  desselben 
einen  I>unl<t  P  so,  dass  IP  und 
LQ  in  einem  Constanten  Verhäll- 
niss(:a  sei;  der  Ort  von  P  isl 
die  geTorderte  Ellipse. 

Demnach  liegt  der  ober  der  grossen 
Axe  beschriebene  Kreis  ganz  ausserhalb 
der  Ellipse.  ^Vir  können  aus  denselbeo 
Gründen  die  Ellipse  auch  construben, 
lern  wir  über  der  kleinen  Axe  einen  Kreis  beschreiben  und 
e  Ordinale  in  dem  constanten  Verhälliiiss  a  :  b  vergrössem. 
r  über  der  kleinen  Axe  beschriebene  Kreis  liegt  mithin  Tfillig 
lerhalb  der  Ctirve.  Die  Verbindung  beider  Betrachtungen  liefert 
llich  die  folgende  Coostruction  der  Ellipse  aus  ihren  Aien: 
n  zeichnet  die  concentrischen  Kreise,  welche  die  Aien  tu 
rchniessern  haben,  verzeichnet  in  denselben  einen  beliebigen 
rcbmcsser  und  legi  durch  die  den  beiden  Kreisen  angeharigen 
dpunbte  derselben  je  eine  Parallele  zu  der  Aie  der  Ellipse, 
lebe  ()er  Durchmesser  des  andern  Kreises  ist:  Die  Durch- 
mittspunkte  dieser  Parallelen  sind  Punkte  der  Ellipse. 

Die  Gleichung  des  Kreises  ist  die  specielle  Form,  welche  die 

üchung   der  Ellipse   annimmt,  wenn   wir  voraussetzen  b  =a. 

172.   Die  Polargleichung  dei^Uyperhel  zu  finden. 

:  Transformation  zu  I'olarcoordinatcn  liefert  (Artikel  169]  die 

sichung  der  Hyperbel  in  den  äquivalenten  Formen 


"6^0 


—  a^  sln^fl  ~  6^  - 


(a'  +  6']  süi'fi 


r 


Figur  der  Elipse  und  Hyperbel.    Art.  173. 
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Weil  Formeln,  die  die  Ellipse  betreflen,  in  die  entsprechen- 
den Formeln  für  die  flyperbel  übergehen,  indem  man  das  Zeichen 
von  6^    verwocliselt,   so    müssen  mr   in    diesem  Falle  die  Ab- 

'2  +   fc2 


kürzung  c^'für  a^  +  b^  und  e^  für 


er 


a* 


gebrauchen,   die 


Grösse  ^  wird  die  Excentricität  der  Hyperbel  genannt. 
Wir  dividiren  den  Zähler  und  Nenner  des  zuletzt  gefundenen 
Bruches  durch  a^  und  erhalten  die  Polargleichung  der  Hyperbel, 
weiche    nur  im  Zeichen   von  d^  von  der  der  Ellipse  abweicht, 

nämlich  g»  =  -,^Jg_^. 

173.  Die  Figur  der  Hyperbel  zu  untersuchen.  Die 
Namen  grosse  Axe  und  kleine  Axe  sind  nicht  auf  die  Hyperbel 
anwendbar  (Artikel  168),  und  wir  wollen  daher  die  Axe  der  x 
die  transversale  oder  Hauptaxe  und  die  der  y  die  conju- 
g i r t e  oder  Nehenaxe  nennen.  Der  Ausdruck  b'^  —  (a^  +  b'^ sin-9, 
der  Nenner  in  dem  Werthe  von  ^^,  wird  offenbar  am  grössten, 
wenn  d  =  0  ist;  daher  ist  in  demselben  Fall  q  am  kleinsten, 
oder  die  transversale  Axe  ist  die  kürzeste  Sehne, 
welche  durch  das  Centrum  derCurve  gezogen  werden 
kann. 

Wenn  d  wächst,  so  wächst  q  stetig  mit,   bis  zu   dem  durch 

bestimmten  Werthe  von  ö,  wo  der  Nenner  des  Werthes  von  q 
Null  und  Q  unendlich  gross  wird.  Jenseits  dieses  Werthes  von  0 
wird  9^  negativ  und  die  Durchmesser  hören  auf,  die  Curve  in 
reellen  Punkten  zu  schneiden,  bis 

WO  q  wieder  unendlich  gross  wird.  Es  nimmt  dann  ebenso  regel- 
mässig ab,  wie  Ö  ferner  wächst,  bis  0=180^,  wo  es  wieder 
seinen  kleinsten  Werth  ^^ 
=  Q  annimmt. 

Die  Form  der  Hyper- 
bel ist  daher  die  in  den 
durchs  und  A  gehenden 
Curven  der  Figur  darge- 
stellte. 


sinö  = 


sin$  = 


•C  Elftes  Knpilel.   Ari.  174. 

174.  Wir  fanden,  dass  die  Axc  der  y  die  Ciirve  nicbt  in 
eilen  Punkten  scbneidet,  weil  wir  die  Gleichung  y'  = —  \?  im 
istinimuag  ihrer  Durehgchnittspunkte  mit'  der  Curve  erliiellen. 
enn  wir  jedoch  unbeschadet  dessen  auf  der  Axe  der  y  di« 
recken  CB  =  CW  =:  ^  b  abtragen,  so  flodet  sich,  dass  die 
inge  CB  eine  nichtige  Beziehung  zur  Curre  hat.  und  schickfich 
ie  Axe  der  Curve  genannt  werden  kann.  Man  kann  ebenso 
f  jedem  andern  Durchmesser,  für  dessen  Länge  sich  die  Br- 
mm.ui)gsgleichung  p'  ^  —  R"^  ei^ieht,  die  Langen  +  fl  ab- 
igen, obgleich  er  die  Curve  nicht  in  reellen  Punkten  scbnödel 
id  die  so  erhaltene  Linie  als  einen  Durchmesser  der  Hfpnbel 
zeichnen.  Die  Gleichung  des  von  den  Endpunkten  dieser  Durcli- 
ssser,  welche  die  Curve  nicht  in  reellen  Punkten  schneiden,  %t- 
Idelen  Ortes  wird  gefunden,  indem  man  das  Zeichen  von  ^^in 
r  Gleichung  der  Curve  vertauscht, 

1  aiii^  0        cos*ff     ,       j/'  x^ 

p'  6'  «^  6'  a* 

Es  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  welche  die  Axe  dery 
r  llauptaxe  und  die  Axe  der  x  zur  Nebenaxe  hat.  Sie  vA 
rch  die  die  Punkte  B,  B'  enthaltende  Curve  der  Figur  reprä- 
Dlirt  und  wird  als  die  conjugirte  Hyperbel  der  gegebenea 
zeichnet 

175.  Wir   zeigten    im  Artikel  173,    dass   die   dem  Werlti 

1  6  ^=  +  -  entsprechenden  Durchmesser  die  Curve   im  Unend- 

hen  schneiden;  sie  ^nd  daher  dieselben,  wie  die  im  ArL  lÜH 
tymptoten  der  Curve  genannten  Linien.  Es  sind  die  Linini 
K,  CL  in  der  Figur,  und  sie  trennen  offenbar  die  Durchmesser, 
ilche  die  Curve  in  reellen  Punkten  schneiden,  von  denen,  wekhe 
;  in  imaginären  Punkten  schneiden.  Man  erkennt  auch,  d«s$ 
vei  conjugirte  Hyperbeln  dieselbenAsymptoten  haben. 

T  Ausdruck  lan  S  =^  +  —  erlaubt  uns  aus  den  der  Grösse  unJ 

Ige  nach  gegebenen  Axcn  die  A.«ymptoten  zu  findeü;  denn  vena 
r  ein  Rechteck  bilden ,  indem  wir  durch  B  und  A  Parallelen 
den  Axen  ziehen,  so  sind  die  Asymptoten  die  Diagonalen  diese 

ichtecks.     Man  hat  ferner  cos  6  =  ~,t~z t^,  =  — ;  und  di 

e  Asymptoten    mit  der  Axe  der  x  gleiche  Winkel  bildeu,  w 


Confugrrlc  Durchmesser.    Art.  176.  207 

muss  der  Winkel ,  welchen  sie  mit  einander  bilden  :r=  2  0  sein ; 
d.  b.  wenn  die  Excentricität  einer  Hyperbel  gegeben 
ist,  so  ist  auch  der  Winkel  zwischen  den  Asymptoten 
gegeben;  er  ist  das  Doppelte  des  Winkels»  dessen 
Secante  der  Excentricität. gleich  ist 

Aufg.  Die  Excenlricilät  eiaes  durch  die  allgemeiae  Gleichung  ge- 
gebenen Kegelschuitls  zu  finden. 

Wir  kdnneu  nach  Art.  87  zunächst  die  Tangente  des  Winkels  zwi- 
schen den  durch  aj,a:^  +  2  0^2^!/-^-  «22 ^^^^^^  reprüsentirlen  geraden 
Linien  ausdrücken  und  dann  den  Ausdruck  für  die  Secante  seiner  Hälfte 
bilden.  Oder  wir  können  mit  Zuhilfenahme  des  Art.  165  Aufg.  3  ver- 
fahren. 

Wirerhallen  —   _  ?»_+  g«»  --»     1   ^  ^h  +  ^t  +  R 
wirernauen    ^,  _         ^^^^        '    ^t  —         2a^ 

wo  Ji^  =  4012^  +  («11  —  022)^  =  ^«12^— ^«ii«22  +  («11  +«22)^- 

.,1         1  Ä      fl*  — 6«  2R 

Also   T^  — 


b*        a*        033'         fl«  Oii  +  oti+R 

176.  Wir  schreiten  nun  dazu  fort,  einige  Eigenschaften  der 
Ellipse  und  Hyperbiel  zu  untersuchen  und  finden  es  vortheilhaft, 
beide  Curven  zusammen  zu  betrachten ;  denn  da  ihre  Gleichungen 
nur  in  dem  Zeichen  von  b^  differiren,  so  haben  sie  manche 
Eigenschaften  gemein,  welche  gleichzeitig  bewiesen  werden  können, 
indem  man  das  Zeichen  von  b'^  als  unbestimmt  ansieht.  Wir 
wollen  in  den  folgenden  Artikeln  die  Zeichen  gebrauchen ,  welche 
der  Ellipse  angehören.  Der  Leser  kann  dann  die  entsprechenden 
Formeln  für  die  Hyperbel  erhalten,  indem  er  das  Zeichen  von 
6^  verändert. 

Wir  übertragen  zuerst  einige  der  für  die  allgemeine  Gleichung 
erhaltenen    Resultate    auf    die    besondere    Form   -„  H — s==l. 

Nach  Art  105  ist  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  xy 

sc  X'  l/t/ 

durch  die  Substitution  von  xx\  yy  für  or^y^  gebildet,  ^^  +  ^^  =1- 

Der  Beweis  mag  für  diesen  speciellen  Fall  wiederholt  werden. 
Die  Gleichung  der  zwei  Punkte  der  Curve  verbindenden  Sehne  ist 
(^  -  ^)  (^  -  ^")        [y--jiy^-yy  ^^         y^_^   ^^^ 

a'-  b*  (r  Ir 

-  ~  -^~ h  --"./  ~  =  — ^  +  ^-  +  1  und  <li«ss  geht 

(r  b^  (r  b^ 


L. 


Elfles  Kapitel.    Arl.  17t. 

x  ^=L  x",  y  =  y"  in  die  voilier  gegebene  Gleichung  der  Tan- 
Le  fiber.     DicRnlbeii   Beweisgründe  blcilwn   fi'ir  schicrwinkligf 

fiir  rechtwinklige  Coordinateii  anwendbar;  wenn  aher  ein  Paar 
jngirte  Durchmesser  zu  Axcn  gewählt  werden,   so  verschniii- 

der  Coeffieienl  von  x  y  nach  Artikel  102,  die  Coeffi- 
iten    von   x  und  y  sind   Null,   weil    der  Coordinalen-Anraiig 

Centrum  der  Curve  ist;  und  wenn  also  a,  b'  die  Langen 
I,  welche  die  Ourve  in  den  Aien  bestimmt,  so  ist  genau  wir 
Arükiel   168   zu    zeigen,    dass    ihre  Gleichung    in    der  Form 

+  -t;^  =3   1   gesclirieben    werden    bann.     Dann    ergiebt  sieb 

[■  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die  Gleichung  der  Tangente 

177.  Die  Gleichung  der  Polare,  d.  h.  der  geraden  Vcrbin- 
gslinie  der  BerQbrungs|Hnik(c  der  Tangenten,  die  von  einem 
ikle  x'y   ausgehen,  ist  von  derselben  Form  mit  der  Gleichung 

Tangente    und    ist   daher 

'^+.?»'=l. der  5:+ .»»=,, 

im  letzteren  Falle  die  Axen  irgend  ein  Paar  von  conjiigirlen 
chmessern,  im  ersten  aber  die  Aien  der  Curve  sind.  Insbe- 
ilere  ist  die  Polare  eines  Punktes  in  der  Axe  der  x  tlnrch 

-  =  1  dargestellt.    Um  daher  die  Polare  eines  Punktes  P  m 

en,  ziehen  wir  einen  Durchmesser  durch  diesen  Punkt,  ke- 
imen den  Punkt  P'  aa{  demselben  so,  dass  das  Recbttck 
■  CP'  dem  Quadrat  dieses  llalhdurehmessers  gleich  ist  uml 
len  durch  /*'  eine  Parallele  zu  dem  ihm  conjugirten  Durcli- 
ser.  Als  ein  spccieller  fall  entspringt  daraus  der  friUier  ke- 
«cne  Satz:  Die  Tangente  im  Endpunkt  eines  Durchmessers  isl 
illel  m  dem  ihm  conju^rten  Durchmesser.  (Art.  lOG,) 

Aufg.  1.  Die  Bedingung  zu  linden,  unter  welcher  irgenil  eine  \.m 
+  ijy  =  1  den  Kegelschnitt  -^   +   |^  =  1  herührt. 

Indem  wir  die  Gleichungen  |a;  +  ijy  =  1  und  ^  +  ^  = ' 
[Jeiclien.  Gnden  wir  ar' ==!«'.  unclf/'=jj6'  und  durch  Snksliliilii"' 
er  Wcrtlie  von  x'  und  y  In  die  <ilciehuiig  der  Curve  eriialten  w» 
gerorderto  Bedingung  d'^'  +  6-tj*  ^=  1. 


r 


Conjugirle  Durchmesser.   Art.  178.  2Ö9 


Aufg.  2.  Die  Gleichung  des  Tangentenpaares  von  x'y  an  den  Ke- 
gelsclmitt  zu  finden.    Wir  verfahren  wie  in  Art.  107  und  finden 

Aufg.  3.  Den  durch  das  Tangentenpaar  von  x'y  an  die  Gurvc  ge- 
bildeten Winiiel  <p  zu  finden. 

Wenn  eine  Gleichung  zweiten  Grades  zwei  gerade  Linien  darstellt, 
so  l)ezeichnen  die  gleich  Null  gesetzten  drei  höchsten  Glieder  zwei  zu 
ihnen  parallele  Linien  durch  den  Anfangspunkt:  also  hängt  der  durch  das 
erste  Paar  der  geraden  Linien  eingeschlossene  Winkel  nur  von  den  drei 
höchsten  Gliedern  der  allgemeinen  Gleichung  ah.  Ordnen  wir  dann  die 
im  letzten  Beispiel  gefundene  Gleichung ,  so  finden  wir  nach  Artikel  87 

tun  q>  =  /,  _. — T^ i 75 • 

Aufg.  4.  Finde  den  Ort  eines  Punktes,  an  welchem  die  von  ihm 
aus  gezogenen  Tangenten  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden. 

Indem  wir  den  Nenner  des  Werthes  von  tan  $  mit  0  vergleichen, 
finden  wir  x^  -{-  y^  z=z(p-  -|-  6^,  die  Gleichuug  eines  mit  der  Ellipse 
coDcentrischen  Kreises.  Der  Ort  der  Durchschnittspunkte  (I^  Tangenten, 
welche  sich  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneiden,  de^mcht  90^  ist, 
ist  im  Allgemeinen  eine  Curve  des  vierten  Grades. 

178.  Man  soll  die  auf  die  Axen  bezogene  Gleichung 
des  Durchmessers  finden,  welcher  zu  dem  durch  den 
Punkt  xy   gehenden  conjugirt  ist. 

Da  die  fragliche  Gerade  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dioaten  geht  und  der  Tangente  im  Punkte  xy    parallel  ist,  so 

ist  die  Gleichung  ^  +   tt-  =  0.    Sind  dann  d ,  Ö'  die  Winkel, 

welche  mit  der  Axe  x  von  dem  ursprunglichen  und  dem  ihm't;on- 
jugirten  Durchmesser  gebildet  werden,  so  ist  ofTenbar  tan  ö  ==    , 

X 

und  aus  der  Gleichung  des  conjugirten   Durchmessers   (Art.  21) 

b'^x  &^ 

tao  ^  = ^-7-     Daher  ist   tan  ö  tan  Ö'  =  —  ^,    wie   auch 

a^y  a'- 

aas  Art.  102  hervorgeht.    Die  entsprechende  Relation  für  die  Hy- 
pcrbel  ist  (Art.  176)  tan  Ö  tan  ö'  =  -^• 

179.  Weil  in  der  Ellipse  tau  ö  tan  ö'  negativ  ist,  so  muss, 
wenn  einer  der  Winkel  0,  d'  spitz  und  daher  seine  Tangente  po- 
sitiv ist,  der  andre  stumpf  sein,  sei^e  Tangente  negativ.  Also,  con- 
jugirte  Durchmesser  der  Ellipse  liegen  auf  verschie- 
deneu Seiten  der  kleinen  Axe  (welche  0  =  90^  entspricht). 

Salmon ,  Anal.  Geoiii.  d.  Keg-elschn.  2.  Aufl.  14 
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]r  der  Hyperbel  ist  Im  GegeDtheÜ  Uni  tan  S"  pogiÜT  noil 
müssen  entweder  beide  spitz  oder  beide  stumpf  sein.   Ab», 

der  Hfperbe)   liegen  conjugirte  Durchmesser  ml 

selben  Seite  dei:  co.njugirten  Aie. 

tu  der  Hyperbel  muss,  wenn  tan  S  kleiner  als-  ist,  m( 
ser  als  —  sein;   aber  nach  Arükel  175  ist  der  dem  Winkd, 

en  TaDgente  —  ist,    entsprecbende   Durchmesser  die  As|iii|»- 

,  welche  nach  demselben  Artikel  die  Durchmesser,  welche  die 
e  schneiden,  von  denen  trennt,  welche  sie  nicht  si-hneideo. 
wenn  der  eine  von  zwei  conjugirten  Durchmes- 
1  die  Hyperbel  in  reellen  Punkten  schneidet,  so 
t  diess  der  andre  nicht.  Es  nird  auch  erkannt,  dass  jede 
mplote   ihr  eigener  conjugirter  Durchmesser  isL 

180.  Die  Coordinaten  x",  y"  des  Endpunkts  von  dem 
cbmMer  zu  finden,  der  zu  (lern  durch  x'  y  geheo- 

conjugirt  ist. 

Diese  Coordinaten   werden   gefunden,    indem   man  aus  der 

:hung  des  conjugirten  Durchmessers  und  derjenigen  der  Com 

+  ^^    =  0,    ^  +  ^  =  I    a:  und  y  bestimmt. 

Indem  wir  in  die  letztere  die  aus  der  erstem  gefiiDdeoeD 
the  für  X  und  y  einsetzen  und  uns  erinnern,  dass  die  Coor- 
ten  x',  y   der  Gleichung  der  Curve  genügen ,  finden  nir  oline 

lierigkeit  --  =  ±^,  ^  =  +  -. 

181.  Die  Längen  eines  Durchmessers  {a)  und  sei- 
conjugirten   (6')   in    Gliedern    der    Abscisse  Tom 

punkte  des  Durchmessers  auszudrücken. 

1.)  Wir  haben  a"^  =  a'»  +  y'\    Aber  y'»  =  ~  (o'  -  x"^ 

«'^  =  6'  +  • 
2.)  Ferner  ist    h"^ 
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Aus  diesen  Werthen  ergiebt  sich  d^  +  6'^  =  a^  ^  ^2^  ^jJ^p 
die  Summe  der  Quadrate  irgend  eines  Paars  von  con- 
jugirlen  Durchmessern  ist  constant.   (Aufg.  3,  Art.  167.) 

182.  In  der  Hyperbel  müssen  wir  die  Zeichen  von  6^  und 
\P'  ändern  und  erhalten  a'*  —  h"^  =  a^  —  6^  oder  die  Diffe- 
renz der  Quadrate  irgend  eines  Paares  conjugirter 
Durchmesser  einer  Hyperbel  ist  constant 

Wenn  wir  in  der  Hyperbel  a  =  6  haben,  so  wird  ihre 
GIdcfaung  Qp-  —  ^^  =:  a^  und  sie  wird  eine  gleichseitige 
Hyperbel  genannt.  Das  eben  bewiesene  Theorem  zeigt,  dass 
jeder  Durchmesser  einer  gleichseitigen  Hyperbel  sei- 
nem conjugirten  gleich  ist.  Die  Asymptoten  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  sind  durch  die  Gleichung  a:^  —  y^  =  0  gegeben, 
und  daher  unter  rechten  Winkeln  zu  einander.  Deshalb 
wird  diese  Hyperbel  oft  auch  eine  rectanguläre  Hyperbel  ge- 
nannt Die  Bedingung,  dass  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
eioe  gleichseitige  Hyperbel  darstelle,  ist  a^  = —  a^^\  denn  diess 
ist  nach  Art.  79  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Asymptoten 
*ii*^  +  ^öijicy  -f  «22^^  =  ^  rechtwinklig  unter  einander  sind; 
aber  wenn  die  Hyperbel  rectangulär  ist,  muss  sie.gleich- 
.seitig  sein,   weil  (Art  175)   die  Tangente  des  halben  Winkels 

ziiischen  den  Asymptoten  =  —  iind  daher,  wenn  dieser  Winkel 

45^  ist,   022  =  ^11  ^^^^  muss. 

183.  Die  Länge  der  Senkrechten  vom  Centrum  auf 
die  Tangente  zu  finden. 

Die  Länge  der   Senkrechten  vom  Coordinatenanfang  auf  die 


r  f 


Unie  ff.  +  1|^  =  1  ist  (Art.  23) 


ab 


L 


ir    zeigten   aber 


^2  ^1  ^2    y2  ^  ^ 

im  Art  181,  dass  6'^  =  — 5 — | A-,    also   p==i—j' 

a^  b^  .  b 

184.  Den  von  zwei  conjugirten  Durchmessern  ein- 
geschlossenen Winkel  zu  bestimmen. 

Der  Winkel  zwischen  den  Durchmessern  ist  gleich  dem  Win- 
kel zmschen  dem  einen  und  der  Tangente,   welche  dem/andern 

14* 


U*l'     zJ^  ^    — 


k 


TT.  Ji.'»I 
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er 


parallel  ist;  nun  ist  sin  CPT=:-—  =.  -, 


Also 


sin  PCP^  =5  sin  g>  = 


ab 
a  b 


Die  Gleichung  ab'  sin  (p  ^=:  ab  zeigt, 
dass  (las  durch  Verbindung  der 
Enden  von  conjugirten  Durchmessern  der  Ellipse  oder 
Hyperbel  gebildete  Dreieck  einen  constanten  Inhalt 
hat.    (Art.  167,  Aufg.  2.) 

185.  Da  die  Summe  der  Quadrate  von  irgend  jswei  conju- 
girten Durchmessern  constant  ist,  so  ist  ihr  Rechteck  ein  Maxi- 
mum, wenn  sie  gleich  sind  und  daher  ist  in  diesem  Falle  smi 
ein  Minimum,  also  ist  der  spitze  Winkel  zwischen  den  zwei  glei- 
chen conjugirten  Durchmessern  kleiner  und  folglich  der 
stumpfe  Winkel  grösser,  als  der  von  irgend  einem  andern  Paar 
conjugirter  Durchmesser  gebildete.  Die  Länge  der  gleichen  con- 
jugirten Durchmesser  wird  gefunden,  indem  man  a'  =  b'  in 
die  Gleichung  «'^  +  b"^  =  a^  +  6^  substituirt.  Daraus  er- 
giebt  sich   a"^  als  die   Hälfte  der   Summe   von    a^   und  6^  und 

9      I 

Der  Winkel,  welchen  jeder 


in  diesen!  Falle   sin  ö  =     .,    .     ., 

ö'  +   6' 

dieser  conjugirten  Durchmesser  mit 'der  Axe  der  x  macht,  wird 

aus  der  Gleichung  gefunden   tan  ö  tan  ö'  = 5,    indem  man 

darin  tan  ö  =  —  tan  ö'  setzt,  weil  irgend  zwei  gleiche  Durch- 
messer gleiche  Winkel  mit  der  Axe  der  x  auf  entgegengesetzten 

Seiten  von  ihr  bilden.    (Art.  170.)     Sojnit  tan  ö  =  —     Es  folgt 

a 

daher  nach  Art.  175,  dass,  wenn  eine  Ellipse  und  Hyperbel  die- 
selben Axen  in  Grösse  und  Lage  haben,  die  Asymptoten  der 
Hyperbel  mit  den  gleichen  conjugirten  Durchmessern  der  Ellipse, 
zusammenfallen. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Ellipse,  bezogen  auf  zwei 
conjugirte  Durchmesser  (Art.  176)  wird  a:^  +  y^  =  rt'^,  wenn 
a    =z  0 . 

Wir  s^hen  daraus,  dass  die  Gleichung  jeder  Ellipse  in  die- 
selbe Form,  wie  die  Gleichung  des  Kreises  gebracht  werden  kann, 
nämlich  in  die  Form  x"^  +  y'^  =  r^  indem  man  die  gleichen 
conjugirten  Durchmesser   zu  Coordinatcnaxen   wählt;  aber 
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in  dem  Falle  der  Ellipse  ist  der  Winkel  zwischen  diesen  Axen 
schief,  während  er  beim  Kreise  ein  rechter  ist. 

186«  Die  Senkrechte  vom  Centrum  auf  die  Tan- 
gente in  Function  der  Winkel  auszudrücken,  die  sie 
mit  den  Axen  bildet. 

Wenn  wir  davon  ausgehen,  die  Gleichung  der  Tangente 


XX 


+  -^  =  1  in  die  Form  x  cos  cc  +  y  sin  a^=:  p  zu  bringen 


b^ 


f..  „         X        cos« 

^Unmittelbar    -« =  

a^  p 


(Art.  25),  so  finden  wir  durch  Vergleichung  dieser  Gleichungen 

^  =  '^.    Indem  wir   dann   in   die 

0"^  p 

I  Gleichung  der  Curve  die  so  erhaltenen  Werthe  von  x\  y   ein- 
l^etzen,  finden  wir   j»^  =  a^  cos^  a  +  ft^  sin*  a  *), 

Die  Gleichung  der  Tangente  kann  daher  gescbrieben  werden 
\x  cos  a  +  y  sin  er  —  y  (a*  cos*  «  +.6*  sin*  a)  c=:  0  und  nach 
[Artikel  34  ist  die  Senkrechte  von  irgend  einem  Punkte  {x',  y) 
[auf  die  Tangente  y  (a*  cos*  tt  +  6*  sin*  a)  — :  x  cos  a  —  y  sin  cc, 
iro  wir  die  Formel  so  geschrieben  haben,  dass  die  Normale  po- 
iti?  wird,  wenn  der  Punkt  xy  mit  dem  Centrum  auf  derselben 
rSeite  der  Tangente  liegt, 

Aufg.    Den  Ort  des  Durchschnitts  der  Tangenten  zu  6nden,  die  sich 
iler  rechten  Winkeln  schneiden. 

Seien  p^  p  die  Senkrechten  zu  diesen  Tangenten,  so  ist 
p7  2-3  ^2  gQg2  a  -|-  ^2  gjQ»  ^^     p'*  =  a*  sin*  a  +  ft*  cos*  of, 

p*  +  /*  =  a*  +  6*. 
Aber  das  Quadrat  der  Entfernung  vom  Genirum  bis  zum  Durchschnitt 
tweier  Linien,  die  sich  rechtwinklig  schneiden ,  ist  gleich  der  Summe  der 
foadrate  seiner  Entfernungen  von  diesen  Linien  selbst;  diese  Entfernung 
Ist  daher  constant  und  der  geforderte  Ort  ist  somit  ein  Kreis.  (Art.  177, 
^ufg.  4.) 

187.  Die  Sehnen,  welche  die  Enden  eines  Durchmessers 
[init  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve  verbinden,  werden 
[Bupplementarsehnen  genannt. 

Durchmesser,  die  zu  irgend  einem  Paar  Supple- 
fmentarsehnen  parallel  sind,  sind  conjugirt.. 

Denn  betrachten  wir  das  Dreieck,  welches  gebildet  wird  durch 
[Verbindung  der  Enden  eines  Durchmessers  AB  mit  einem  Punkte 

•)  Ebenso  findet  man ,  dass  p*  =  «'•  cos*  «  +  ft'*  cos*  |3 ,  wo  a  und 
die  Winkel  sind,  welche  irgend  swei  zn  einander  conjagirten  Durch- 
lessem  entsprechen. 
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D  der  Curve;   so  ronss  nach  den  Elementen  der  Geometrie  die 

Verbindungslinie  der  Halbirungspunkte  zweier  Seiten  mit  der 
dritten  Seite  parallel  sein,  also  muss  Mer  ÄD  halbirende  Durch- 
messer parallel  zu  BD  und  der  BD  balbirende  parallel  zu  AD  sein. 
Dasselbe  kann  analytisch  bewiesen  werden,  indem  man  die 
Gleichungen  von  AD  und  BD  bildet  und  zeigt,  dass  das  Producl 
der  Tailgenten  der  durch   diese  Linien  mit  der  Axe  gebildeten 

Winkel  s= =  ist. 

Diese  Eigenschaft  erlaubt  uns,  die  Paare  conjugirter 
Durchmesser  zu  construiren,  welche  einen  vorge- 
schriebenen Winkel  mit  einander  bilden.  Denn  weon 
wir  über  irgend  einem  Durchmesser  das  Segment  eines  Kreises 
beschreiben,  welches  den  gegebenen  Winkel  enthält,  und  die 
Punkte,  wo  dieser  Kreis  die  Curve  schneidet,  mit  den  Enden  des 
angenommenen  Durchmessers  verbinden,  so  erhalten  wir  ein  Paar 
Supplementarsehnen,  die  unter  dem  angegebenen  Winkel  geneigt 
sind  und  die  zu  ihnen  parallelen  Durchmesser  sind  die  zu  einan- 
der conjugirten  Durchmesser,  welche  der  Aufgabe  genügen. 

Aufg,  1.  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  siod 
parallel. 

iE  m  t/2/ 

Ihre  Gleichungen  sind*— j-  +  ^  =  +  1.     Diess  folgt  aucli  aus 

dem  Theorem  des  Art.  108  und  aus  der  Bemerkung ,  dass  das  Genlram 
der  Pol  der  unendlich  entfernten  geraden  Linie  ist.    (Art.  107.) 

Aufg,  2.  Wenn  eine  veränderliche  Tangente  eines  Central -Kegel- 
schnitts zwei  feste  parallele  Tangenten  schneidet,  so  bestimmt  sie  Ab- 
schnitte auf  diesen ,  deren  Rechteck  constant  und  dem  Quadrat  des  zo 
ihnen  parallelen  Halbdurchmesscrs  gleich  ist. 

Nehmen  wir  den  den  Tangenten  parallelen  Durchmesser  und  den 
ilun  conjugirten  zu  Goordinatcn-Axen,  so  sind  die  Gleichungen  der  Gurre 

und  der  veränderlichen  Tangente    -^  +  p^  =  1  und  ^^  +  -|^  =  1.  . 

Die  Abschnitte  in  den  festen  Tangenten  werden  gefunden,  indem 
man  x  nach  einander  =  -f-  a'  in  der  letzten  Gleichung  macht,  uod  wir 

erhalten  sie  daher  y=?-7il   -f  —f\  und  daher  ist  ihr  Product 

y  \  ^  J 

-,j  ( 1  —  -r,  I ,   welcher  Ausdruck  sich  durch  die  Substitution  des  der 

Gleichung  der  Curve  entnommenen  Werthes  von  y"^  auf  b'^  reducirt. 

Aufg,  3.  Bei  derselben  Construction  ist  das  Rechteck  aus  den 
Segmenten  der  veränderlichen  Tangente  gleich  dem  Quadrat  des  zu  ihr 
parallelen  Halbdurchmessers. 


Gonjugirte  Durchmesser.   Art.  187.  215 

Denn  der  Abschnitt  auf  einer  der  parallelen  Tangenten  verhält  sich 
ztt  dem  anliegenden  Segment  der  veränderlichen  Tangente  wie  die  paralle- 
len Halbdurchmesser.  (Art.  112.)  Daher  verhält  sich  das  Rechteck  aus 
den  Abschnitten  der  festen  Tangenten  zu  dem  Rechteck  aus  den  Abschnit- 
ten der  veränderlichen  Taugente»  wie  die  Quadrate  dieser  Halbdurchmesscr; 
Qnd  da  das  erste  Rechteck  gleich  dem  Quadrat  des  den  festen  Tangenten 
parallelen  Halbdurchmessers  ist,  so  muss  auch  das  zweite  Rechteck  gleich 
dem  Quadrat  des  zur  veränderlichen  Tangente  parallelen  Halbdurchmes- 
sers sein. 

Aufg.  4.  Das  Rechteck  aus  den  Segmenten  einer  Tangente,  welche 
durch  ihren  Durchschnitt  mit  zwei  beliebigen  conjugirten  Durchmessern  ge- 
bildet werden,  ist  dem  Quadrat  des  zu  ihr  parallelen  Halbdurchmessers  gleich. 

Nehmen  wir  den  der  Tangente  parallelen  Halbdurchmesser  und  den 
ihm  conjugirten  zu  Axen,  so  sind  die  Gleichungen  irgend  zweier  conju- 
girten Durchmesser  y  =  ^  o;  und  -^  -f-  4^  =  0,  und  die  dadurch 
in  der  Tangente   gebildeten  Abschnitte  werden  gefunden,   indem   man 

X  =  a  macht,   y  z=z  ^  a   und   y  = r->;    das  von    ihnen    ce- 

^         X  ^  a  y  ° 

bildete  Rechteck  ist  =  h^.  Wir  hätten  in  gleicher  Weise  einen  rein 
algebraischen  Beweis  für  den  Satz  der  Aufg.  3  geben  können.  —  DieVer- 
biodungslinien  des  Centrums  und  der  Punkte ,  in  welchen  eine  veränder- 
liche Tangente  ein  Paar  feste  parallele  Tangeuten  schneidet,  sind  nach 
dem  Vorigen  nothwendig  Paare  conjugirter  Durchmesser. 

Aufg.  5.   Aus  der  Grösse  und  Lage  zweier  « 

conjugirter  Durchmesser  (0 a.  Oh)  in  einem  Gen-        y^         7s. 
IraikegelschnittdieAxen  desselben  zu  bestimmen.      /  /     \ 

Die  folgende  Gonstruction  ist  auf  das  in  der    /  ^/  \ 

letzten  Aufgabe  gefundene  Theorem  gegründet  :jL wLS. —:X^ 

Durch  a,   das   Ende   des   einen  Durchmessers,    y\      /        ^^-^'^  I 
zidie  man  eine  Parallele  zum  andern;  sie  ist  zu-     \\/.'^''^'^         J 

gleich  eine  Tangente  der  Gurve.   Bestimme  dar-      d^T ^y^^ 

Dach  in  Oa  einen  Punkt  P  so,  dass  das  Rechteck 
Oa ,  alP  '=•  Oh'^  (auf  der  dem  a  entgegengesetzten  Seite  von  0  für 
die  Ellipse,  auf  derselben  Seite  für  die  Hyperbel),  und  beschreibe 
einen  Kreis  durch  Oy  P,  der  sein  Gentrum  in  aC  hat,  so  bezeichnen 
die  Linien  OA,  OB  die  Axen  der  Gurve.  Denn  weil  das  Rechteck 
Aa  .  aB  1=  Oa  .  aP=  Ob^  ist,  so  sind  die  Linien  OA^  OB  conju- 
gürte  Durchmesser,  und  weil  A  B  ein  Durchmesser  des  Kreises  ist,  ist  der 
von  ihnen  gebildete  Winkel  AOB  ein  rechter. 

Aufg.  6.  Wenn  irgend  zwei  Halbdurchmesser  gegeben  sind,  so 
süid  die  Dreiecke,  welche  von  ihnen  und  denjenigen  beiden  unter  iliren 
Ordinaten  gebildet  werden,  welche  respective  duroh  den  Endpunkt  des 
andern  Halbdurchmessers  gehen,  von  gleicher  Fläche. 

Aufg,  7.  Die  Dreiecke,  welche  irgend  zwei  Halbdurclunesser  mit 
den  beiden  Tangenten  dei Gurve  in  ihren  Endpunkten  bilden,  sind  von 
gleicher  Fläche. 


L 


216  •    Elftes  Kapitel.   Art.  188. 

188.  Eine  durch  irgend  einen  Punkt  einer  Curve  senkrecht 
zur  Tangente  in  diesem  Punkte  gezogene  gerade  Linie  wird  eine 
Normale  genannt.     Indem   wir  nach  Artikel  32  die  Gleichung 


einer  durch  [xy)  gehenden  Linie  bilden,  die  zu  ^  x  ii^  =  l 
senkrecht  ist,  finden  wir  die  Gleichung  der  Normale  eines  Kegel- 
schnitts J(y-y)=p(^-^')  oder  ^-^  =  c^  woc^ 

X  y 

wie  in  Art.  169  die  DilTerenz  a^  —  6^  bezeichnet. 

Wir  finden  daraus  den  Abschnitt  CH, 

welchen  eine  Normale  in  der  Hauplaxe 

(^timmt,  durch  die  Substitution  y  =  0 

X  =  -Tix',  oder  x  =  e^x'. 

Wir  können  daher  von  irgend  einem 
Punkte  in  der  Axe  eine  Normale  zu  einer 
Ellipse  ziehen,  denn  aus  CN  bestimmen  wir  hiernach  die  Abseid 
des  Fusspimktes  der  Normale  in  der  Curve. 

Der  Kreis  kann  als  eine  Ellipse  betrachtet  werden,  deren 
Excentricitat  =  0,  weil  c^  =  a^  —  52  _  q.  Der  Abschnitt  ^^ 
ist  daher  in  dem  Fall  des  Kreises  immer  =0,  oder  jede  Nor- 
male eines  Kreises  geht  durch  sein  Gentrum. 

189.  Das  Stuck  MN  der  Hauptaxe,  welches  zwischen  Nor- 
male und  Ordinate  enthalten  ist,  wird  die  Subnormale  genannt. 

ihre  Länge  ist   nach  dem  letzten  Artikel    x ^x'  =  -^x\ 

a^  ar 

d.  i.  die  Normale  zerlegt  die  Abscisse  in  zwei  Theile, 
welche  in  einem  constanten  Verhältniss  sind. 

Wenn  eine  im  Punkte  P  an  die  Curve  gezogene  Tangeute 
die  Axe  in  T  schneidet,  so  wird  der  Abschnitt  MT  die  Subtan- 
gente  genannt. 


a^ 


Weil  die  ganze  Länge  CT  =  -  ist  (Art.  177),  so  ist  die    i 

X 


a^  ,        a^  —   x^ 


Subtangente    =  —  —  o;'  = 

X  X 

Auch  die  Länge  der  Normale  kann  leicht  gefunden  werden. 
Denn:   P^  =  P^P  -{•  MI^  ==  y^  +  Kx^=K(iy^  +  ^^4 
Wenn  aber  b'  der  zu  CP  conjugirte  Halbdurchmesser  isl» 
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so  ist  die  Grösse  innerhalb  der  Parenthesen  =  h"^.    (Art.  181). 

Also  ist  die  Länge  der  Normale    PN  =  — 

a 

Wenn  die  Nonnale  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  kleinen 

Aie  yerlängert  wird,   so  zeigt  man  in  derselben  Art,   dass  ihre 

LäDge    =  — -  ist.     Die  Vergleichung   beider  Ergebnisse   liefert 
o 

den  Satz:  Das  Rechteck  aus  den  Segmenten  der  Noiv- 
male  ist  gleich  dem  Quadrat  des  conjugirten  Halb- 
durchmessers. 

Im  Artikel  185  fanden  wir,  dass  die  Senkrechte  vom  Cen- 

n  h 

Irum   auf    die  Tangente  c=  --j'    Also  ist  das  Rechteck  aus 

0 

der  Normale  und  der  Senkrechten  vom  Centrum  auf 
die  Tangente  constant,  und  gleich  dem  Quadrat  der 
Halbaxe. 

Die  Länge  der  Normale  kann  auch  in  Function  des  Winkels 
ausgedrückt  werden,  den  sie  mit  der  Axe  einschliesst: 

p  ""  y{a^  cos^  a  +  b^  sin^  a)   ^^^'  ^^^^  —  ^  (1  _  ^2  si„2 «)* 

Aufg.  1.  Eine  Nurmale  zu  einer  Hyperbel  oder  Ellipse  zu  ziehen, 
die  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 

Die  Gleichung  der  Normale  a^xy  —  b'^xy=^  c^xy  drückt  eine 
Relation  aus  zwischen  den  Coordinaten  x'  y  irgend  eines  Punktes^  in 
der  Curve  und  den  Coordinaten  xy  irgend  eines  Punktes  in  der  Normale 
derselben  in  xy.  Wir  drücken  aus,  dass  der  Punkt  in  der  Normale  be- 
kannt und  ihr  Fusspunkt  in  der  Curve  gesucht  sei,  indem  wir  die  Indiccs 
vor  den  Coordinaten  des  letz  lern  beseitigen  und  sie  denen  des  erstem 
beifugen.  So  finden  wir,  dass  die  Punkte  der  Curve,  deren  Normalen 
dorcli  (xy')  gehen,  die  Durchschniltspunkte  der  Curve  mit  der  Hyperbel 
c^xyt=s  a^x'y  —  b^yx  sind. 

Aufg.  2.  Wenn  durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt  in  einem 
Kegelschnitt  zwei  gerade  Linien  rechtwinklig  zu  einander  so  gezogen 
werden,  dass  sie  die  Curve  schneiden,  so  geht  die  Verbindungslinie  ihrer 
Endpunkte  durch  einen  festen  Punkt  in  der  Normale. 

Nehmen  wir  die  Tangente  und  Normale  der  Curve  in  dem  gegebenen 
Punkte  zu  Coordinaten -Axen,  so  muss  die  Gleichung  der  Curve  von  der 
Form  sein  a^^x^  +  2a^2^y  4"  ^22 ^^  +  ^öjaV  ==  0.  («33  =  0,  weil 
der  Ursprung  in  der  Curve  liegt  und  «13=0  (Art.  87),  weil  die  Tangente 
als  Axe  der  x  vorausgesetzt  ist.)  Ist  nun  die  Gleichung  irgend  zweier 
geraden  Linien  dufch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  durch 
Ä*  +  2pxy  +  qy^  =s  0  repräsentirt,  so  multipliciren  wir  diese  Glei- 
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chung  mit  d^^  und  subtrahir^n  sie  von  der  der  Gurve  und  erhalten 

2  (a,2  —  «iip)  a;y  +  [a^^  —  «ii  Ö')  y'  +  2023^  =  ^  ^^  {^^  ^) 
die  Gleichung  einer  durch  die  Durchsclinitlspunkte  der  bezeichneten  gera* 
den  Linie  und  des  Kegelschnitts  gehenden  Figur.  Aber  dieselbe  kann  Ib 
^  =  0  (die  Gleichung  der  Tangente  in  dem  gegebenen  Punkte)  und 

2(^12  "~  ^iiP)  ^  +  (^22  —  ^n^)  y  +  2^23  =  ö  zerlegt  werden,  ond 
diese  letztere  muss  daher  die  Gleichung  der  die  Endpunkte  der  gegebenen 
Linien  verbindenden  Sehne  sein.  Der  Punkt,  in  welchem  diese  Sehne  die 
Normale,  die  Axe  der  ^,  schneidet,  ist  bestimmt  durch  seine  Ordinate 


y  = 


•     Wenn  aber  die  geraden  Lmten  rechtwinklig  sind,  isl 
«11^  —  0« 
—  1  (Art.  87)  und  der  Abschnitt  in  der  Normale  hat  die  constanle 

Länge  = r^ —   Für  den  Kreis  ist  diese  constante  Länge  dem  Halb- 

messer  gleich .  fQr  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  sie  unendlich  gross. 
Die  fragliche  Linie  ist  immer  der  Normale  parallel.  Wenn  man  da- 
her durch  einen  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel  zwei  zu  einander  reclil* 
winklige  Sehnen  zieht,  so  ist  die  von  ihm  auf  die  gerade  Verbindungslinie 
ilirer  Endpunkte  gefällte  Normale  die  Tangente  der  Curve. 

Der  Beweis  zeigt  auch ,  dass  dieser  Satz  allgemein  dann  wahr  isl 
wenn  die  geraden  Linien  mit  der  Normale  Winkel  bilden ,  für  welche  das 
Product  der  trigonometrischen  Tangenten  constant  ist,  deon  dann  isl  ^ 

constant  und  daher  der  Abschnitt -^ —  desgleichen. 

Aufg.  3.  Die  Goordinaten  des  Durchsdmittspunktes  der  Tangenlen 
in  den  Punkten  xy  und  x'y"  zu  bestimmen. 

Die  Goordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  Linien 


und 


X  X 


+  ^  =  1 


sind 


^ g*(y  —  y") 

y  X  — y  X 


y  =  —T—r, 7—i,* 

soy   —y  X 


Aufg,  4.     Die  Goordinaten  des  Durchschnitts  der  Normalen  in  den 
Punkten  xy\  x' y"  zu  finden. 

Indem  wir  ebenso  verfahren ,  wie  in  der  letzten  Aufgabe,  finden  wir 

=  ^ ^ ,     X  = jj^-^ — ,  worm  Xy  FdieCoordi- 


X 


«'••*'  b* 

nalen  des  Durclischnitts  der  Tangenten  bezeichnen,  die  iu  der  letzten  Auf- 
gabe gefunden  wurden. 

Die  Werthe  von  X  und  F  können  in  andern  Formen  geschrieben 
werden,    weil  wir  durch  Gombination  der  Gleichungen 

+  ^=  1,  ?^  +  4r  =  1  die  ResulUte 
—  y"^x"^  =  H^  [x^  —  x"^)  =  —  a^  {y 

her  ist   Z  =  ^±»;^.     7=^+^/ 

y +y  X +x 


X 


'1     "2 

x^y  ^ 


'2  _  y"2)  finden. 


Da- 


Wir  können  auch  zeigen. 


dass    X  = 


TT 


1  + 


X  X 


+ 


y  IL 


Ty, 


r= 


1  + 


X  X 


yy 


ist 


I  ^ 
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190.'  Zwei  Punkte,  welche  in  der  grossen  Axe  einer  Ellipse 
zu  beiden  Punkten  des  Centrums  in  der  Entfernung 

+  ^(a^  — ^')  oder  +  c  gelegen  sind,  heissen  die  Brenn- 
punkte der  Curve.  Die  Brennpunkte 
der  Hyperbel  sind  zwei  Punkte  in  der 
transversalen  Axe,  gleichfalls  in  der 
Entfernung  +  c  vom  Centrum,  wo  c 
jedoch  die  der  Hyperbel  entsprechende 
Bedeutung  =^(a2  +  ft«)  hat. 

Die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  der  El- 
lipse vom  Brennpunkt  auszudrücken.    Da  rc=-|-c,  ^=0 
die  Coordinaten  des  eine/i  Brennpunkts  sind,  so  ist  das  Quadrat 
der  Entfernung"  irgend  eines  Punktes  (a:',  y)  von  ihm : 
_  {^  _  c)2  +  /2  c=  x'}  ^  y  2  _  2cx  +  c^ 

Aber  nach  Artikel  181  ist  x"^  -h  y  ^  =  62  +  e^x^  und 
6'  +  c*  =  «^ 

Also  FP^  =  a^  —  ^cx  +  e^x"^,  und  indem  man  erinnert, 
dass  c  =  flc,  FP  =  a  —  ex , 

(Wir  verwerfen  den  Werth  ex —  a,  den  man  erhält,  indem 
man  der  Quadratwurzel  das  andre  Vorzeichen  giebt,  denn  weil 
:c' kleiner  als  a  und  e  kleiner  als  1  ist,  ist  die  Grösse  ex  —  a 
stets  negativ  und  kann  in  unserm  Falle  nicht  in  Betracht  kom- 
men, weil  wir  nicht  die  Richtung,  sondern  die  absolute  GrQpe 
des  Radius  vector  FP  betrachten.^ 

Wir  haben  ebenso  für  die  Entfernung  vom  andern  Brenn- 
punkt ^P^=  a  •\'  ex,  weil  nur  —  6  für  +  ß  in  der  vorigen 
Formel  zu  schreiben  ist;  also  ist  FP  +  F' P^=^a  oder  die 
Summe  der  Entfernungen  irgend  eines  Punktes  in  der 
Ellipse  von  den  Brennpunkten  ist  constant  und  gleich 
ihrer  grossen  Axe. 

191.  Indem  wir  den  vorigen  Satz  auf  die  Hyperbel  anwen- 
den, erhalten  wir  denselben  Werth  für  i^P^;  aber  indem  wir  die 
Quadratwurzel  ausziehen,  müssen  wir  das  Zeichen  des  Werthes 
von.i^P  wechseln,  denn  in  der  Hyperbel  ist  x  grösser  als  a 
und  e  ist  grösser  als  1.  Also  \ai  a  —  ex  immer -negativ  und 
die  absolute  Grösse  des  Radius  vector  ist  daher  FP^=i  ex'  —  a. 
In  gleicher  Weise  ist  F'P^ex+a,  und  daher  F'P  ^  FP=2a; 
also  ist  in  der  Hyperbel  die  Differenz  der  Brennstrah- 
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onslant  und   gleich   der   transversalen  Aie.    Für 

i  Curven  ist  das  Rechteck  unter  dea  Breonstnh* 

=  +  (a*  —  e^x'>)  d.  h.  {ArL  181)  =  b\ 

92.    Es  ist  nützlich,  die  Umkehrung  der   obigen  Resull: 

neisen,  indem  man  den  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks  bucI 

elches  die  Basis  und  die  Summe  oder  die  Differenz  der  Si 

{geben  ist. 

Ddem    man    den  Mittelpunkt  der  Ba^s  (=  2  c]   zum  A 

lunkt  der  Coordinaten  wählt,  wird  die  Gleichung  des  Ort 

■1-  (c  +  x)^  +  yiiy'  +  (c  —  xfj  =  2a,    welche   dur 

nung    der   Wurzelgrössen   die  Form    -^  +   -~ — |t= 

mt.  Wenn  die  Summe  der  Seiten  gegeben  ist,  so  ist 
r  als  c,  weil  die  Summe  der  Seiten  stets  pxtsser  als  i 
sein  muss;  daher  ist  der  Coeriicient  von  $*  positiv  und  i 
ne  Ellipse. 

Venu  aber  die  Differenz  gegeben  ist,  so  ist  a  kleiner: 
CoefBcient  von  y'  negativ  und  der  Ort^ine  Hyperbel 
d3.  Mit  Hilfe  des  vorigen  Theorems  kann  man  eine  Qlip 
[lyperbel  mechanisch  beschreiben.  Wenn  die  Enden  ein 
s  an  zwei  festen  Punkten  F  und  y  befestigt  sind,  so  b 
bt  ein  Stift,  der  sich  so  bewegt,  dass  er  den  Faden  imm 
naässig  gestreckt  erhält,  eine  Ellipse,  von  welcher  F  und 
ennpunkte  sipd  und  deren  grosse  Axe  gleich  der  Länge  <i 
s  ist. 

Im  eine  Hypel'be)  zu  beschreiben,  lasse  man  ein  Lineal 
Ende  F  drehbar  befestigt  sein;  wenn  dann  ein  am  fesl 
k  Punkte  ^  befestigter  Faden  auch  an  eine 
Punkt  des  ijneals  JR  befestigt  ist  und  dur 
einen  Ring'  in  P  gespannt  erhalten  vrird, 
beschreibt  der  Punkt  P  bei  der  Drehung  i 
s  eine  Hyperbel.  Denn  da  die  Summe  von  F'P  und  P 
nt  ist,  so  muss  es  die  Differenz  von  FP  und  F'P  auch  sä 
94.  Die  Polare  eines  Brennpunkts  wird  die  Directrli  tli 
Iscbnilis  genannt.    Die  Directrix  ist  daher  Dach  Art.  1' 

crade  Linie,  welche  in  einer  Entfernung  +  ~  vom  Centm 
'ossen  Axe  senkrecht  ist. 
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Da  wir  die  Entfernung  der  Directrix  vom  Cen- 
tnim  kennen,  so  können  wir  ihre  Entfernung  von 
irgend  einem  Punkt  in  der  Curve  finden.  Sie  muss 
gleich  sein  mit 

X    oder  =  —  (a  —  ca;')  c=a  -  (a  —  ex), 

c  c  ^  '         e  ^  ' 

Aber  die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  in  der 
Cur?e  vom  Brennpunkt  ist  gieicb  a  —  ex\  Wir  er- 
kennen also  die  wichtige  Eigenschaft  der  Kegelschnitte^ 
dass  die  Entfernung  eines  Punktes  der  Curve  vom 
Brennpunkt  zu  seiner  Entfernung  von  der  Directrix 
in  dem  constanten  Verhältniss  e:  1  steht. 

Umgekehrt  kann  ein  Kegelschnitt  als  der  Ort  eines  Punktes 
definirt  werden,  dessen  Entfernung  von  einem  festen  Punkt,  dem 
Brennpunkt»  zu  seiner  Entfernung  von  einer  festen  geraden  Linie, 
der  Directrix,  in  einem  constanten  Verhältniss  steht.  Auf  diese 
Definition  haben  verschiedene  Schriftsteller  die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte gegründet  Indem  man  die  feste  Linie  zur  Axe  der  x 
nimmt,  kann  die  Gleichung  des  Ortes  sogleich  geschrieben  werden 
{x  —  x')^  +  (y  —  y)^  =  e^y^,  eine  Gleichung,  welche  eine  Ellipse, 
Hyperbel  oder  Parabel  darstellt,  je  nachdem  e  kleiner,  grösser 
als  Eins  oder  gleich  Eins  ist. 

Aufg.  1.  Wenn  eine  Curve  so  beschaffen  ist,  dass  die  Entfernung 
irgend  eines  Punktes  in  ihr  von  einem  festen  Punkt  als  eine  rationale 
Kaeare  Function  seiner  Goonlinaten  ausgedrückt  werden  kann ,  so;  muss 
die  Curve  ein  Kegelschnitt  und  der  feste  Punkt  ihr  Brennpunkt  sein. 

Denn  wenn  die  Entfernung  ausgedrückt  werden  kann  durch 
Q=^  Ax  '\'  JBy  +  C\  so  bezeichnet  diese  Gleichung,  diA  Ax  +  By -i-C 
der  Senkrechten  proportional  ist ,  welche  man  auf  die  gerade  Linie  von 
der  Gleichung  Ax  +  By  '•\'  C  =  0  fallen  kann,  die  Eigenschaft  der 
Carre,  dass  die  Entfernung  irgend  eines  ihrer  Punkte  von  dem  festen 
Ponkt  zu  seiner  Entfernung  von  dieser  geraden  Linie  in  einem  constanten 
VerhAltniss  steht. 

Aufg.  2.  Die  Brennpunkte  der  im  Punkte  einer  Ellipse  als  Cen- 
tnim  und  mit  der  zugehörigen  Tangente  und  Normale  als  Axen  be- 
schriebenen Ellipsen  ,*  welche  respective  die  grosse  oder  die  kleine  Axe 
der  gegel)enen  Ellipse  in  ihrem  Cenlrum  j)erfihren ,  liegen  auf  zwei  con- 
centrischen  Kreisen,  deren  Halbmesser  die  Summe  und  Differenz  der  Halb- 
axen  derselben  sind. 

195.  Die  Länge  der  Senkrechten  vom  Brennpunkt 
auf  die  Tangente  zu  finden. 


Elftes  Kapitel.   Art.  196 
)ie  LSDge  der  Senkrechten  vom  Brei 

Qle  ^  +  ^  =  1  ist  nacb  Art.  34  = 
nach  Art.  183  ist  //(^  +  -^r)  = 

n  gleicher  Weise  ist  fT  =  ■p{a 

FT  .  F'r  =  6'  (weil  o»  —  e'a:''  =  6 
lus  den  Perpendikein  von  den 
Tangente  ist  constant  und  gli 
der  halben  kleinen  Axe.  IHese  I 
für  die  Ellipse  aU  für  die  Hyperbel. 
196.  Die  Brennstrahlen  des  B 
;n  gleiche  Winkel  mit  der  Tan^ 
)enn  yiir  haben 

Uso  ist  der  Sinus  des  Winkels,    den 

Tangente   bildet    ^  —,-     Denselben  ^ 

PI',  den  Sinus  des  Winkels,  welchen 
ir  Tangente  bildet.  Diese  EigenBchafl  is 
r  die  Hyperbel  gültig,  und  aus  der  Be 
enbar,  dass  die  Tangente  der  Ellipse  c 
les  Winkels  zwischen  den  Brennstrahlei 
.  Hyperbel  die 


rechtwinklig,  d.  h.  die  Tangente 
,  scbliesst  mit  der  Tangente  der  11 
e  einen  rechten  Winkel  ein. 
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Äufg.  1.  Beweise  analytisch,  dass  confocale  Kegelschnitte  sich 
rechtwinklig  schneiden. 

Die  Coordinaten  jedes  Durchschnittspunktes  der  Kegelschnitte 

T+p=i.     "^  +  ^='l'  genügen   der^  durch  Subtraction  bei- 

der  Gleichungen  erhaltenen  Relation  ^^ —     ,^ —  +  ^^ — h*b'*         ^^  ^' 
Aber  wenn  die  Kegelschnitte  confocal  sind,  ist  a^  —  a^  ==  b^ — b'\ 
mld  diese  Relation  wird  -t-t;  +  irPi  =  0.     Diess  ist  aber  die  Be- 
dJDpng  (Art.  32] ,   unter  welcher  die  zwei  Tangenten 
-^  +  ^  =  1    und  —7^  +  ^-  =  1  rechtwinklig  zu  einander  sind. 

Aufg.  2.  Bestimme  die  Lange  einer  Linie,  die  durch  d;iis  Gentnim 
parallel  zu  einem  Brennstrahl  gezogen  und  durch  die  entsprechende  Tan- 
geute begrenzt  wird. 

Diese  Länge  wird  gefunden,  indem  man  die  Senkrechte  vom  Centrum 

auf  die  Tangente  |yj  mit  dem   Sinus   des  Winkels   zwischen  Radius 

vector  und  Tangente  |  —  |  dividirt  und  ist  daher  =  a. 

Aufy.  3.  Man  bestätige,  dass  die  Normale,  welche  eine  der  Halbi- 
ruDgslinien  des  Winkels  zwischen  den  Radien  vectoren  ist,  die  Entfernung 
der  Brennpunkte  in  zwei  Abschnitte  theilt ,  welche  den  Radien  vectoren 
selbst  proportional  sind.  (Euklid,  VI,  3.)  Die  Entfernung  des  Fusspunktes 
der  Normale  in  der  Axe  x  vom  Gentrum  ist  ==  e^x'  (Art.  188),  seine  Ent- 
fernungen von  den  Brennpunkten  sind  somit  c  -j-  e^Xy  c  —  e^x'; 
Grössen,  welche  offenbar  das  e fache  der  Radien  vectoren  a  -j-  ex'^ 
a  —  ex  sind. 

Jufg.  4.  Eine  Normale  zur  Ellipse  von  irgend  einem  Punkt  in  der 
kleinen  Axe  aus  zu  ziehen. 

Der  durch  den  gegebenen  Punkt  und  die  beiden  Brennpunkte  gehende 
Kreis  schneidet  die  Curve  in  den  Punkten,  nach  denen  die  Normale  zu  ziehen  ist. 

197.  Aus  dem  Satz  des  Artikel  195,  dass  das  Rechteck  un- 
ter den  von  den  Brennpunkten  auf  die  Tangente  gelallten  Nor- 
malen constant  ist,  kann  noch  eine 
andre  mchtige  Folge  hergeleitet  wer* 
den.  Denn  für  zwei  beliebige  Tan-* 
geotcn    ist    FT .  y  T'  =  Fi .  F'^^ 

FT       rt       ^.       FT.^. 
oder  —  =  p^.    Aber  —  ist  das 

Verhältniss  der  Sinns  der  Theile,  in 

welche  die  Linie  FP  den  Winkel  an 

F'/ 
P  theilt  und  — ^-^  ist  das  Verhältniss  der  Sinus  der  Tlietle,    in 
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clie  J^P  denselben  Winkel  iheilt;  wir  haben  daher  LTPF=UP f. 
nn  wir  einen  Kegelschnitt  durch  P  denken,  dcv  F  und  F  zu 
iinpunklen  hat,  so  ist  in  Art.  196  gezeigt,  dass  die  Taiigeiile 
ihn  gegen  die  Linien  FP  und  F^P  gleich  geneigt  Ist;  vir 
iessen  daher  nach  dem  gegenwärügen  Artikel,  dass  sie  auch 
PT,  Pt  gleich  geneigt  ist,  und  leiten  so  den  foigeudeii  Letir- 

ab:   Die  Tangenten,    welche  man  durch  einen 
bigen  Punkt  auf  einem  Kegelschnitt  an  einen  c< 
alen    Kegelschnitt    ziehen    kann,     sind    gegen 
igente    des   KegelschnittR  in  jenem   Punkte  gle 
leigt. 

19S.  Man  soll  den  Ort  der  Pusspunkte  der  Sei 
iiten    bestimmen,    die    von    den    Brennpunkten 

Tangente  gefällt  werden  können. 

Die  Senkrechte  vom  Brennpunkte  wird  in  Function  des 
mit  der  A\e  gebildeten  Winkels  ausgedrückt,  indem  man 
Formel  des  Artikel  186,  nämlich 

=  f(«'  cos''  a  +  6'  sin'  a)  —  x  cos  et  —  y  sin  or  einsetzt 
=  c,    y  =  0.     Demnach    ist  die  Polargleichung    des  0. 

^  =  y{a'^  cos-  «  +  fr'  sin'  a)  ~  c  cos  a,   . 
r     p*  +  2cp  cos  «  +  c*  cos*  a  =  a'  cos*  k  +  6*  sin*  a. 
p  p'  +  2cpcos«  =  ö*. 

Diess  ist  nach  Artikel  127  die  Polargleichung  eines  Krei 
ten  Cenlrum  in  der  Axe  der  x  in  der  Entfernung  —  e  * 
nnpunkte  liegt,  der  Kreis  ist  daher  mit  der  Curve  coac 
:h.  Sein  Halbmesser  ist  nach  demselben  Artikel  ^  a,  d. 
nn  wir  einen  Kreis  beschreiben,  der  die  transT< 
e  Axe  einer  Hyperbel   oder  Ellipse  zum  Durcbmi 

hat,  so  liegt  der  Fusspunkt  der  Seukrechten  t< 
innpunkte  auf  die  Tangente  in   der  Peripherie  d: 

Kreises. 

Oder  umgekehrt,  wenn  wir  von  einem  Punkt  /*  ein 
dius  vector  FP  zu  einem  gegebenen  Kreise  zieli 
1  TP  senkrecht  zu  FP  legen,   so  berührt  diu  Lii 

stets  einen  Kegelsclinitt,  der  F  zu  seinem  firen 
ikt  hat,  und  der  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist, 
ihdeni  F  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreists  i 

Au.s  Art.  196,  Aufg.  2  ist  bekannt,  dass  die  Linie  CT,  dei 
ge  =  a  isl,  dem  Brennslrahl  F'P  parallel  läud. 
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199.  Den  Winkel  zu  finden,  der  durch  die  von  ei- 
nem Punkte  (or,  y)  aus  an  einen  Central-Kegelschnitt 
gelegte  Tangente  am  Brennpunkte  gespannt  wird. 

Wir  wählen  das  Centrum  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten, 
bezeichnen  den  Berührungspunkt  der  Tangente  durch  {x\  y)  und 
die  Radien  vectoren,  welche  diesem  und  dem  gegebenen  Punkt 
entsprechen,  durch  q'  und  q,  endlich  die  Winkel,  welche  dieselben 
mit  der  Hauptaxe  einschliessen,  durch  9  und  d;  alsdann  gelten 
die  Gleichungen: 

cos  ö  =  — - — ,   sin  d  =3  -  und  cos  ö  = -, — ,  sin  0^=  -, 

Q  9  Q  Q 

und  demnach  cos  ($  —  ff)  =  ("LtAK+AstM.    Aber  nach 

der  Gleichung  der  Tangente  ist  --^  +  -^  =  1  und  wir  erhal- 
ten durch  Substitution  des  daraus  für  yy   entspringenden  Werthes 

(fQ  cos  (ö  —  ^  =  xx'  -f-  CÄ  +  ex'  +  c* 2  ^^'  "f"  ^^ 

=  e^xx  +  ca;  -|-  ex  -|-  a^  =  (a  +  eo^  (a  -f-  tx)\ 
oder  weil    p'  =  a  -f-  ^^  ist:    cos  (d  —  0  =^  — -^- 

Weil  dieser  Werth  nur  von  den  Coordinaten  x^  y  abhängt, 
und  die  (Koordinaten  des  ^Berührungspunktes  nicht  enthält,  so 
spannt  jede  Tangente  von  xy  aus  denselben  Winkel  am  Brenn- 
punkt; es  wird  also  der  von  irgend  einer  Sehne  am 
Brennpunkt  gespannte  Winkel  durch  die  Verbindungs- 
linie des  Brennpunkts  mit  ihrem  Pol  halbirt. 

200.  Die  Verbindungslinie  des  Brennpunktes  mit 
dem  Pol  einer  durch  ihn  gehenden  Sehne  ist  senk- 
recht zu  dieser  Sehne. 

Dieser  Satz  kann  als  ein  specieller  Fall  des  letzten  Artikels 
abgeleitet  werden,  weil  der  am  Brennpunkt  gespannte  Winkel  in 
diesem  Falle  180^  ist.  Man  kann  ihn  aber  auch  direct  beweisen 
wie  folgt:    Die  Gleichung   der  Senkrechten  durch  einen  Punkt 

(XX  t/ 1/  \ 

Artikel  18»  «if ,_  *I?"  =  o^. 

.  X  y 

Salmon,  Anal.Geom.d.Keg^elschn.  8.  Aufl.  15 
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¥eim  aber  x'y   ein  Punkt  in  der  Direclriz  ist,  so  haben  «if 

—  und  man   kann   erkennen,    dass  sowohJ  der  Glekhusg 

'olare  als  der  der  Senkrecbten  durch  die  Coordinaten  d« 
ponktes  [x=  c,  y=  0]  genügt  wird.  Beim  Gebranch  der 
m>rdüuten  in  der  Untersuchung  der  Curven  wird  der  Ton 
angenle  in  einer  Senkrechten  zum  Radius  rector  des  Be- 
ngspnnktes  gebildete  Abschnitt  die  Polarsubtangente  ge- 
Demnach  kann  das  Theorem  dieses  Artikels  auch  so  aus- 
>cfaen  wirden :  Die  Directrix  ist  der  Ort  des  Eudpnnk- 
er  Polarsnhtangente  fOr  den  Brennpunkt  als  PoL 
Vir  werden  im  folgendeu  Kapitel  erkennen,  dass  die  Theorem« 
und  des  letzten  Artikels  auch  für  die  Parabel  wahr  sind. 
iufg.  1-  Der  Winkel,  welcher  durch  den  iwischeo  iwei  fesloi 
Uten  enthaltenen  Abschnitt  einer  feränderlichen  Tangente  am  Brena- 
;  gespannt  wird,  ist  conslanL 

lach  ArL  199  ist  er  die  ilälfle  des  durch  die  Berähningssehne  der 
TangenleD  gespannlpri  Winkels. 

r*  Aufg.  2.     Wenn   eine    Sehne  PP 

die  Direclrit  in  jD  schneidet,   so  isl  Pß 
itie   äussere  Balbiniogslinie  des  Wnkds 

pfp: 

Denn  FT  ist  die  innere  Halbirungs- 
linie(Arl.l99);  ahet  D  Ist  der  Pol  von /T 
(weil  es  der  Durchschnitt  von  PP',  der  Po- 
lare von  T,  mit  der  Directrix,  der  Polire 
von  F.  ist) ;  daher  ist  DF  senkrecht  lu  FT 
und  somit  die  äussere  Elilbirungalinic 
iiifg.  3.  Wenn  zwei  Teste  Punkte  Q,  Q'  eines  RegelschnilU  oil 
veränderlichen  Punkte  P  desselben  verbunden  werden,  so  fisseo  die 
idungslinien  in  der  Üireclrii  des  Kegelsclinills  ein  Segment  iwiscben 
velches  vom  zugehörigen  Brennpunkt  aus  unter  constantem  Winkel 
;n  wird.  Denn  wenn  wir  die  Durch  sehn  ittspunkte  jener  beiden  Se- 
1  der  Curve  mit  der  Direclrin  durch  Ä,  R'  bezeichnen,  so  ist  mch 
origen  Z.PFÄ=ii.PFp+  90"  und  LPFR'=^LPFQ'-Ir^- 
iomit  iRFB'=\LQFQ'.  ficht  die  Sehne  £*0' durch  den  Brena- 
so  ist  dieser  constanle  Winkel  demnach  ^^  90'*. 
>er  Satz  ist  geeignet,  ein  gutes  Beispiel  Tür  denGebraucIi  derPolir- 
inaten  in  der  Untersuchung  der  Kegclsdinitie  zu  bilden.  Er  enl- 
t  übrigens  dein  Satz  von  der  Gleichheit  der  Periphericwinkel  Qber 
Iben  Bogen  am  Kreise.  Mit  Iliire  der  allgemeiuen  Defisilion  der 
|)unhte,  welche  wir  spater  entwickeln  werden,  kann  man  ihm  eine 
dlgemeinere  Form  geben. 
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Die  folgenden  Sätze  sind  in  der  zwischen  den  Gleichungen  der  Polare 
QDd  der  Tangente  bestehenden  Analogie  begründet. 

Äufg.  4.  Wenn  sich  ein  Punkt  in  einer  festen  Senkrechten  zur 
Axe  bewegt,  so  dreht  sich  die  von  ihm  auf  seine  Polare  geßUte  Senk- 
rechte um  einen  festen  Punkt  in  der  Axe. 

Denn  der  durch  die  Senkrechte  bestimmte  Abschnitt  in  der  Axe  ist 
(wie  in  Artikel  188}  =  e^x  uud  daher  constant,  wenn  x  constant  ist. 

Äufg,  5.  Finde  die  Längen  der  vom  Centrum  und  von  den  Brenn- 
poDl(ten  auf  die  Polare  von  [x,  y)  gefällten  Senkrechten. 

.  Aufg,6,  Beweise,  dass  CM.PN'^=b'^ 
ist.  Dieser  Satz  entspricht  dem  im  ArU  189 
bewiesenen,  nach  welchem  das  Rechteck  aus 
der  Normale  und  der  vom  Centrum  auf  die 
Tangente  gefällten  Senkrechten  constant  ist. 
Au  fg.  7.   Beweise 

Py.  i?iyr=  ^  (a«  -  e^x^).    Wenn 

ein  Punkt  der  Curve  ist,  so  giebt  diese  Gleichung  den  bekannten  Ausdruck 

für  die  Länge  der  Normale  wieder:  PN  =  —  (Art  189.) 

Aufg.  8.  Beweise  FG  .  F'G'  =z  CM  .  Nif.  Für  den  speciellen 
hu,  wo  P  in  der  Curve  liegt,  gehl  diess  über  in  FG  .  F'G'  =  h\ 

201.  Die  Polargleichung  der  Ellipse  oder  Hyper- 
bel unter  der  Voraussetzung  zu  finden,  dass  der 
Brennpunkt  zum  Pole  genommen  ist. 

Die  Länge  des  Brennstrahls  (Artikel  190)  =a  —  ex    giebt 

wegen  ^  cos  ö  -}-  c  =  o:'  (als  vom  Centrum  aus  gemessen) 

^  =  a  —  e^cosd  —  ec, 

a(l  — O  6«  1 

oder  Q  =  -— '-  =  — . 

1  +  ^  cos  0         a      1  +  ^  <^os  9 

Die  doppelte  Ordinate  im  Brennpunkt  wird  der  Parameter 
genannt;  seine  Hälfte  wird  gefunden,  indem  man  d  =  90^  in  die 
eben  gegebene  Gleichung  substituirt  und  ist  daher 

=3  —  =  a  (1  —  e^).     Der  Parameter    wird  gewöhnlich    durch 

den  Buchstaben  p   bezeichnet   und   die   Gleichung   alsdann    ge- 

schrieben  o==— . -•    Der  Parameter   wird  auch   das 

^        2    1  -|-  6  cos  ö 

latus  rectum  (bei  den  Aken  latus  erectum)  genannt. 

Äufg,  1.  Das  harmonische  Mittel  zwischen  den  Segmenten  einer 
durch  den  Brennpunkt  gehenden  Sehne  ist  constant  und  dem  Halbpara- 
meter gleich. 

15* 
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Denn  wenn  der  Radius  veclor  FP^  rückwSrts  durch  den  Brennpunkt 
verlängert,  die  Curve  noch  in  P'  schneidet,  so  ist 

FP  =  ^'  r-T-^ — -^  und  FP'=:z^' ^—.^  wcil  es  dem  Win- 

2     1  +  e  cos  9  2     1  —  e  cos  $ 

114 
kel  (180  +  $)  entspricht;  somit  —  +  pp  =  — . 

Aufg.  2.  Das  Rechtecli  aus  den  Segmenten  einer  durch  den  Brenn- 
punlit  gehenden  Sehne  steht  zur  ganzen  Sehne  in  einem  constanten  Ver- 
hallniss. 

Dieser  Satz  kann  als  ein  andrer  Ausdruck  des  in  der  letzten  Aufgabe 
enthaltenen  bezeichnet  werden;  aber  man  erkennt  auch  direct,  dass  die 

Grössen  FP .  FP\  FP  +  FP^  in  einem  constanten  Verhältniss  stehei, 

,...&<             l  ,2b*  1 

denn  sie  sind  -s . :: = s-s^  und  — . 


fl*  '  1  —  e*  cos  *  $  a   '  1  —  c*  cos  •  $' 

Aufg.  3.  Jede  Sehne  durch  den  Brennpunkt  ist  die  dritte  Propor- 
tionale zwischen  der  Hauptaxe  und  dem  zu  ihr  parallelen  Durchmesser. 
Denn  die  Lange  des  Halbdurchmessers,  der  mit  der  transversalen  Axe 

einen  Winkel  ö  bildet.  (Art.  168)  ist  R^t=i- ^ — t-^  und  daher  isl 

^  '  1  —  e*  cos  •  $ 

SA* 
die  in  der  letzten  Aufgabe  gefundene  Länge  der  Seime  FP  +  FP^= — . 

Aufg.  4.  Die  Summe  zweier  Sehneu,  die  durch  den  Brennpuakt 
parallel  zu  zwei  conjugirtcn  Durchmessern  gezogen  werden,  ist  constant. 

Denn  die  Summe  der  Quadrate  zweier  conjugirten  Durchmesser  ist 
constant.  (Art.  181.) 

Aufg.  5.  Die  Summe  der  Reciproken  zweier  rechtwinklig  zu  einan- 
der durch  einen  Brennpunkt  gezogenen  Sehnen  isl  constant. 

202.   Die  auf  den  Scheitel  bezogene  Gleichung  der  Ellipse  isl 

(^  —  g)^  _i  y^  _  1 

oder  y*=  —  x =0:^=^0: 5  x\ 

a  a  ü 

Demnach  ist  in  der  Ellipse  das  Quadrat  der  Ordinate  klei- 
ner als  das  Rechteck  aus  dem  Parameter  und  der  Abscisse. 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  wird  in  derselben  Art  gefunden 
52 

y^z=px  -{ — 5  sc^.    Oder  in  der  Hyperbel  ist  das  Quadrat  der 

a 

Ordinate  grösser  als  das  Rechteck  aus  dem  Parameter  und  der 

Abscisse.     Wir  werden  im  nächsten  Kapitel  zeigen,  dass  in  der 

Parabel  diese  Grössen  gleich  sind. 

Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  sind  die  Namen  Parabel,  H|- 
perbel  und  Ellipse  zuerst  gegeben  worden.  (Pappus,  Math.  Coli. 
Buch  VIL) 
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203.  Wir  haben  bisher  nur  Eigenschaften  discuUrt,  die  der 
Ellipse  und  Hyperbel  gemeinsam  sind.  Es  giebt  aber  eine  Klasse 
TOD  Eigenschaften  der  Hyperbel,  zu  denen  sich  keine  entsprechen- 
den unter  denen  der  Ellipse  ßnden,  diejenigen  nämlich,  welche 
Ton  den  Asymptoten  abhangen,  als  welche  in  der  Ellipse  imagi- 
när sind. 

Wir  sahen,  dass  die  Gleichungen  der  Asymptoten  immer 
erhalten  werden,  indem  man  die  Summe  der  höchsten  Potenzen 
der  Veränderlichen  =  0  setzt,  vorausgesetzt,  dass  der  Coordina- 
tenanfang  mit  dem  Centrum  zusammenfalle.  Wenn  unter  dieser 
Voraussetzung  die  auf  ein  Paar  conjugirte  Durchmesser  bezogene 

Gleichung  der  Cure  ~,^ —  ^  =  1    ist,    so    ist   die   Gleichung 


der  Asymptoten  -tj  —  jn  ='0,  d.  h.  diese  letzteren  sind 


^,  _  ^  =  0  und  -,  +  I-,  =  0. 
ab  ab 

Demnach  sind  die  Asymptoten  parallel 

den  Diagonalen  des  Parallelpgramms, 

welches  ein  beliebiges  Paar  conjugir- 

ter  Durchmesser   zu  seinen   anstos- 

senden  Seiten  hat.  Denn  die  Gleichung 

Ton  er  ist  -  =  >7  und  diese  Linie 
X       a 

muss  daher  mit  einer  Asymptote  zusammenfallen,    während  die 
Gleichung    von  AB  (—  +  ~  tc=:  l\  zeigt,  dass  die  Linie  zur 

andern  Asymptote  parallel  ist.    (Art.  175.) 

Man  kann  somit  aus  zwei  bekannten  conjugirten  Durchmes- 
sern die  Asymptoten,  oder  aus  den  Asymptoten  zu  jedem  gegebe- 
nen Durchmesser  den  ihm  conjugirten  finden;  denn  wenn  man 
AO  zu  einer  Asymptote  parallel  bis  zum  Durchschnitt  mit  der 
andern  zieht,  und  es  um  sich  selbst  verlängert,  so  findet  man  B, 
den  Endpunkt  des  conjugirten  Durchmessers. 

204.  Der  zwischen  den  Asymptoten  liegende  Theil 
einer  Tangente  wird  im  Berührungspunkt  halbirt  und 
st  dem  Durchmesser  gleich,  der  dem  nach  dem  Be- 
rührungspunkt gehenden  conjugirt  ist. 

Diess  ergiebt  sich  aus  dem  letzten  Artikel,  in  welchem  wir  be- 
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^  b'  =  AT  ist;  oder  auch  direct,  indem  vir 
durch  den  Punkt  und  den  zu  ihm  conjugirten 
so  daes  die  Gleichung  der  Asymptoten  ist 

;d  ergiebl  sich  für  ^  ^  a'  j/  =  +  6';  und 
in  a  dem  conjugirten- Durchmesser  paralld  isl, 
rth  der  dem  Scheitel  entsprediendeo  Ordinale 
gleich  der  Wertb  des  Abschnittes,  welcher  AxaA 
r  Tangente  gebildet  wird, 
bscbnitte  DE  und  FG,  welche  auf  einer 
:  Hyperbel  scbneideudeo 
geraden  Linie  zwischen  dec 
Curve  und  den  Asyraptoleu 
enthalten  sind.habengleicbt 
Länge. 

Denn  wenn  wir  den  zu  DG  pa- 
rallelen Durchmesser  und  den  ihm 
conjugirten  zu  Axen  wählen,  » 
!ten  Artikel,  dass  der  Tbeil  DG  von  dem  Dureh- 
d;  da  aber  auch  die  Strecke  EF  zwisclieo  beiden 
it  der  Curve  halbirt  nij-ii,  so  ist  DE  =  FG. 
lieser  Linien  können  unmittelbar  gefunden  we^ 
ler  Gleichung  der  Asymptoten  -75  —  ^  =  0 
iG}=  +  —,  X,  und  aits  der  Gleichung  der  Cune 

m^Fai}=±b'y{^  _  lY 

-)='•{  7 -y(S-0}' 
-'='■{> +  /(S-')}- 

lesen  Gleichungen  folgt,  dass  das  Rcclitecli 
und  =  6'*  isL    Je  grösser  also  DF  ist,  um  so 

sein.    Nun  ist  oITenbar,  dass  DF  um  so  längef 

•erer  Entfernung  vom  Centrum  es  gelegen  isL 
ein  unbegrenzt  wachsendes  x  grösser  als  jede 

werden  muss,  d,  h.  Je  weiter  vom  Centrum 
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eine  gerade  Linie  entfernt  ist,  um  so  kleiner  ist  der 
'  zwischen  der  Curve  und  ihrer  Asymptote  enthaltene 
Abschnitt  derselben  und  durch  Vergrösserung  jener 
Entfernung  kann  dieser  Abschnitt  kleiner  als  jede  an- 
gebbare Grösse  gemacht  werden. 

207.  Wenn  die  Asymptoten  zu  Axen  genommen  werden,  so 
M-erschwinden  die  Coefficienten  a^^  und  a^^  aus  der  allgemeinen 
I  Gleichung,  weil  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit  dem  Cen- 
InuD  zusammenßilt  und  die  Coefficienten  a^^  und  ^22*  ^^^I  ^^  ^^^^ 
die  Curve  in  unendlicher  Entfernung  schneiden  (Art.  97,  Aufg.Si); 
also  reducirt  sich  die  Gleichung  der  Curve  auf  die  Form  xy  ^=:  U^. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gleichung  ist  offenbar, 
.dass  der  Inhalt  des  durch  die  Coordinaten  gebildeten 
Parallelogramms  constant  ist. 

Für  die  in  der  Form  xy^=^lfi  gegebene  Gleichung  ist  die 
Gleichung  einer  Sehne  (Art.  105) 

(z  —  ar')  (y  —  y")  ^=^  xy  —  k^  oder  xy  +  y'x  =  Ar^  +  xy\ 
Für  X  =  x"  und   y  =  y'   findet  man  also   die  Gleichung   der 

X  ti 

Tangente  x'y  +  yx  =  2lc^  oder  (wegen  xy^=^U^)  — ,  +  #,  =  2. 

Aus  dieser  Form  erhellt,  dass  die  in  den  Asymptoten  durch 
irgend  eine  Tangente  gemachten  Abschnitte  =  2a;' und  2y  sind; 
ihr  Rechteck  ist  daher  =4Ar^  d.  h.  das  Dreieck,  welches 
irgend  eine  Tangente  mit  den  Asymptoten  bildet,  hat 
einen  constanten  Inhalt,  nämlich  den  dopelten^In- 
halt  des  durch  die  Coordinaten  des  Berührungspunk- 
tes gebildeten  Parallelogramms. 

Aufg.  1.  Wenn  zwei  feste  Punkte  in  einer  Hyperbel  (x'  y),  {x'y") 
mit  irgend  einem  veränderlichen  Punkt  (a;'"^'^''')  derselben  verbunden  wer- 
den, so  ist  die  Strecke,  welche  die  Verbindungslinien  auf  jeder  der  Asym- 
ptoten bestimmen,  constant. 

Da  die  Gleichung  einer  der  Verbindungslinien  ist 

X  y  ^  y  x:=^y  X  -fAr^, 
so  ist  der  von  ihr  in  der  Axe  der  x  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
aus  gebildete  Abschnitt  durch  die  Substitution  y =0  gleich  a;"^+a^'.  Eben- 
so ist  der  Abschnitt,  welcher  der  andern  Verbindungslinie  entspriclit, 
=  af*^  -f  x\  und  die  Differenz  zwischen  beiden  x  —  x'  ist  somit  von 
der  Lage  des  Punktes  {x'y")  in  der  Curve  unabhängig. 

Aufg,  2.  Bestimme  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  die 
Tangenten  der  Curve  in  {xy") ,  x'y')  sich  schneiden. 


232  Elftes  Kapitel.   Art.  208. 

Wir  bestimmen  aus  den  Gleichungen 

xy  +  yx  =  2 Ä:^  und  x'y  +  y'x  =  2 Ar^ 
die  Wertlie  von  x  und  y  und  erlialten 

2**  («'  —  x")         2  X  x'  ^yy" 

X  =^    — 7—n TT—r  ^=   -7— i -»  »      y  =  "7 — i rr 

xy    —xy  x+x  ^         y+y 

208.  Die  Grösse  k^  durch  die  Axen  der  Curve  aus- 
zudrücken. 

Da  die  Axe  den  Winkel  zwischen  den  Asymptoten  halbirt» 
so  werden  die  Coordinaten  des  Scheitels  gefunden,  indem  man  in 
der  Gleichung  xy  ^=ik^j  xx=^y  setzt  und  sind  daher  a;  =  ^  =  Är. 

Wenn  man  alsdann  durch  0  den  von  der  Axe  mit  der  Asymptote 
gebildeten  Winkel  bezeichnet,  so  ist  a  =  2Ar  cos  9  (denn  a  ist 
die  Basis  eines  gleichschenkligen  Dreiecks,  dessen  Seitenlange 
=  k  und  Basiswinkel  =  9) ;  aber  nach  Art.  175  ist 

*^«^=jP(^Mr&r^^^^=     2 — 

a^  +  6* 
Die  Asymptotengleichung  der  Curve  ist  somit  xy  =  — - — 

209.  Die  Senkrechte  vom  Brennpunkt  auf  die  Asym- 
ptote ist  gleich  der  conjugirten  Axe  h. 

Denn  sie  ist  durch  CF  sin  9  ausgedrückt  und  somit  =6,  weil 

CF^y[a^  +  IP)  und  8fa9  =  pj-A__. 

Diess  hätte  auch  als  ein  specieller  Fall  der  Eigenschall  abge- 
leitet werden  können,  dass  das  Product  der  von  den  Brennpunkten 
auf  eine  Tangente  gefällten  Senkrechten  constant  und  :==:6^  ist 
Denn  die  Asymptote  kann  als  eine  Tangente  betrachtet  werden, 
deren  Berührungspunkt  in  einer  unendlichen  Entfernung  ist  (Ar- 
tikel 103) ,  und  die  Senkrechten  von  den  Brennpunkten  auf  sie 
.  sind  offenbar  einander  gleich. 

210.  Der  Abstand  des  Brennpunktes  von  einem 
Punkte  in  der  Curve  ist  gleich  der  Länge,  welche  Ton 
der  Directrix  auf  einer  durch  den  Punkt  parallel  zur 
Asymptote  gezogenen  geraden  Linie  abgeschnitten 
wird. 

Denn  die  Entfernung  vom  Brennpunkt  ist  das  e fache  des  Ab- 
Standes  von  der  Directrix  (Art.  194),  und  die  Entfernung  von  der 
Directrix  verhält  sich  zur  Länge  der  bezeichneten  Parallellinie  «i6 

cos  ö  (=  -  Art.  173)  zu  1. 
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Man  kann  daraus  eine  Methode  zur  Erzeugung  der  Hyperbel 
durch  eine  stetige  Bewegung  ableiten. 

Ein  in  J9  gebrochenes  Lineal  ABB  be- 
wegt sich  mit  seiner  Kante  AB  längs  der 
festen  Linie  DB\  Ein  Faden  von  der  Länge 
M  ist  an  den  zwei  Punkten  B  und  F  be- 
Testigt,  während  ein  Ring  in  P  den  Faden 
stets  gespannt  hält;  dann  beschreibt  der 
Pookt  P  bei  der  Bewegung  des  Lineals  eine 
Hyperbel,  von  welcher  F  ein  Brennpunkt, 
BB  die  Richtung  einer  Asymptote  und  Dff  ^ 
die  Dtfectrix  ist;  denn  PF  ist  stets  gleich  PB. 


Zwölftes  KapiteL 
Die    Parabel. 


211.  Die  Gleichung  zweiten  Grades,  so  sahen  wir  in  Artikel 
97,  repräsentirt  eine  Parabel,  wenn  die  ersten  drei  Glieder  ein 
ToUkommnes  Quadrat  bilden  oder  wenn  die  Gleichung  von  der 
Form  ist  (oro:  +  ßyf  +  20,30:  +  2a^^y  +  033  =  0. 

Wir  sahen  (Art.  99),  dass  wir  diese  Gleichung  nicht  so  Tür 
einen  endlichen  Coordinatenanfang  transformiren  können,  dass  die 
Coeffidenten  von  x  und  y  beide  verschwinden.  Die  Form  der 
Gleichung  leitet  jedoch  sogleich  zu  einer  andern  Methode,  sie  zu 
Tereinfachen. 

Wir  wissen  (Art.  34),  dass  die  Grösse  2a^^x  +  ^a^^y  +  «33 
zo  der  Länge  der  Senkrechten  vom  Punkt  [xy)  auf  die  durch  die 
Gleichung  20130;  -f  2023^  +  ^33  =:0  repräsentirte  gerade  Linie 
und  ebenso  die  Grösse  ax  -|-  ßy  der  Senkrechten  auf  die  Linie 
"  +  /}y  =^  0  proportional  ist. 

Wenn  wir  also  die  zwei  geraden  Linien  construiren,  welche 
die  Gleichungen  ao;  +  /3y  =  0,  2a^^x  +  2^23^  +  «33=  0  dar- 
stellen, so  druckt  die  Gleichung  der  Curve  aus,  dass  das  Qua- 
drat der  Senkrechten  von  einem  I^unkt  der  Curve  auf  die  erste 
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gerade  Linie  in  einem  constanten  Verhällniss  zi 
auf  die  zweite  Linie  ist 

Wenn  wir  nun  unsre  Aien  traosTonnir« 
ox+ßi/=0  zur  neuen  Axe  der  x,  die  Linie  2a^yX 
zur  neuen  Axe  der  g  machen,  so  erhSlt  die  ü 
cbung  die  Form  y^^px,  weil  das  neue  x  um 
von  einem  Punkte  auf  die  neuen  Coordinatenaxen 

Es  ist  offenbar,  dass  der  neue  Anran^punk 
Curve  ist,  und,  weil  wir  für  jeden  Werth  tou  x 
entgegengesetzte  Wertbe  von  y  haben,  dass  die 
ein  Durchmesser  ist,  die  neue  Axe  der  t/  aber  j 
Ordinaten.  Aber  die  Ordinate  eines  Durcbmessi 
punkt  istnacb  Art.  106  eine  Tangente  der  Curve,  ii 
ist  Bomit  die  Tangente  der  Curve  im  Anfangspunk 

Die  Gerade  «a:  +  ^y  =  0  ist  daher  der  di 
punkt  der  Coordinaten  gehende  Durchmesser  ui 
2^,3«  +  2ffl„J,  +  «33  =  0 
ist  die  Tangente  der  Curve  in  dem  Schnittpur 
diesem  Durchmesser.  Und  die  Gleichung  der  Ci 
einen  Durchmesser  und  die  Tangente  am  End 
als  Axen,  ist  von  der  Form  y'  =: px. 

312.  Obgleich  wir  so  die  Gleichung  der  Par 
lieh  einfache  Form  übergeführt  sehen,  so  haben 
doch  die  Unzneckmässigkeit,  im  Allgemeinen  nii 
sein.  Wir  beweisen  jedoch  in  dem  Folgenden, 
ist,  die  Gleichung  unter  Beibehaltung  d' 
ren  Axen  in  diese  Form  zu  bringen. 

Wenn  wir  eine  willkürliche  Constante  k  eil 
die  Gleichung  {ax  +  ßg)^+  iai^x  +  2ajji/  +  a^t= 
{ax  +  ßy  +  k]^+2ia,,-ak]x+2(a,i-ßk)i 
äquivalent  gefunden.  Also  ist,  wie  im  letzten  ti 
ax  +  ßy  +  k  =  0  die  Gleichung  eines  D 
2(«,3  -  ^k)x  +  2la^,  -  ßk)y  +  a^j-A^  =  0 
in  seinem  Endpunkt;  und  wenn  wir  diese  Linien 
SD  ist  die  transformirte  Gleichung  tod  der  Forn 

Nun  ist  die  Bedingung,  dass  diese  zwei  L\ 
senkrecht  sind  (Artikel  25),  tt  [a,,  —  ak)  +  ß 

also  k  —  fl£u±£«a 

a*  +  |3* 


r 
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Weil  wir  eine  lineare  Gleichung  zur  Bestimmung  des  be« 
sondern  Werths  von  k  erhalten,  welcher  die  neuen  Axen  rectan- 
galar  macht,  so  gieht  es  einen  Durchmesser,  dessen  Ordinaten 
von  ihm  senkrecht  geschnitten  werden  und  dieser  Durchmesser 
wird  die  Axe  der  Cunre  genannt. 

213.  Die  Gleichung  kann  auch  durch  directe  Transrormation 
der  Coordinaten  auf  die  Form  y^  z=z  px  reducirt  werden.  Im 
elften  Kapitel  wurde  die  allgemeine  Gleichung  reducirt,  indem 
man  zuerst  zu  pars^lelen  Axen  durch  einen  neuen  Anfangspunkt 
überging  und  dann  diese  so  drehte,  dass  der  Coefficient  von  xy 
gleich  Null  wurde.  Diese  Transformation  hätte  auch  in  der  um- 
gekehrten Ordnung  vollzogen  werden  können  und  in  dem  Falle 
der  Parabel  ist  eben  diess  zweckentsprechender,  weil  hier  nicht 
durch  Transformation  zu  parallelen  Axen  durch  einen  neuen  An- 
fangspunkt die  Coefßcienten  von  x  und  y  gleich  Null  gemacht  u*X.Axc 
werden  können.  Wir  wählen  die  Linie  aa:  +  /3y  =  0  und  die  o«*»^«  Y-Am 
zu  ihr  rechtwinklige  /So;  —  «^  =  0  z&  neuen  Axen;  dann  haben 
wir,  weil  die  neuen  X  und  F  respective  die  Längen  der  Perpen- 
dikel von   einem   Punkt   auf  die   neuen  Axen   sind, 

^*=  ^^^'    «=  ^p^'  för  die  Abkürzung  .^^.ß^^f 

sind  dah££  die  Transformationsformeln  \r      .        a 

yf^ax  +  ßy,  yf^=px  —  «y,     «j>:  p^x«   f*»  -^/i<,  J 


'afi  « 


diso  yx  =aY+  ßX,  yyz^ßT—aX.      Durch    diese    Substi-   ^'' 
tutionen  gebt  die  Gleichung  der  Curve  in  die  Form 

;»F»  +  2  (a,3J5  -  a^^a)  X+  2  {a,^a  +  a^^ß)  T  +  ya^^  =  0 
aber.  Durch  Drehung  der  Axen  ist  also  die  Gleichung  auf  die 
FiHTn  a^^y^  +  ^a^z'x  +  ^öjj'y  +  a^^  =  0  reducirt  und  wenn 
wir  nun  zu  parallelen  Axen  durch  einen  neuen  Anfangspunkt  xy 
übergehen,  so  giebt  die  Substitution  x  +  x\  y  +  y  für  x\  y 
«My+2fli3'a:+2(fl22y+«230y+«22y^+2ai3V+2a23y+a33'===<). 
Bei  dieser  Transformation  ist  der  CoeilQcient  von  x  unverändert 
geblieben  und  kann  also  durch  sie  nicht  auf  Null  reducirt  wer- 
den; wir  können  aber  x  und  y  so  bestimmen,  dass  der  Coefficient 
von  y  und  das  absolute  Glied  verschwinden  und  die  Gleichung 
also  auf  die  Form  y'^  =z  px  gebracht  ist     Die  entsprechenden 

Werlhe  der  Coordinaten  des  neuen  Anfangspunktes  sind  y'= — ^„ 

«22 


Zwsmes  Kapitel. .  Art  214. 

— y**^  und  j>  ist  ^  —  — AJ-  oder  luiUelgL  der  ur- 
«IS  12*  °« 

m  Coefßcienlen  p  =  ^^"«"  —  "ifl 

y  +  ß^i 
nennt  die  Grftsse  p  In  der  reducirteD  Form  der  Gl 
Parabel  t/^=px  den  Parameter  des  Durchmew 
ir  Ase  X  gew&blt  wurde;  und  «enn  die  Aien  rec 
id,  so  wird  p  der  Hauptparameter  genannt.  (Vei 

1.  Man  beslimnie  den  Hauptparameter  der  Paral>el 
■'  +  2ixy  +  16y'  +  22a:  +  46y  +  9=0. 
iialUD  zuerst  nacli  Art  212  ^=5.   Dann  kann  die  Gleidu 

(3a:  +  4y  +  5)'  =  2(4a; —  Sy  +  S)  geschrieben  n 
und  Fall  dleEotferaungen  eines  Punktes  von  ix — 3^4*8= 
4y  +  5  =  0  respeclive  ist  dann  5¥=  3«  +  4y  4 
—  3i/  +  8  und  die  Gleicliung  kann  gesctiriel>en  wer 
Dal  Verfahren  des  jetzigen  Art  fordert  die  TransfonDal 
:n  Zx  +  iy  =  0,  44:  —  3y  =  0,  wodurdi  man  er 
DZ— 10-r+  9  =  0  oder  25  (r+  1)'=10J  + 

Y'  =  ^X  fibergellt,  wenn  man  zu  parallelen  Aien  du 
L)  transformirt. 

2.  Man  bestiraine  den  Parameter  der  Parai»! 
«*        2£tf     ,   »^    '   »*       Sy  j.  1  _  n 

{^+6«)  4' 

Wertli  kann  auch  direcl  mit  llüfe  der  rolgenilen  Satie  ai 
to,  welche  spater  bewiesen  werden;  Der  Brennpunkt  ei 
der  Fusspunkt  einer  Senkrechten  vom  Durdiscfanitl«pt 
reclitwinklig  schneidenden  Tangenten  auf  ihre  BerAluiu 
Der  Parameter  eines  Kegelsclmitts  wird  gefunden,  indem  i 
e  des  ßeclitccks  aus  den  Alischnitten  einer  durch  den  Brt 
iden  Sehne  durch  die  Lange  dieser  Sehne  dividirt.    (Art.  3 

3.  Wenn  a  und  6  die  Langen  zweier  -  Tangenten  d 
I,  welche  sich  rechtwinklig  schneiden,  und  m  ein  Viert 

ers  ist,  so  soll  bewiesen  werden,  dass  — j-  -|>  —  ==  — :■ 

bi  dl  MX 

Wenn  in  der  Originalglelohung  a(,|I  =  a,,«  üt, 
et  in  der  transformirten  Gleichung  des  letzten  Artil 
ient  ?on  x;  die  Gleichung  Oj/y*  +  2oj3'y +  "33'  = 
nt  zu  einer  Gleichung  von  der  Form  a^^'l^ — l)[y — ^)= 
t  zwei  reelle,    lusammenrallende   oder  imagiaSre   1 
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Denen  Axe  x  parallele  Gerade.  Man  bestätigt  leicht,  dass  in  die- 
sem Falle  die  aligemeine  Bedingung  erfiUlt  ist»  unter  welcher 
die  Gleichung  vom  zweiten  Grade  gerade  Linien  darstellt.  Denn 
diese  Bedingung  kann  in  der  Form 

««{«11  «t2  —  «12)^  =  aiiÖ23*  —  20,20230,3  +  «22««^  geschrieben 
werden;  und  wenn  man  für  a,,,  ^,2,  «22  respecüve  a^,  aß,  ß^ 
einsetzt,  so  verschwindet  die  linke  Seite  der  Gleichung,  während 
die  rechte  auf  (^23«  —  ^n?i^  reducirt  wird.  Indem  man  die 
Bedingung  a^^n  =  a^^ß  in  den  gleichbedeutenden  Formen 
a^«^  =3  013«^,  ^23^/^  =3  ^13/^  schreibt,  erkennt  man,  dass  die 
allgemeine  Gleichung  vom  zweiten  Grade  dann  gerade  Linien 
darstellt,  wenn  ausser  012^=^^11^22  zugleich  entweder  a||a23s=3a,2ai3 

oder  023^12  ^^^  ^22^13  ^^* 

215.  Wenn  die  ursprünglichen  Coordinatenaxen  schiefwinklig 
sind,  so  wird  die  Gleichung  noch  immer  wie  in  Art.  213  redu- 
cirt, indem  man  die  Gerade  aa;  +  /^y  =  0  und  die  zu  ihr 
rechtwinklige  zu  Axen  wählt,  deren  Gleichung  nach  Artikel  26 
(^— acoswja; — (a — /Jcoscö)y=0  ist.  Für  y*=a^+/J* — 2fr/3coso) 
werden  die  Transformaüonsjormeln  nach  Artikel  34 
yF=  («a:  +  ßy)  sino«  yX  =  {ß — acosa>)  x  —  (a  — •  /J  cos  »)  y; 
also  yx  sin  CO  =  (a  —  ß  cos  lo)  F  +  ß^  sin  m, 

^y  sin  (»  =  (j3  —  a  cos  0)  F  —  tiX  sin  0». 

Durch  diese  Substitutionen  wird  die  Gleichung 
y'r^+2sin'»(a|5^— tf23^)Z+2sinG)|a,3(a— /5cosm) + ajsf^— acoso)  \  T 

+  ya33sin«co=0. 
Die  Transformation  zu  parallelen  Axen  geschieht  ganz  wie 
in  Art.  213;  der  Hauptparameter  ist 

_  2fl4 3'  _  2(a23«  — tf,3/3)sin^a> 

«22'         («*  +  |P—  2«/J  cos  ©)  i 
Aufg.     Finde  den  Parameter  der  Parabel 

i^~  ab    "*"  Ä«  ■"  T         T  "^  ^  —  "• 
4a*6*  sin*  a> 


Aufl.     p  =3 


(«t-f.  ^t  ^  2a6  cos  eo)l 

216.  Aus  der  Gleichung  y'^^zpx  können  wir  sogleich  die 
Figur  der  Curve  erkennen.  Sie  muss  zu  beiden  Seiten  der 
Axe  der  x  symmetrisch  sein,  weil  jeder  Werth  von  x  zwei  gleiche 
und  entgegengesetzte  Werthe  für  y  liefert.  Kein  Theil  von  ihr 
kann  auf  der  negativen  Seite  des  Anfangspunkts  liegen,  weil  y 
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für  negative  Werthe  von  x  imaginär  wird,  i 
wachsende  positive  Werthe 
waclisendc  Wertlie  für  y. 
der  Curve  die  liier  dargeste 
Obgleich  die  Parabel  ( 
insofern  sie  unendliche  Z» 
steht  doch  eine  wichtige  Ver 
der  Natur  der  unendlicher 
Curven;  die  der  Hyperbel  strebten,  wie  w 
mit  zwei  divergirenden  geraden  Linien  zut 
diess  gilt  nicht  für  die  Parabel,  weil  wir  füi 
Punkte,  in  welchen  eine  gerade  Linie  a;  = 
y''  =:  px  schneidet,  die  quadratische  Gleichur 
erhalten,  deren  Wurzeln  nie  beide  unendl 
lange  k  und  /  endliche. Werthe  haben.  D 
endliche  gerade  Linie,  welche  die  Parabel  : 
lenden  Punkten  im  Unendlichen  schneidet;  di 
messer  y^m,  welcher  die  Curve  allerding 
entfernten  Punkte  schneidet  (Art.  101),  Irifll : 

Punkte  X  =  —  und  obgleich  dieser  Werlh  w 
so  wird  er  doch  nicht  unendlich,  so  lange 
217.  Die  Gestalt  der  Parabel  kann  aus 
satze  mit  besonderer  Klarheit  erkannt  werder 
Ellipse    ein    Scheitel    und    ein    Brei 


während  mehr  der  Parabel. 

Die  auf  ihren  Scheitel   bezogene  Gleii 

(Art.  202)   y^  =  —  x  —  ^x\ 

Wir  wünschen  b  in  Theilen  der  Entfei 
zudrücken,  welche  wir  als  nnveränderlich  vor 

m  =  «  —  >'{«*  —  6*)   (Artikel  190);    alsi 

dadurch  wird  die  Gleichung  t/^=:lim 

Wenn    wir    nun    voraussetzen,    dass  n 


r 
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sei,  so  verschwinden  ausser  dem  ersten  alle  Glieder  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  und  die  Gleichung  reducirt  sich  auf 
y2  =  4ffia:,  d.  i.  die  Gleichung  einer  Parahel. 

Eine  Parabel  kann  auch  als  eine  Ellipse  betrachtet 

werden,  deren  Excentricität  =  1  ist;  denn  e^s  1 r,- 

Nqd  sehen  mr,  dass  ~-^,  der  Coefficient  von  x^  in  der  vorigen 

Gleichung,  verschwindet,  wenn  wir  a  nach  den  vorgeschriebenen 
Bedingungen  wachsen  lassen;  demnach  wird  e^  endlich  =  1. 

218.  Die  Gleichung  der  zwei  Punkte  der  Curve  verbindenden 
Sehne  ist  nach  Art.  105  (y  —  y)  {y  —  y")  =  y^  —  px  oder 
fy+y')y  =  P^  +  yy"'  Und  für  y'  =  y  und  wegen  y^z=2px 
wird  die  Gleichung  der  Tangente  2yy=p  {x  +  x').  Für  den 
Dnrchschnittspunkt  derTangente  mit  der Axe  ergiebt  sich  x=  — o:', 
oder  die  Strecke  TM  dA.  die  Subtangente  wird  im  Schei- 
tel halbirt. 

Da  die  Gleichung  der  Parabel  für  schiefwinklige  Axen  die 
Form  y^==z,px  behält,  wenn  zu  denselben  ein  Durchmesser  und 
die  durch  seinen  Endpunkt  gehende  Parabeltangente  gewählt  wer- 
den, so  bleiben  auch  die  Gleichungen  der  Sehne  und  Tangente 
anverändert  und  die  Subtangente  ist  auch  dann  noch  das  Dop- 
pelte der  Abscisse. 

Diess  giebt  eine  einfache  Methode,  an  irgend  .einen  Punkt 
einer  Parabel  eine  Tangente  zu  ziehen,  weil  wir  nur  JF=  VM 
zü  nehmen  und  PT  zu  ziehen  haben; 
es  erlaubt  uns  auch,  nachdem  wir  diese 
Tangente  gefunden  haben,  die  irgend 
einem  andern  Durchmesser  entsprechende 
Ordinate  des  Punktes  zu  bestimmen,  weil 
wir  nur  V'Af  =  T  F'  zu  machen  und 
PUf  zu  ziehen  haben. 

219.  Es  folgt  aus  Artikel  106  oder 
kann  wie  in  Artikel  177  bewiesen  werden,  dass  die  Gleichung 
der  Polare  irgend  eines  Punktes  x'y  mit  der  der  Tangente  die- 
selbe Form  hat  und  daher  durch  2yy  =  p  (o;  -f  x')  dargestellt 
isL  Wenn  wir  den  Punkt  suchen,  wo  diese  Polare  die  Axe  der 
X  schneidet,  so  erhalten  wir  a:=3  —  x'  und  sehen,  dass  der 
Abschnitt,   den  die  Polaren  zweier  Punkte  in   der  Axe 


s'*;"^ 
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der  X  bilden,  dem  Abschnitt  zwischen  den  von  diesen 
Punkten  auf  dieAxe  gefällten  Senkrechten  gleich  ist; 
jede  dieser  Grössen  ist  =  {x  —  a:"). 

220.  Wir  haben  erwähnt,  dass  die  Gleichung  der  Parabel 
für  einen  Durchmesser  und  die  seinem  Endpunkt  entsprechende 
Tangente  die  Form  t/^x^px  erhält. 

Wir  wollen  diess  durch  wirkliche  Transformation  der  auf 
rectanguläre  Axen  bezogenen  Gleichung  y^=zpx  nochmals  be- 
weisen, weil  es  nützlich  ist,  den  neuen  Parameter  p  in  Theilen 
des  alten  p  auszudrucken.  Die  Gleichung  y^  =  px  wird  durch 
Transformation  zu  parallelen  Axen  durch  einen  Punkt  x'y  in 
der  Curve  (indem  wir  x  +  x'  und  y  +  y  {ür  x  und  y  schreiben] 
in  f/^  +  2yy  =  px  übergeführt 

Wenn  wir  alsdann  mit  Beibehaltung  der  Axe  der  x  eine  neue 
Axe  der  y  wählen,  die  zu  jener  unter  dem  Winkel  $  geneigt  ist, 
so  ist  y  sin  0  für  y  und  x  +  y  cos  $  für  o;  tti  substituireo  und 
unsere  Gleichung  wird  y^  sin*  $  +  2yy  sin$  =  px  +  py  cos  6. 

Damit  diese  sich  auf  die  Form  y^=i  px  reducire,   müssen 

wir  haben  2ü'  sin  ö  =  p  cos  $  oder  imO  =  ^r 

2y 

Aus  der  Gleichung  2yy  =  p{x  +  x')  sehen  wir  aber,  dass 

$  der  von  der  Tangente  mit  der  Axe  der  x  gebildete  Winkel  ist 

Somit  nimmt  die  obige  Gleichung  auf  einen  Durchmesser  und  die 

entsprechende  Tangente  bezogen  die  Form  an 


sm** 


$ 


X  oder  y^  =  p'x. 


Die  Grösse  p'  wird  der  dem  Durchmesser  F'Jit  entsprechende 
Parameter  genannt  und  wir  sehen,  dass  der  Parameter  ir- 
gend eines  Durchmessers  dem  Haupt-Parameter  di- 
rect  und  dem  Quadrat  des  Sinus  des  Winkels,  welchen'] 
seine  Ordinaten   mit   der   Axe   bilden,   verkehrt  pro 

portional  ist;  denn  es  ist  p' =  -t-ö 


sm 


2$ 


Wir  können  den  Parameter  irgend  eines  Durchmessers  aus 
den  Coordinaten  seines  Scheitels  ableiten  vermittelst  der  Gleichung 


tan$=  -^ 
sind  = 


denn  darnach  ist 
P 


V(p^  +  ^y 


^)=/(^iri^)""^^'=^  +  ^^' 


Uie  Normale.    Arl.  221. 
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221.    Die  Gleichung  einer  durch  [xy)  senkrecht  zur  Tan- 
gente 2yy'  =  p(a:  +  x)  gezogenen  geraden  Linie  ist 

p(y  —  y)  +  ^y\^  —  ^')  =  o. 

Der  von  ihr  in  der  Axe  der  x  gebihicte  AI)schniU  ist 
w:(=  VN)=x'  +  ■^,  und  daher  wegen 

FAf=«  die  Subnormale  J!fJV  =  ^- 


In  der  Parabel  ist  die  Sub- 
normale  constant  und  dem 
Ualbparameter  gleich. 

Die  Normale  selbst  ist 

222.  Ein  Punkt  in  der  Axe  der  Parabel,  dessen  Entfernung 
vom  Scheitel  einem  Viertheil  des  Hauptparameters  gleich  ist,  wird 
der  Brennpunkt  der  Curve  genannt.  Es  ist  derselbe  Punkt, 
welcher  im  Artikel  217  uns  dazu  führte,  Analogien  mit  dem  Brenn- 
{Hinkt  der  Ellipse  zu  vermuthen,  und  die  Enlwickelungen  des  ge- 
genwärtigen Abschnitts  werden  zeigen,  dass  eine  Parabel  iu 
jeder  Beziehung  als  eine  Ellipse  betrachtet  werden^ 
darf,  deren  einer  Brennpunkt  eben  dieser  Punkt  ist, 
während  der  andre  in  unendlicher  Entfernung  liegt. 
Im  Bruche  zu  vermeiden,  wollen  wir  in  den  folgenden  Artikeln 

zuweilen  die  Abkürzung  m  =  -^  anwenden. 

Die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  in  der  Curve 
Tom  Brennpunkt  zu  finden. 

Da  die  Coordinaten  des  Brennpunkts  m,  0  sind,  so  ist  das 
Quadrat  seiner  Entfernung  von  irgend  einem  Punkte  [x  y) 
(x  —  mf  +  y'2  =  x^  —  Imx  +  ni^  +  \inx  ==  [x  -f  m)^. 

Demnach  ist  die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  vom  Brenn- 
punkt X  4-  M*  Damit  lässt  sich  das  Resultat  des  Artikel  220 
einfacher  in  dem  Satze  ausdrücken:  Der  Parameter  irgend 
eines  Durchmessers  ist  das  Vierfache  der  Entfernung 
seines  Endpunkts  vom  Brennpunkte. 

223.  Die  Polare  des  Brennpunkts  einer  Parabel  \i1rd  wie 
bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  die  Directrix  genannt.  Weil  der 
Abstand  des  Brennpunkts  vom  Scheitel  =  m,    ist  seine  Polare 

Salmon,  Anal. Gi'oni.  d.  Keg^Uchn.  2.  Aufl.  ]  G 


L 
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nach  Artikel  219  eine  zur  Axe  senkrechte  Linie  in  demselbeQ 
Abstand  auf  der  andern  Seite  des  Scheitels.  Die  Enirerouog 
irgend  eines  Punktes  von  der  Directrix  ist  somit  =  a:'  +  «, 
welches  durch  Vergleichung  mit  dem  Ergebniss  des  letzten  Arü- 
kels  den  Satz  giebl:  Die  Entfernung  irgend  eines  Punktes 
der  Curve  von  der  Directrix  ist  seiner  Entfernung 
vom  Brennpunkte  gleich. 

Wir  sahen  im  Artikel  194,  dass  in  der  Ellipse  und  Hyperbel 
die  Entfernung  vom  Brennpunkt  zu  der  Entfernung  von  der  Di- 
rectrix in  dem  constanten  Verhältniss  e:l  steht  und  erkennen  jetzt, 
dass  diess  auch  für  die  Parahel  gilt,  weil  in  ihr  e=l  ist.  (Art  217.) 

Die  im  Artikel  210  zur  mechanischen  Beschreibung  der  Hy- 
perbel gegebene  Methode  liefert  eine  Parabel»  wenn  man  deo 
Winkel  ABR  einem  rechten  Winkel  gleich  macht. 

224.  Der  Punkt,  wo  eine  Tangente  die  Axe  schnei- 
det, und  ihr  Berührungspunkt  sind  vom  Brennpunkt 
gleich  weit  entfernt. 

Denn  die  Entfernung  vom  Scheitel  bis  zu  dem. Punkte,  «o 
die  Tangente  die  Axe  schneidet,  ist  x'  (Art.  218),  also  die  Ent- 
fernung dieses  letzteren  Punktes  vom  Brennpunkt  z=  x'  -\-  m. 

225.  Jede  Tangente  bildet  mit  der  Axe  und  dem 
Radius  vector  des  Berührungspunktes  gleiche  Winkel. 

Diess  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  des  gleichschenkligen 
Dreiecks,  welches  wir  im  letzten  Artikel  als  durch  die  Axe,  die 
Tangente  und  den  Brennslrahl  des  Berührungspunktes  gebildet  zeig- 
ten. Es  ist  nur  eine  Ausdehnung  der  Eigenschaft  der  Ellipse  (Ar- 
tikel 196),  dass  L  TPF=z  i  tPF'\  denn  wenn  wir  den  Brenn- 
punkt F^  als  in  imendlicher  Entfernung  gelegen  voraussetzen,  so 
wird  die  Linie  PF^  parallel  zur  Axe  und  L  TPF  =  LPTF. 

Demnach  schneidet  die  Tangente  vom  Endpunkte  der  Brenu- 
punkts-Ordinate  die  Axe  unter  einem  Winkel  von  45^. 

226.  Die  Länge  der  vom  Brennpunkt  auf  die  Tan- 
gente gefällten  Senkrechten  zu  bestimmen. 

Die  Senkrechte  vom  Punkt  (m,  0)  auf  die  Tangente 

yy    ==   2m  («  +  X) 

j  2m{x'  +  m)  2m(x  -jr  m)         ,//,/,      m    j  i    vd 

(siehe  Fig.  p.  241)  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  FFmdFP- 
Aus  diesem  Ausdruck  und  aus  Artikel  221  folgt  auch,  dass 


r 


Der  ßrennpnnkl.   Art.  227.  243 


FR  die  Hälfte  der  Normale  ist,   welches  wir  auch  geometrisch 
aus  dem  Factum  erkannt  haben  wurden,  dass  TP=::i  FN  hL 
^[(227.    Die   vom   Brennpunkt   auf  die  Tangente   ge- 
fällte Senkrechte  durch  denvon  ihr  mit  der  Axe  ein- 
geschlossenen  Winkel  auszudrücken. 

Wir  haben    cos  €c  =  $mFTR  =  j/i-i-^ — ) ,   (ArL  220) ; 

'    \a;  -f-  tn/ 

971 

daher  nach  Art.  226    FjR  =  yfm  {x  +  m)  \  =  — ^. 

^  'i  cos  Cf 

Die  Gleichung  der  Tangente  wird  daher  für  den  Brennpunkt 

als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  o;  cos  a  +  v  sin  a  -| c=:  0, 

■^  '  cos  a 

und  darnach  kann  die  Senkrechte  von  irgend  einem  andern  Punkte 
aus  in  Function  des  von  ihr  mit  der  Axe  gebildeten  Winkels  aus- 
gedrückt werden. 

228.  Der  Ort  des  Fusspunkts  der  vom  Brennpunkt 
auf  die  Tangente  gefällten  Senkrechten  ist  eine  ge- 
rade Linie. 

Denn  nehmen  wir  den  Brennpunkt  zum  Pol,  so  ist  die  Po- 

largleichung  des  fraglichen  Ortes  q  = oder    9  cos  a  =  m, 

eine  Gleichung,  welche  offenbar  die  Scheiteltangente  der  Pa- 
rabel repräsentirt.  Wenn  wir  ifmgekehrt  von  irgend  ein^m  Punkt 
F  einen  Radius  vector  FR  zu  einer  geraden  Linie  VR  und  PR 
senkrecht  zu  ihm  ziehen,  so  tangirt  die  Linie  PR  stets  eine  Pa- 
rabel, für  welche  der  Punkt  F  Brennpunkt  ist*). 

Als  eine  nützliche  Uebung  empfehlen  wir  dem  Leser  die 
Untersuchung  des  durch  den  Fusspunkt  der  Senkrechten  vom 
Brennpunkt  auf  die  Tangente  beschriebenen  Ortes  in  rectangulä- 
ren  Coordinaten. 

229.  Den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  Tan- 
genten zu  bestimmen,  welche  einander  rechtwinklig 
durchschneiden. 

Ans  der  im  Artikel  227  entwickelten  Gleichung  einer  Tan- 
gente   ar  cos^  flf  +.y  sin  er  cos  er  -|-  m  =  0    ergiebt  sich  die  Glei- 


.  *)  Die  allgemeine  Auflösung  der  Classe  von  Aufgaben ,  welcher 
diese  Erzeugungsweise  der  Parabel  angehört  und  in  denen  die  Enveloppe 
einer  beweglichen  geraden  Linie  zu  bestimmen  ist,  kann  erst  im  wei- 
teren Verlaufe  der  Untersuchung  gegeben  werden. 
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chung  der  zu  ihr  senkrechteo  Tangente  (d.  li.  derjenigen,  deren 
Normale  den  Winkel  90^  +  cc  mit  der  Axe  bildet)  durcli  die 
Substitution  Ton  cos  cc  für  sin  a  und  —  sin  a  für  cos  a 
xr  sin^  CK  —  y  sin  a  cos  a  -|-  m  =  0,  und  indem  man  durch  ein- 
fache Addition  dieser  Gleichungen  cc  eliminirt,  erhält  man  als  die 
Gleichung  des  verlangten  Ortes  x  +  2m  =  0,  d.  i.  die  Gleichung 
der  Directrix,  denn  die  Entfernung  des  Brennpunkts  von  der 
Directrix  ist  =2fn. 
i^''  X  ^^^«  ^^^  Winkel  zwischen  irgend  zwei  Tangenten 
'^  f  ist  die  Hälfte  des  Winkels,  welchen  die  Brennstrablen 

V''  I  ihrer  Berührungspunkte  einschliessen. 

'i  f  Denn  in  dem  gleichschenkligen  Dreieck  PFT  ist  der  Wio- 

^  l  kel  PTF,  den  die  Tangente  mit  der  Axe  bildet,    die  Hälfte  des 

%-         ^  Winkels  PFN,  welchen  der  Brennstrahl  mit  ihr  einschliesst.  Nun 

kl 

'  #  ist  der  Winkel  zwischen  irgend  zwei  Tangenten  gleich  der  DUTe- 

j  renz  der  Winkel,   die  sie  mit  der  Axe  bilden  und  der  Winkel 

^   «1     1  zwischen  den  Brennstrahlen  ist  gleich  der  Differenz  der  von  ihnen 
«  mit  der  Axe  eingeschlossenen  Winkel. 

^  Der  Lehrsatz  des  letzten  Artikels  kann  als  ein  specieller  Fall 

^^i  des   gegenwärtigen  Satzes  angesehen  werden,    denn  wenn  zwei 
t  'j   Tangenten  mit  einander  einen  rechten  Winkel  einschliessen,  so 
i  £  bilden  die  Brennstrahlen  der  Berührungspunkte  mit  einander  einen 
<!.  ^   Winkel  von  180^  und  die  zwei  Tangenten  entsprechen  den  End- 
punkten einer  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Sehne  und  schnei- 
den sich  daher  nach  der  Definition  der  Directrix  in  derselben, 
c^  A  ^  231.  Die  gerade  Linie,  welche  den  Brennpunkt  mit 

"*.   ^^    dem  Durchscbnittspunkt  zweier  Tangenten  verbindet, 
'^        halbirt  den  Winkel,   welchen    die   Berührungspunkte 
der  letztern  am  Brennpunkte  spannen. 

Aus  den  Gleichungen  zvveier  Tangenten 
X  cos^ a  -^  y  sin«  cos«  +  m  =  0,  x  cos^  /S  +  y  sin  /J  cos  jS  +  «  =  0, 
linden  wir  durch  Subtraction  die  Gleichung  der  geraden  Unie, 
welche  ihren  Durchschnittspunkt  mit  dem  Brennpunkt  verbindet 

a:sin(a  +  ß)  -  y  cos  (a  +  ß)  =  0.  ^^^;i!^:i:;r^ 
Diess  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  die  mit  der  Axf 
der  X  einen  Winkel  {a  -f-  ß)  einschliesst.  Weil  aber  a  und  ß  die 
von  den  Senkrechten  auf  die>  Tangenten  mit  der  Axe  gebildeten 
Winkel  sind,  so  haben  wir  rFP=2a  und  rFP^:=2ß;  daher 
halbirt  die  gerade  Linie,  welche  mit  der  Axe  den  Winkel  (« -f-  ß] 
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bildet,  den  Winkel  PFP^.  Dieser  Satz  kann  auch  bewiesen  wer- 
den, indem  man  wie  in  Artikel  199  den  Winkel  (Ö  —  ö')  berechr 
net,  unter  welchem  die  durch  den  Punkt  [xy)  gehende  Tangente 
einer  Parabel  vom  Brennpunkt  aus  gesehen  wird;  denn  wenn  man 

sc  ^^  tu 

findet  cos(^ — 0= »  so  zeigt  dieser  von  den  Coordinaten 

des  Berührungspunktes  unabhängige  Werth,  dass  er  für  jede  der 
zwei  Tangenten,  die  man  durch  (xy)  ziehen  kann,   derselbe  ist. 

Zusatz  1.)  Wenn  wir  den  Fall  nehmen,  wo  der  Winkel 
PFP  =^  180^  ist,  so  gehl  PP^  durch  den  Brennpunkt;  die  Tan- 
genten TP  und  TP^  schneiden  einander  in  der  Directrix  und 
der  Winkel  TFP  ist  gleich  90^  (Art.  200.)  Diess  kann  auch 
direct  bewiesen  werden,  indem  man  die  Gleichung  der  Polare 
irgend  eines  Punktes  ( —  m,  y]  in  der  Directrix  und  die  Glei- 
chung der  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Brennpunkt 
bildet;  diese  zwei  Gleichungen  sind  yy=^2m{x—'m)  und 
2m  (y  —  y)  -f-  y  {x  +  m)  =i  0,  und  sie  stellen  ^offenbar  zwei 
zu  einander  rechtwinklige  gerade  Linien  dar. 

Zusatz  2.)  Wenn  eine  Sehne  PP' 
die  Directrix  in  D  schneidet,  so  ist 
FD  die  äussere  Halbirungslinie  des 
Winkels  PFP\  Diess  ist  in  der 
2.  Aufgabe  des  Artikels  200  bereits 
bewiesen  worden. 

Zusatz  3.)  Wenn  eine  verän- 
derliche Tangente  der  Parabel 
zwei  feste  Tangenten  schnei- 
det, so  ist  der  Winkel,  unter  welchem  der  zwischen 
den  festen  Tangenten  liegende  Theil  der  veränder- 
lichen Tangente  vom  Brennpunkt  aus  erscheint,  das 
Supplement  des  Winkels, 
welchen  die  festen  Tan- 
genten bilden. 

Denn  der  Winkel  QRT  ist  die 
Haiaede8Winkels/?i^^(Art.230),  IL 
und  nach  dem  jetzigen  Artikel  ist 
LPFQ  auch  die  Hälfte  von  LpPq, 
daher  PFQ  =  QHT,  d.  L  gleich 
dem  Supplement  des  L  PHQ' 
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Zusatz  4.)  Der  Kreis»  welcher  dem  von  irgend 
drei  Tangenten  einer  Parabel  gebildeten  Dreieck  um- 
geschrieben ist,  geht  durch  den  Brennpunkt. 

Denn  der  durch  PR  Q  beschriebene  Kreis  niuss  durch  F  ge- 
hen, weil  der  im  Segment  PFQ  enthaltene  Winkel  das  Supple- 
ment des  in  PRQ  enthaltenen  ist 

232.  Die  Polargleichung  der  Parabel  für  deo 
Brennpunkt  als  Pol  abzuleiten. 

Wir  zeigten  im  Artikel  222,  dass  der  Brennstrahl 
FPi=Q  =  x'  +  m=  VM  +  m=FM+2m  =  Qcos$  +  2m\sl 

y^  2m 

Daraus  folgt  p  :=»  -— ^ ;    dieselbe    Glei- 

chung  geht  aus  der  Gleichung  des  Artikel  201 
durch  die  Substitution  c=  1  hervor.    (Art.  217.) 
Die  in  den  Aufgaben  des  Artikel  201  entwickelten 
Eigenschaften  gelten  daher  auch  für  die  Parabel. 
In   dieser  Gleichung  ist  0  von  der  Seite  FM  her  gemessen 
vorausgesetzt;  wenn  wir  ihn  als  von  der  Seite  FF  gemessen  be- 
trachten,   so  ist    D  = ; -' 

^         1  +  cos  $ 
Diese  Gleichung  kann  geschrieben  werden  p  cos '  ^  9  =  m. 

oder  pi  cos  ^  ö  =  mi,  und  gehört  somit  einer  Klasse  von  Glei- 
chungen an,  deren  allgemeine  Form  q*  cos  nd  =  a"  ist.  Einige 
Eigenschaften  derselben  gedenken  wir  später  zu  entwickeln. 


Dreizehntes  Kapitel. 

Vermischte  Aufgaben  und  Lehrsätze  über  die 

Kegelschnitte. 


233.  Die  Methode,  die  Algebra  auf  Probleme  bezuglich  der 
Kegelschnitte  anzuwenden,  ist  im  Wesentlichen  dieselbe,  wie  die 
in  dem  Falle  der  geraden  Linie  und  des  Kreises  angewendete 
und  wird  keinem  Leser  Schwierigkeiten  darbieten,  der  die  im 
dritten  und  achten  Kapitel  gegebenen  Beispiele  sorgfältig  durch- 
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arbeitet  hat.  Wir  nvoUea  daher  aus  der  grossen  Anzahl  von  Auf- 
gaben, die  zu  Oertcrn  des  zweiten  Grades  fuhren,  nur  einige  aus- 
n'äblen  und  ihnen  mehrere  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
anreihen,  welche  zur  Aufnahme  in  die  vorhergehenden  Ent- 
Wickelungen  nicht  geeignet  erschienen. , 

Äufg,  1.  Eine  Linie  von  constanter  Lange  bewegt  isich  zwischen 
den  Schenkeln  eines  gegebenen  Winkels;  man  soll  den  durch  einen  festen 
Punkt  in  ihr  beschriebenen  Ort  finden. 

Bezeichnen  wir  PL  durch  n,  PK  durch  m,  Ly 

und  LK  durch  j,  so  haben  wir  aus  Shnlichen  4^ 

Dreiecken  Ol  =  ^  und  0K=-' 

m  n 

'  Mittelst  der  Relation  -^ — ^ 

ii:^=oz2  + ojsr2-_2  0z.ojsrcosö)foigt 

daraus  /2=:  -t"  +  -ö oder  -i  +  -, ^ =  1 ; 

mr  rr  mn  rr       nr  nm 

die  Gleichung  einer  Ellipse,  die  den  Punkt  0  zu  ihrem  Cenlrum  hat; 
denn  a^^  —  «u  a^^  '*'  ^^^^  negativ,  ndmlich  = j- ,  • 

Aufg.  2.  Welchen  Ort  beschreibt  ein  Punkt  jp,  der  in  2)  if  so  an- 
genommen wird,  dass  QK  =  PL  ist? 

Äufg.  3.     Zwei  gleiche  Lineale  ^^,  BC  ^ 

sind  durch  ein  Gharnier  in  B  vereinigt,  der  End- 
punkt A  ist  befestigt,  indess  C  die  gerade  Linie 
ÄC  durchlaufen  muss;  man  soll  den  durch  irgend 
einen  festen  Punkt  i'  in  ^C  beschriebenen  Ort 
finden. 

Aufg.  4.  Aus  der  Basislänge  und  dem  Producl  der  Tangenten  der 
kalben  Basiswinkel  den  Ort  der  Spitze  zu  finden. 

Indem  man  die  Tangen  teu  der  Hälften  der  Basiswinkel  in  Thcilen 
der  Seiten  ausdrückt,  findet  man,  dass  die  Summe  der  Seilen  gegcbeu  ist, 
und  dass  daher  der  Ort  eine  Ellipse  ist,  welche  die  Basisecken  zu  Brenn- 
punkten hat. 

Aufg.  5.  Welches  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  des  einem  Dreieck 
dngeschriebenen  Kreises,  von  welchem  die  Basis  und  die  Summe  seiner 
Seiten  bekannt  sind? 

Man  kann  aus  dem  letzten  Beispiel  und  aus  Aufg.  4 ,  Art.  49  •  un- 
mittelbar erkennen ,  dass  der  Ort  eiue  Ellipse  ist,  deren  Scheitel  die 
Endpunkte  der  gegebenen  Basis  sind. 

Aufg,  6.  Aus  der  Basis  und  der  Summe  der  Seiten  eines  Dreiecks 
den  Ort  für  den  Durchschnittspunkt  der  Halbirungslinien  der  Seiten  zu 
bestimmen. 

Aufg.  7.  Welches  ist  der  Ort  des  Centrums  eines  Kreises,  der  in 
zwei  gegebenen  geraden  Linien  vorgeschriebene  Abschnitte  macht. 

Aufg,  8.   Man  soll  den  Ort  dc^ittelpunktes  eines  Kreises  finden. 
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welcher  zwei  andere  Kreise  berührt,  oder  welcher  einen  gegebenen *Kreis 
und  eine  gegebene  gerade  Linie  berühr^, 

Aufg,  9.  Man  bestimme  den  Ort  des  Genirums  für  einen  Kreis,  der 
durch  einen  gegebenen  Punkt  geht  und  in  einer  gegel)enen  Geraden  einen 
gegebenen  Abschnitt  macht. 

Aufg,  10.  Bestimme  den  Ort  des  Genirums  für  einen  Kreis,  der 
durch  einen  'gegebenen  Punkt  geht  uud  dessen  Abschnitt  in  einer  ge- 
gebenen Geraden  von  diesem  Punkte  aus  unler  gegebenem  Winkel  er- 
scheint. 

Aufg,  11.  Zwei  Ecken  eines  gegebenen  Dreiecks  bewegen  sich 
längs  fester  gerader  Linien ;  der  Ort  der  dritten  Ecke  ist  zu  finden. 

Aufg,  12.-  Ein  Dreieck  ABC  ist  einem  gegebenen  Kreis  umgesclirie- 
ben^  der  Winkel  an  C  ist  gegeben  und  B  bewegt  sich  längs  einer  feslen 
geraden  Linie ;  man  soll  den  Ort  von  A  fmden. 

Wir  wenden  Polar-Coordiuulen  an,  deren  Po!  das  Gentrum  des  Krei- 
ses ist  und  deren  Winkel  gegen  die  Normale  auf  die  feste  gerade  Linie 
gemessen  werden ,  und  bezeicimen  in  diesem  Sinne  die  Goordinalen  von 
A,  B  durch  q,  ^;  q,  $\  Dann  ist  q  cos  ff  =:^  p.  Aber  es  ist  leicht  zu 
sehen,  dass  der  Winkel  AOB  gegeben  ist  [=cc);  und  da  die  Höhe  des 

#      ■ 

Dreiecks  ^Ö5  gegeben  ist,  gilt  die  Gleichung  r=^^^,_^,^.f  J'°^^  ^^  ^y 
Aus  ihr  geht  durch  die  Substitution  von  $  +  ^  ^==  cc  die  Polar-Gleichung 

des  Ortes    r^  =  -x — r? ^x  ?  ^ , — s ; sr  hervor,  eineGlei- 

9*co8*(a  —  ö)  +  p*  —  2pQ^o3  {ce — 9) 


chung,  welche  einen  Kegelschnitt  darstellte 

Aufg.  13.  Eine  gerade  Linie  bewegt  sich  so,  dass  sie  stets  einen 
festen  Kegelschnitt  berührt;  in  jeder  ihrer  Lagen  bestimmt  man  ihren  Pol 
in  Bezug  auf  einen  andern  festen  Kegelschnitt,  welches  Ist  der  von  diesem 
Pol  durclilaufene  Ort? 

Ist  a  ß  irgend  ein  Punkt  des  Ortes,  und  bezeichnet  ^X"\'fjy'\-  f =0 
seine  Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  A,  so  sind  nach  Artikel  106 
I,  7},  ^  lineare  Functionen  in  a,  ß.  Nach  Art.  114  ist  aber  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  Gerade  SiC  +  ^y  +  f^'O  den  Kegelschnitt  B  berölirl, 
vom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  |,  17,  ^.  Der  fragliche  Ort  ist  also  ein 
Kegelschnitt. 

Aufg,  14.  Bestimme  den  Ort  desDurchschnittspunkles  der  Normale 
vom  Brennpunkt  auf  die  Tangente  eines  Gentralkegelschnitts  mit  der  vom 
Gentrum  nach  dem  Berührungspunkte  gezogenen  Geraden. 

Aufl.    Dieser  Ort  ist  die  entsprechende  Directrix. 

Aufg.  15.  Bestimme  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  Senk- 
rechten vom  Gentrum  auf  die  Tangente  mit  dem  vom  Brennpunkt  nadi 
dem  Berührungspunkt  gehenden  Radius  vector. 

Aufl.   Dieser  Ort  ist  ein  Kreis. 

Aufg.  16.  Man  bestimme  den  Ort  des  Fusspunktes  der  Nonuale. 
die  man  vom  Durchschqittspunkt  der  Taugente  mit  der  kleinen  Axe  auf 
den  Brennstrahl  des  Berührungspui^^tes  fallt. 


J 


Aufgaben  und  Lehrsälze.   Art.  234.  249 

Aufl.  Es  ist  der  Kreis  aus  dem  Brennpunkt  durch  die  Endpunlcle  der 
lileinen  Axe. 

Aufg.  17.  Man  bestimme  den  Ort  der  Durclischnitlspunkte,  weiche 
die  Tangenten  in  den  Endpunkten  conjugirter  Durchmesser  bilden. 

Aufl.   -j  +  U  =  2.    Man  erhält  die  Gleichung  durch  Addition  der   • 

(Quadrate  der  Gleichungen  beider  Tangenten  unter  Berücksichtigung  der 
Relationen  des  ArL  180. 

Aufg.  18.   Theile  einen  Kreisbogen  in  drei  gleiche  Theile. 

Der  Theilpunkt  wird  als  der  Durchschnitt  des  gegebenen  Bogcus 
mil^ einer  gewissen  HypeAel  bestimmt.  (Vergl.  Aufg.  7,  Art.  49.) 

Aufg.  19*  Durch  die  Endpunkte  einer  Sehne  von  constanter  Länge 
in  einem  festen  Kreise  zieht  man  Parallelen  zu  zwei  festen  Geraden,  weU 
ciies  ist  der  Ort  ihres  Durchschnittspunkles? 

Aufl.  Eine  Ellipse,  deren  Axen  die  Winkel  der  durch  den  Kreismil- 
teipunkt  gehenden  Parallelen  zu  den  festen  Geraden  halbiren. 

Aufg.  20.  Von  den  parallelen  Seiten  eines  Trapezes  ist  die  eine 
Djch  Grösse  und  Lage ,  die  andere  der  Grösse  nach  gegeben ;  die  Summe 
der  nicht  parallelen  Seiten  ist  bekannt  und  man  verlaugt  den  Ort  des 
Durchschnittspunktes  der  Diagonalen  zu  wissen. 

Aufg.  21.  Die  eine  Ecke  eines  Parallelogramms,  welches  einer  ge- 
gebenen Ellipse  umgeschrieben  ist,  durchläuft  die  eineDireotrix;  man  soll 
zeigen,  dass  die  gegenüberliegende  Ecke  desselben  die  zweite  Directrix 
beschreibt,  und  dass  die  beiden  andern  Ecken  auf  dem  Kreise  liegen,  wcl- 
ctien  man  über  der  fi^^tii  Axe  der  Ellipse  als  Durchmesser  beschreibt. 

234.  Wir  geben  in  diesem  Artikel  einige  auf  die  Focal- 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte  bezügliche  Aufgaben  und 
Satze  und  fordern  den  Leser  auf,  die  fehlenden  Beweise  zu  ent- 
wickeln. 

Aufg.  1.  In  einem  Kegelschnitt  ist  die  Focal-Distanz  eines  jeden 
Punktes  der  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Jangente  am  Endpunk^^der 
Brennpunkts-Ordinate  verlängerten  Ordinate  des  Punktes  gleich. 

Aufg.  2.  Vom  Brennpunkt  eines  Kegelschnittes  aus  werden  gegen 
die  Tangeuten  desselben  unter  gegebenem  Winkel  gerade  Linien  gezogen ; 
man  soll  den  Ort  ihrer  Fusspunkte  bestimmen. 

Aufg.  3.  Den  Ort  des  Poles  einer  festen  geraden  Linie  in  Bezug  auf 
eine  Reihe  concentrischer  und  confocaler  Kegelschnitte  zu  finden. 

Wir  wissen ,  dass  der  Pol  einer  geraden  Linie  —  +  ~  =:  1  in  Be- 

zug  auf  den  Kegelschnitt  -^  +  n  =3 1  aus  den  Gleichungen  mx  :=  a^ 

und  ny  =  b^  (Art.  177)  gefunden  wird;  wenn  die  Brennpunkte  des  Ke- 
gelschnitts gegeben  sind,  so  ist  a^  —  b^  c=z  c^  bestimmt,  und  der 
Ort  des  Pols  der  festen  geraden  Linie  ist  durch  mx  —  ny  =  c^  reprä- 
sentirt,  welches  die  Gleichung  einer  zur  gegebenen  geraden  Linie  senk- 
rechten Geraden  ist. 
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Wenn  die  gegebene  Linie  einen  der  Kegelschnitte  berührt,  so  ist 
ihr  Pol  der  Berührungspunkt;  d.  i.  die  Tangenten  eines  Kegelschnittes  in 
den  Punkten ,  in  denen  die  Tangente  eines  confocalen  Kegelschnitts  um 
schneidet,  begegnen  sich  in  der  Normale  des  letzteren. 

Äufg.  4.  Man  soll  den  Ort  der  Berührungspunkte  der  Tangenten 
einer  Beihe  von  confocalen  Ellipsen  aus  einem  festen  Punkte  der  grossen 
Axen  bestimmen. 

Auß.   Der  Ort  ist  ein  Kreis. 

Äufg,  5.  Die  Geraden,  welche  je  einen  Brennpunkt  mit  dem  Fuss- 
punkt  der  Normalen  vom  andern  Brennpunkt  au^eine  Tangente  verbinden, 
schneiden  einander  in  der  Normale  und  halbiren  sie. 

Äufg»  6.  Beweise ,  dass  die  Polar-Gleichung  der  Sehne,  welche  die 
Punkte  von  den  Winkel-Coordinatcn  er  -{-  /3 ,  or  —  /3  verbindet, 

^  =  c  cos  ö  +  sec  j5  cos  (ö  —  «)    ist 

Man  findet  diese  Gleichung  nützlich  in  Untersuchungen  über  SlUe, 
welche  sich  auf  Winkel  am  Brennpunkte  beziehen.  Sie  folgt  leicht  aus 
Aufg.  3 ,  Art.  44. 

Aufg.  7.  Für  Polar-Coordinaten ,  deren  Pol  mit  dem  Brennpunl[t 
zusammenfälU ,  soll  man  beweisen,  dass  die  Polargleichung  der  Tangente 
in  dem  Punkte,  dessen  Winkelcoordinate  a  ist,  durch 

^  =  e  cos  ö  +  cos  (ö  —  «)  repräsenlirt  ist. 

Aufg.  8.  Die  Haibirungslinlen  der  Winkel ,  welche  die  Radü  vec- 
toren  eines  Punktes  mit  der  Hauptaie  bilden  und  die  Tangenten  der  Curve 
in  diesem  Punkte  schneiden  sich  in  der  Tangente  am  Endpunkte  der 
Hauptaie. 

Aufg.  9.  Wenn  eine  Sehne  PP  eines  Kegelschnitts  durch  einen 
festen  Punkt  0  geht,  so  ist  tan  \  PFO  .  tan  \  J^FO  conslanL 

Wir  geben  einen  einfachen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes. 
Denken  wir  irgendwo,  iu  PP^  einen  Punkt  0  genommen ,  und  sei  die  Ent- 
fernung FO  das  e  fache  der  Entfernung  von  0  von  der  Directrix ;  so  gel- 
ten, da  die  Entfernungen  von  P  und  0  von  der  Direclrix  zu  PZ^  und  OZ^ 

proportional  sind,  die  Gleichungen: 

FP    FO        e       ,      sin  PDF    sin  ODF        « 
PD'  OD        7  ""'''    sin  PFD  '  BmOFD~7 

Also  nach  Art.  200  ^^^=  %\  oder,  weil  (Artikel  199)  PFT  die 

€08  Pb  T        e  ^  ' 

Hälfte  der  Summe  und  OjPT  die  Hälfte  der  Differenz  der  Winkel  ^fO 
und  PFO  ist,  tan  ^PFO  .  Xj^m^PFO  ^  ^^'. 

Es  ist  offenbar ,  dass  das  Product  dieser  Tangenten  constanl  bleibt, 
selbst  wenn  0  nicht  constant  verbliebe ,  sondern  sich  auf  einem  Kegel- 
schnitt bewegte,  der  denselben  Brennpunkt*  und  dieselbe  Directrix  bat, 
wie  der  gegebene  Kegelschnitt. 

Aufg.  10.  Man  soll  die  Bedingung  ausdrücken ,  unter  welcher  die 
gerade  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  xy\  xy[  der  Curve  durch 
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eiaeD  Brennpunkt  gehL   Die  Bedingung  kann  in  verscliiedenen  äquivalen 
(eo  Formen  ausgedruckt  werden,  von  denen  jedoch  zwei  vorzüglich  brauch- 
JMire  dadurch  erhalten  werden,  daas  man  ausdruckt,  es  sei  $"=d'4- 180^, 
fflrd'.  0"  als  die  Winkel,  welche  von  der  ^\e  mit  den  ^geraden  Linien 
gebiklet  werden,  die  diese  Punkte  mit  dem  Brennpunkt  verbinden.   Die 

Bedingung    sin  tf'  =  —  sin  V    giebt — >  +  — ~ n  s=  0, 

"fy'+  y")  =  ^ (^V  +  ^'V)«   ^*®  Bedingung- cos  ö"  =  —  cos  ö'  giebt 

a  —  ex         a   —  ex  '  ^  -  \      *       /  • 

Jt//*^.  11.  Wenn  in  den  Endpunkten  einer  durch  den  Brennpunkt 
gebenden  Sehne  die  Normalen  gezogen  sind,  so  halbirt  eine  durcli  ihren 
Dorchschnittspunkt  der  grossen  Axe  parallel  gezogene  gerade  Linie  die 
Sehne. 

Da  jede  Nonnale  den  Winkel  zwischen  den  Brenustralilen  halbirt,  so 
ist  der  Durchscimittspunkt  der  Normalen  der  Gurve  in  den  Endpunkten 
eioer  Focalsehne  das  Centrum  des  Kreises ,  welcher  dem  von  der  Sehne 
und  der  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte  mit  dem  andern  Brennpunkt 
gebildeten  Dreieck  eingeschrieben  ist.  Sind  aber  a,  6,  c  die  Seiten 
eines  Dreiecks  von  den  Ecken  xy\  x'y\  x"y'\  so  sind  nach  der  6.  Aufg. 
des  Art.  7  die  Coordinaten  vom  Centrum  des  eingeschriebenen  Kreises 
ax  +  hx    +  ex  ay   +   hy     +  cy 

Im  gegenwärtigen  Falle  sind  die  Coordinaten  der  Ecken  x\  y  \  x\  y'* \ 
—  c,  0  und  die  Langen  der  Gegenseiten  resp.  a  +  ex\   a  +  ^^'» 

2a  —  ex  —  ex  ,     Daher   ist    y  =  ^ — -2 ^-^-  7—^ — ~- 

oder  mit  Hilfe  der  ersten  Relation  der  vorigen  Aufgabe  y=^(y'  +  y\ 

was  den  Salz  beweist*).    In  derselben  Weise  findet  man 

(a  +  ex*)  j;'  -}-  (fl  -l"  ^^'^  x" —  (2fl  —  ex' —  ex")e 

X  — —  7  • 

4a  ' 

welches  durch   die  zweite  Relation   der  vorigen  Aufgabe   reducirt  in 

In  "T*  e ü\  (x  **T"  X  )  **~~  2  a tf 

X  =  — -L — - — --1- — übergeht.     Analoge   Ausdrücke   findet 

nan  für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  Tangenten  der 
Garve  in  den  Endpnnkten  einer  Focalsehne .  weil  dieser  Punkt  das  Cen- 
tnun  des  Kreises  ist ,  der  dem  eben  betrachteten  Dreieck  auf  der  Aussen- 
seite  der  Basis  eingeschrieben  ist.  Die  Verbindungslinie  des  Durch- 
schflitlspunktes  der  Tangenten  mit  dem  Durchscimittspunkt  der  entspre- 
chenden Normalen  geht  durch  den  Brennpunkt  und  ist  die  Halbirungs- 
lioie  des  Winkels  an  der  Spitze  in  demselben  Dreieck. 

Aufg.  12.  Finde  den  Ort  des  Durchschnittspunkts  der  Normalen  an 
den  Enden  einer  Brennpunkts-Sehne. 

Sind  a,  ß  die  Coordinaten  des  Blittclpunktes  der  Sehnen,  so  ist  nach 
der  letzten  Aufgabe 


*)  Die  Formeln  der  4.  Aufg.  des  Art.  189  führen  gleichfalls  zum  Ziel. 


COS  V  =  ^^ i-~ — j ist. 
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Und  wenn  die  Gleichung  des  durch  den  Punkt  [aß)  heschriebenen  Ortes 
bekannt  wäre,  so  würde  durch  die  eben  gewonnenen  Substilulionea  die 
Gleichung  des  durch  xy  beschriebenen  Ortes  aus  ihr  abgeleitet  werden. 
Die  Polargleichung  des  Ortes,  welchen  der  Mittelpunkt  der  Sehne  beschreibt, 

ist  aber  nach  Art.  201    d  =  1  (p'  —  p")  c=3  '^^^^—  . ,  — ,.. 

oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten  mit  dem  Centrum  als  Anfangspunkt 
b^a^  +  a^ß^  :=:  6'^oa.  Daher  ist  die  Gleichun^f  des  gesuchten  Ortes 
a^b^  {x  +  c)2  +  (««  +  c^)  y^  =  b'^c  (a«  +  c^)  (x  +  c). 

Au  fg.  13.    Wenn  9  der  Winkel  zwischen  den  von  einem  Punkte  P 

^^  p  an  die  Ellipse  gezogenen  Tangenten  \sU 

und  Q ,  p'  die  Entfernungen  dieses  Punk- 
tes vom  Brennpunkt  bezeidmen,  so  soll 
bewiesen  werden»  dass 

-  4^» 

2p7 
Denn  nach  Art.  197  ist 

sinri>J^.sin/PJ^^g^^^^  =  ^ 

Aber  man  hat  cos  FPF^  —  cos  TPi  =  2  sin  TPF.stti  tPF, 
und  somit  2pp'  cos  FPF'  =  p^  +  p'^  —  4a^. 

Aufg.  1 4.  Wenn  man  die  Längen  der  Tangenten  von  Taus  durdi  t,  v\  die 
der  Brennstrahlen  von  /^ durch  p,  p'und  die  Längender  zu  den  Tangentenpani- 
lelen  Halbdurchmesser  mit  (f,  d' bezeichnet,  so  gilt  dieBelation  tT+d^=^Q(i. 

Aufg.  15.  Wenn  ein  Punkt  0  in  der  Ebene  eines  Kegeisdmitts  mit 
den  Brennpunkten  F^  F'  desselben  verbunden  wird  (oder  wenn  man  von 
ihm  Tangenten  an  einen  confocalen  Regelsdmitt  zieht) ,  und  die  Schnitt- 
punkte dieser  geraden  Linien  mit  der  Gurve  resp.  durch  /?,  R' ;  S^  ^be- 

zeichnet  werden,  so  ist  ^^  -  ^  =  ^  -  ^. 

Aus  der  quadratischen  Gleichung,  durch  welche  im  Art.  95  der  Ra- 
dius vector  bestimmt  ward,  geht  hervor,  dass  die  Differenz  der  reciproken. 
Werthe  der  Wurzein  für  solche  Werthe  von  $  die  nämliche  sein  muss,  für 
die  («11033 — «i3^Jcos*d-f-2(a33ai2""^is^3)^*^''*^+(^2^33""  ^m')**"^ 
odeTA^^cos^$+2A^2^os$sm$+A^2^\n^^i^^^' ^^^) denselben Werih  haL 
Diese  Grösse  hat  aber  offenbar  für  irgend  zwei  Werthe  von  $  den  nim- 
lichen  Werth,  \ffelche  den  Bichtungeil'von  Linien  entsprechen,  die  gegen 
die  beiden  Geraden  A^^x'^  +  2A^2^y'^  -^22 y^  ^=^  ^  gleich  geneigt 
Die  betrachtete  Function  ist  aber  gleich  Null  für  die  Bichtungen  der  bei- 
den Tangenten  durch  0  und  nach  Art.  197  sind  die  Tangenten  eines  con- 
focalen Kegelschnitts  aus  demselben  Punkte  gleichgeneigt  gegen  diese. 

Aufg.  16.  Wenn  man  als  entsprechende  Punkte  in  zwei  confocaleo 
Ellipsen  diejenigen  betrachtet ,  deren  Goordinaten  den  zugehörigen  Axen 
proportional  sind ,  so  sind  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
Normalen  einer  dritten  Ellipse,  die  sie  sämmtlich  halbirt 
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235.  Wir  geben  in  diesem  Artikel  einige  speciell  auf  die 
Parabel  bezäglichen  Aufgaben. 

Der  Leser  wird  keine  Schwierigkeil  darin  finden,  unter  den 
Beispielen  des  vorigen  Artikels  diejenigen  zu  erkennen,  deren 
Beweise  sich  auch  auf  die  Parabel  anwenden  lassen. 

Äufg,  1.  Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkls  der  zwei  Tan- 
genten in  den  Punkten  [x^  y)^  {x\  y')  der  Parabel  y'^  ^=px  zu  be- 
stimmen. 


t  it 


Aufl.  y=^^.  x^yf. 

Aufg.  2.  Mao  soll  den  Ort  des  Durchschniltspunktes  des  vom 
Brennpunkt  auf  eine  Tangente  gefflilten  Perpendikels  mit  der  Geraden 
finden,  welche  den  Scheitel  mit  dem  Berührungspunkt  verbindet. 

Aufg,  3.     Die  Höhenperpendikel  des  durch  drei  Tangenten  einer 
Parabel  gebildeten  Dreiecks  schneiden  sich  in  der  Direclrix. 
Die  Gleichung  einer  dieser  Senkrechten  ist  nach  Art.  32 

sie  nimmt  durch  die  Division  mit  {v"  —  y'\  die  Form 

^  +  f)-^  +  V  -  ^^^-+^-^  =  0 

an.  und  man  erkennt  aus  der  Symmetrie  der  Gleichung,  dass  die  drei 
fraglichen  Senkrechten  sich  in  der  Directri^  in  der  Höhe 

y  =  ?yO_  +  yJLV+y^     schneiden. 

Aufg.  4.  Der  Inhalt  des  durch  drei  Tangenten  einer  Parabel  gebil- 
deten Dreiecks  ist  die  Hälfte  von  dem  Inhalt  des  Dreiecks,  welches  durch 
die  Verbindungslinien  ihrer  Berührungspunkte  gebildet  w^ird. 

Substituiren  wir  die  Coordinaten  der  Ecken  des  Dreiecks  in  die 
Formel  des  Art.  36,  so  finden  wir  fär  den  letzt  bezeichneten  Inhalt  den 

Ausdruck  «^  (y'  —  y")  (y"  —  y")  [y"  —  y)  und  für  den  ersleren  die 

UälAe  derselben  Grösse. 

Aufg.  5.  Bestimme  den  Radius  des  Kreises,  welcher  einem  der 
Parabel  eingeschriebenen  Dreieck  umgeschrieben  ist. 

Der  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises  eines  Dreiecks,  welchem  die 

Seitenlangen  ^,ß,/*und  den  Inhalt  |^ besitzt,  wird  durch  ^  ausgednlckt. 

Wenn  aber  d  dieL&nge  der  Seime  zwischen  den  Punkten  \^'\y")f{x'\y") 
and  ^  der  Winkel  ist,  welchen  diese  Sehne  mit  der  Axe  macht,  so  ist 
oflenbar  d  sin  tf  c=s  y'  ^  y^.  Durch  Einsetzen  des  in  der  letzten  Auf- 
gabe abgeleiteten  Ausdrucks  für  den  Inhalt  ergiebt  sich  der  fragliche 

Halbmesser  R  s=  -— : — ur-r— i#-  -. — ^n.   Wir  können  diesen  Radius  auch 

2  sin  $   sin  9    sin  $ 

durch  die  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  parallelen  Brennpunk Is-Sehnen  aus- 
drücken ;  denn  nach  Art.  201,  Aufg.  2  ist  die  Länge  einer  Sehne,  welche 
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t     H     rh 


f%  ik  c  c    c 

den  Winkel  $  mit  der  Axe  bildet,  c  =  -.  ^i.     Also  Br  =  — — - 

Aus  Art. 220  crgiebt  sich,  dass  Cy  c\  c"  ^'^  Parameter  der Darchmesser 
sind,  welche  die  Seilen  des  Dreieclis  halbiren« 

Aufg,  6.  Drücke  den  Radius  des  Kreises,  welcher  dem  von  drei 
Tangenten  einer  Parabel  gebildeten  Dreieck  umgescfaneben  ist,  inPunctioa 

der  Winkel  aus,  welche  dieselben  mit  der  Axe  bilden.    ' 

»   tt   itt 

Aufl.     R  =  Q   .    a^   Z'  A^/   .   fl>/^  oder  Ä^  =  ^  f .  ^   wenap,/, 
'  8  sin  9  sin  Ö    sinö  64 ;>  '^"^ 

p'^  die  Parameter  derjenigen  Durchmesser  sind,  welche  durch  die  Beräb- 
rungspunkte  der  Tangenten  gehen.   (Art.  220.) 

Äufg,  7.  Bestimme  den  Winkel,  welchen  die  zwei  vom  Punkte 
[x\  y)  an  die  Parabel  ^'^  =  4m^  gezogenen  Tangenten  bilden. 

Die  Gleichung  des  Tangentenpaares  wint  wie  im  Art.  110  ermittelt 
und  ist  {y"^  —  4ma;')  [y^  —  4ina:)  =  fyy'  —  2m{x  +  nc)  |l 

Die  Gleichung  zweier  durch  den  Goordinatenanfangspunkt  zu  ihnen 
gezogeneu  Parallelen  ist  alsdann  xy^  —  yxy  +  ma?^  =  0,  und  der 
von  denselben  eingeschlossene  Winkel  wird  nach  Art.  87  durch 

tan  flp  =  —^—f—. bestimmt. 

Äufg.  8*  Den  Ort  derDurchschnittspunkle  derjenigen  Tangenten  einer 
Parabel  zu  bestimmen,  weiche  sich  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneiden. 

Aufl.     Die  Hyperbel 
y^ — 4ma:=  (a:  +  m)^tan*9  oder  y^  +  (x  —  mY  :=  (o:  +  mf-  secV 

Aus  der  letzteren  Form  der  Gleichung  geht  hervor,  dass  die  Hy|>e^  , 
bei  denselben  Brennpunkt  und  die  nämliche  Dircctrix  wie  die  Parabel  U- 
sitzt,  und  dass  ihre  Excentricität  =  sec  9  ist. 

Aufg.  9.  Den  Ort  des  Fusspunktes  der  Senkrechten  zu  iiestimoeD. 
welche  vom  Brennpunkt  einer  Parabel  auf  die  Normale  gefällt  wird. 

Die  Länge  der  Senkrechten  von  (m,  0)  auf 

2m[y  —  y)  +  y  [x  —  x')  =  0 

ist  -^'^^^^  =  y^x[x   +  m)  } .     Wenn   aber  Ö  der  duixrh  die 
Senkrechte  mit  der  Axe  der  x  gebildete  Winkel  ist  (Art.  220).  so  ist 

-■»  «=  /(tt^^)'  <=«''«  =y(x-+-„;)'  ""•'  •»'«  P»'"-«""- 

chung  des  Ortes  ist  daher  q  =  — ttö'  ^*^  liefert  die  Gleichung  y^=«^ 

für  Gartesische  Goordinalen. 

Aufg.  10.  Die  Goordinalen  des  Punktes  zu  finden ,  in  weldietn  die 
den  Punkten  (x\  v')»  (^'\  v)  entsprechenden  Normalen  sich  schneiden. 

Aufl.     a;  ~  ^  m  -h  ^^^  ,   y  —  g^. 

Wenn  durch  a,  ß  die  Goordinaten  des  Durchschniltspunktes  der  ent- 
sprechenden Tiingenten  bezeichnet  sind  (Aufg.  1),  so  hat  man  auch: 

a:  =  2m  +  =-— a,     y= =^« 


m  '      "  m 


1 
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Äufg.  11.  Man  bestimme  die  Coordinaten  derjenigen  Punlile  der 
Carve,  deren  Normalen  durch  den  gegebenen  Punkt  xi/  gehen. 

Indem  man  zwischen  der  Gleichung  der  Gurve  und  der  der  Normale 
auflöst,  erhält  man  2y^  +  (p*  —  2px)  y  ==^  p'^y  und  die 'drei  Wur- 
zeln sind  daher  durch  die  Relation  y^  -^r  y^  '\'  y^'=^^  verbunden.  Die 
geometrische  Bedeutung  derselben  besteht  darin ,  dass  die  Verbindungs- 
linie Yon »zweien  dieser  Punkte  und  die  Gerade,  welqlie  den  dritten  mit 
dem  Scheitel  verbindet,  gleiche  Winkel  mit  der  Axe  der  x  bilden. 

Äufg.  12.  Finde  den  Ort  des  Durchschnittspunkts  der  Normalen  in 
den  Endpunkten  der  durch  [x\  y)  gehenden  Sehnen. 

Wir  haben  dann  die  Relation  ßy  =^2m  [x'  -^r  ^)%  ^^^  erhalten 
durch  die  Substitution  des  aus  dieser  Relation  abgeleiteleii  Werthes  von  a 
in  die  Resultate  der  10.  Aufgabe 

2mx  +  ßy  =  4m«  +  2j5«  +  2mx\  2m^y  =  2ßmx  -  ß^y; 
sodann  durch  Elimination  von  ß 
2  /2«(y — y')  ^^y'^x-^x')  J.*=  {4m  x —  y'^)  {yy  +  2x'x  —  4m  ar' —  2x'^) 

die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe  zu  der  Senkrechten  von  dem 
Punkte  auf  seine  Polare  parallel  ist.  Wenn  die  Sehnen  einer  festen  Gera- 
den parallel  smd,  so  reducirt  sich  der  Ort  auf  eine  gerade  Linie,  wie  es 
auch  gemSss  Aufg.  11  sein  muss. 

Äufg,  13.  Finde  den  Ort  des  Durchschnittspunkts  der  zu  einander 
rechtwinkligen  Normalen« 

In  diesem  Falle  ist 

a=  —  m,  a:  =  3m+— ;    y  =:  ß;  y'^  =s  m{x  —  3m). 

Aufg,  14.     Man  soll  aus  den  Längen  zweier  Tangenten  a  und  b 
und  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  m  den  Parameter  finden. 
Man  ziehe  den  die  Berährungs-Sehne  halbircnden  Durchmesser,   so 

ist  der  Parameter  desselben  p'  ==  ^  und  der  Hauptparameter  ist 

1/ '  sin    9  s^  y 

;»=  ' =  -T^>  wo  s  die  Länge  der  vom  Durchschniltspunkt 

der  Tangenten  auf  die  Sehne  gefällten  Senki^echten  ist.    Aber 

2$y  ==  ab  sin  q>  und  16a:*  =  a*  -f-  6*  4-  2a6  cos  co; 

also  p  ==  T-ri»  rt  I  o~7 \l'    (Art-  215.) 

^         (fl*  +  6*  -(-  2 ao  cos  Q>)  t      \  ' 

Aufg.  15.  Zeige  aus  der  Gleichung  des  einem  Tangentendreieck 
der  Parabel  umgeschriebenen  Kreises,  dass  er  durch  den  Brennpunkt  der 
Cunre  geht. 

Die  Gleichung  des  einem  Dreieck  umgeschriebenen  Kreises  ist  nacii 
Art.  154  x^x^  sin  A^^  +  x^x^  sin  A^  +  x^x^  sin  ^^3  =  0;  das  abso- 
lute Glied  in  dieser  Gleichung  wird  durch  Einführung  der  Werlhe  gefunden, 
welche  die  Symbole  a;|,  a:^,  0:3  vertreten  {x^  =:ar  co«  a,  -(-y  sin  «j  — P|,  etc.) 

PxPt  «n  («2  —  «3)  +  PzPi  «n  K  —  «1)  +  PxPi  «»  (''i  —  «2)- 
Wenn  aber  die  Linie  x^  eine  Tangente  der  Parabel  ist  und  der  Ur- 
sprung der  Brennpunkt,  so  ist  (Art.  227)  p  =  und  das  absolute  Glied 
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i  siu  («« — aJcosofi  +sin(öf« — cr|)cosao+sm  (or,  — «oleosa,!, 

cos  «1 008^2  cos  0(3 1         V    ^    .       3/  1    •  V    3  1/  J   I  VI  ^  3|» 

d,  h.  mit  Null  idenlisch. 

Aufg^  16.  Finde  den  Ort  des  Durchschnittspunkts  der  Tangenlen 
der  Parabel,  wenn  gegeben  ist  entweder  1.)  das  Produet  der  Sinus  oder 
2.)  das  der  Tangenten ,  3.)  die  Summe  oder  4.)  die  DifTerenz  der  Colao- 
genten  der  Winkel ,  die  sie  mit  der  Axe  bilden. 

Im  ersten  Falle  ein  Kreis,  im  zweiten  eine  gerade  Linie,  im  drillen 
eine  gerade  Linie ,  im  vierten  eine  Parabel. 

236.   Wir  schliessen  einige  vermischte  Beispiele  an. 

Aufg.  1.  Wenn  eine  gleichseitige  Hyperbel  einem  Dreieck  umge- 
schrieben ist,  so  geht  sie  auch  durch  den  Durchschnillspunkt  seiner  llöheo. 

Die  Gleichung  eines  Kegelsdinitls,  welcher  die  Axen  in  gegcbeneD 
Punkten  schneidet,  ist  (Aufg.  1 ,  Arl.  114) 

(jLfix^  +  2  aj2  ^y  +  ^^'  y^ — f*  i*'(^  +  ^0  ^' — ^^\c'  H"  i"*')  y  +  iiiV/=o. 

Für  rechtwinklige  Axen  repräsentirt  diese  Gleichung  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  (Art.  182),  wenn  Xk'  c=  —  fi(i   ist. 

Wenn  daher  eine  Seite  des  gegebenen  Dreiecks  und  die  von  der 
Gegenecke  auf  sie  geßllte  Senkrechte  zu  Axen  genommen  werden,  so 
sind  die  Abschuiltc  l,  k\  fi  gegeben  und  fi  ist  daher  auch  liekannl;  die 
Curve  schneidet  aber  die  Senkrechte ,  d.  i.  die  Axe  der  y  in  dem  feslen 

Punkt  y  = ,  welcher  nach  Aufg.  7,  Art.  32  der  Durchschnitlspunkl 

der  Höhen  im  Dreieck  ist. 

Aufg.  2.  Welches  ist  der  Ort  der  Gentra  der  gleichseitigen  Hypc^ 
beli^welche  durch  drei  gegebcrie  Punklc  möglich  sind? 

Aufl.  Der  Kreis,  welcher  durch  die  Mittelpunkte  der  Seiten  des  Drei- 
ecks jener  Punkte  geht.    (Vergl.  Aufg.  3,  Art.  114.) 

Aufg.  3.  Man  soll  für  einen  durch  die  allgemeine  Gleichung  ge- 
gebenen Kegelschnitt  die  Bedingung  ermitteln,  unter  welcher  der  Pol  der 
Axe  X  (y)  in  der  Axe  y  {x)  liegt. 

Sie  ist  012033  =  *'23«i3* 

Aufgt  4.  Wenn  in  einem  Dreieck  jede  Ecke  der  Pol  der  Gegenseile 
in  Bezug  auf  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  so  geht  der  dem  Dreieck  um- 
geschriebene Kreis  durch  das  Cenlrum  der  Gurve*). 

Wenn  die  Relation  der  Aufgabe  3  besteht,  so  ist  die  Gleichung  dej 
Kreises  durch  den  Pol  jeder  Axe  und  den  Goordinatenanfangspunkl 

fljjl^'  +  2a:y  cos  a>  +  y^)  +  a<^^x  +  a^^y  z=zO      oder 
x{a^2^+a22y  +Ö23)  +y(«ii^+«i2y+«i3)— («n+«22— 2aj2COS0)a^=O, 
eine  Gleichung,  welcher  oflenbar  durch  die  Coordinalen  des  Centrums  ge- 
nügt wird,  vorausgesetzt,  dass  wir  haben  a^^  +  «22  ==^  ^äjj  cos  «,  d.  Ii. 
vorausgesetzt,  dass  die  Curve  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist.  (Art.  87, 182.) 

Aufg,  5.  Ein  durch  das  Centrum  einer  gleichseitigen  Hyperbel  und 
durch  zwei  beliebige  Punkte  beschriebener  Kreis  geht  auch  durch  den 

*)  Dies  ist  ein  specieller  Fall  eines  im'  atttbat^i»  Kapitel  lu  be- 
weisenden Satzes, 
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Diurchschnitlspunkt  der  geraden  Linien,  welche  durch  jeden  dieser  Punkte 
parallel  zur  Polare  des  andern  gezogen  werden  können. 

Aufg,  6.  Wenn  auf  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts  Punkte  A 
und  B  so  gewählt  werden,  dass  AB  constant  ist,  welches  ist  alsdann  der 
Ort  des  Durchschnittspunkts  der  von  A  und  B  an  den  Kegelschnitt  ge- 
legten Tangenten? 

Die  Gleichung  des  Paares  von  Tangenten,  welche  vom  Punkte  xy 
an  den  durch  die  allgemeine  Gleichung  gegebenen  Kegelschnitt  gehen,  ist 
in  ArL  124  gefunden  worden ;  für  die  Substitution  ^  =:  0  erhalten  wir 
aus  ihr  eine  quadratische  Gleichung ,  deren  Wurzeln  die  von  ihnen  gebil- 
deten Abschnitte  in  der'Axe  der  x  sind. 

Indem  wir  die  Differenz  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  bilden  und 
sie  einer  Constanten  gleich  setzen ,  erhalten  wir  die  Gleichung  des  Ortes ; 
sie  ist  im  Allgemeinen  vom  4.  Grade.  Für  ^i^^=^(i\\(i2z  berührt  jedoch  die 
Axe  der  x  den  gegebenen  Kegelschnitt,  und  die  Gleichung  des  Ortes  wird 
durch  y^  theilbar  und  reducirt  sich  dadurch  auf  den  zweiten  Grad.  Mit 
Oilfe  derselben  Gleichung  würden  wir  auch  den  Ort  des  Diirchschnitts- 
pnnktes  der  Tangenten  finden,  wenn  die  Summe,  das  Product  u.  s.  w. 
der  in  der  Axe  gebildeten  Abschnitte  gegeben  wäre. 

237.  Es  ist  Tortheilhaft,  die  Lage  eines  Punktes  in  einer 
Curve,  wenn  möglich,  durch  eine  einzige  unabhängige  Ver- 
änderliche auszudrücken,  statt  durch  die  zwei  Coordinaten  x\  y\ 
So  ist  es  im  Falle  der  Ellipse  von  grossem  Nutzen  für  die  Dis- 
cussion  ihrer  Eigenschaften,  eine  ähnliche  Substitution  zu  macüf'on, 
wie  die  in  Artikel  132  in  dem  Fall  des  Kreises  angewendete. 
Wir  nehmen   an  a:'  =  a  cos  g),    y  =h  sin  q),   eine  Substitution, 

welche  ofifenbar  mit  der  Gleichung  der  Ellipse  (-j    -j-(^j  =  l 

Terträglich  ist. 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Winkels  9  ist  leicht  zu  er- 
kennen. Wenn  wir  einen  Kreis  über  der  grossen  Axe  als  Durch- 
messer beschreiben,  und  die  Ordinate 
in  P  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem 
Kreise  in  Q  verlängern,  so  ist  der  Winkel 
QCL=ztp,  denn  CL  =  CQ.  cos  QCL, 
oder  x'  t=z  a  cos  g>; 


und 


PL=-QL 
a 


(Artikel  171),   und  weil  QL  =  a  sin  q>, 
y  =  0  sm  (p% 
238.   Wenn  durch  P  eine  Parallele  PN  zum  Radius  CQ  ge- 

Saliiion,  Anal.  Gcom.  d.  Kcg>clschn.  2.  Anfl.  17 


V 


lY 


^ 
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legt  wird,    so  ist  PM :  CQ  =  PL:  OL=^b:a;   aber  CQ=:a, 
daher  PM=b.      PN,  parallel  zu  CQ,  ist  übrigens  =  «. 

Wenn  also  von  irgend  einem  Punkte  der  Ellipse  eine  Linie 
=  a  bis  zur  kleinen  Axe  gezogen  wäre,  so  ist  der  durch  die 
grosse  Axe  in  ihr  bestimmte  Abschnitt  =  b.  Würde  die  Ordi- 
nate PQ  bis  zum  ferneren  Durchschnitt  Q'  mit  dem  Kreise  verlän- 
gert, so  crgiebt  sich  ebenso,  dass  in  einer  durch  P  zum  Radius 
CQ'  gezogenen  Parallelen  von  den  Axen  Theile  von  conslanter 
Länge  abgeschnitten  werden.  Wenn  daher  umgekehrt  eine  Linie 
MN  von  constanter  Länge  sich  zwischen  den  Schenkeln  eines 
rechten  Winkels  forlbewegt,  und  ein  Punkt  P  so  genommen  ist, 
dass  3fP  constant  bleibt,  so  beschreibt  P  eine  Ellipse,  deren  Axen 
=  MP  und  NP  sind.  (Vergl.  Art.  49,  Aufg.  12.) 

Nach  diesem  Princip  ist  ein  Instrument  zur  Erzeugung  der 
Ellipse  durch  eine  continuirliche  Bewegung  construirt  worden, 
welches  man  den  elliptischen  Zirkel  genannt  hat.  CJ,  Cb' 
sind  zwei  feste  Lineale,  MN  ein  drittes  Lineal  von  constanter 
Länge,  welches  so  beweglich  ist,  dass  seine  Endpunkte  die  Linien 
CA,  CD'  durchlaufen;  alsdann  beschreibt  ein  in  einem  Punkt  Ton 
MN  befestigter  Stift  eine  Ellipse.  Wenn  der  Stift  im  Mittelpunkt 
von  MN  befestigt  ist,  so  beschreibt  er  einen  KreL«;. 

239.  Die  Betrachtung  des  Winkels  tp  liefert  eine  einfache 
Methode  zur  geometrischen  Construction  des  Durchmessers,  wel- 


_  y 


eher  einem  gegebenen  conjugirt  ist,   denn  lan  d  = 

b'' 


X 


h 

-tan^. 

a 


Also  wird   die  Relation  lan  Ö  tan  ö'  =  — .  -.  (Artikel  178)  lu 


w 


lan  g?  lan  9'  =  —  1  oder  q>  —  9'  =  90®. 

Wir  erhalten  also  die  folgende 
Construction,  utn  den  zu  irgend 
einem  gegebenen  conjugirlco 
Durchmesser  zu  ziehen:  Man  ver- 
längere die  Ordinate  des  gegebenen 
Punktes  P  bis  zum  Durchschnitt  *i 
mit  dem  über  der  grossen  Axe  be- 
schriebenen Halbkreis,  ziehe  CQ  nnd 
errichte  CQ'  senkrecht  zu  ihm;  dann 
bestimmt  die  von  (Jf  auf  die  Axe  gefällte 
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Senkrechte  einen  Punkt  P  der  Ellipse,   welcher  dem  fraglichen 
conjugirten  Durchmesser  angehört. 

Aach  köanen  auf  diese  Weise  die  in  Artikel  ISO  gegebenen 
Coordinat^n  von  P  leicht  gefunden  werden;  denn  aus 


// 


cos  ff  =  sin  q>  folgt  —  ==  4^ ,  und  aus 

a  0 


ti  sc 

g/  =  —  cos  w  sodann  -r-  = 

0  a 


Aus  diesen  Werthen  geht  auch  hervor'  dass  die  Dreiecke 
PCM^  PC^f  von  gleichem  Inhalt  sind. 

Äufg,  1.  Die  Längen  zweier  conjugirten  Halbdurchmesser  in  Func- 
tion des  Winkels  q>  auszudrücken. 

Aufl.     a^  =3  a^  cos^gp  -f-  6^  sin^^) ,  6'^  =  c?  sin^gp  +  6^  cos^gp. 

Aufg,  2.  Die  Gleichung  einer  Sehne  der  Ellipse  aus  den  Winkeln  q> 
und  9)'  zu  bestimmen.  (Vergl.  Art.  132.) 

Aufl,     —  cos  i  (go  +  gp')  +  y  sin  ^(gp  +  gp')  =  sos  ^(gp  —  gp'). 
Aufg,  3.  Drücke  in  derselben  Weise  die  Gleichung  der  Tangente  aus. 

QC  U  * 

Auß.     —  cos  gp  +    '-  sin  gp  =  1. 
a  b 

Aufg.  4.   Die  LSngc  der  zwei  Punkte  et,  ß  verbindenden  Sehne  zu 

bestimmen. 

Aufl.     P^  =  a^  (cos  cc  —  cos  j3)^  +  &^  (sin  a  —  sin  ß)'^. 

i>  =  2  sin  ^  (a — jS)  [a^  sin^^  (a  +  ß)  +  b^  cos^  {a  +  /3)]4. 

Aber  nach  Aufg.  1  rcprSsentirt  die  mit  dem  Exponenten  ^  behaf- 
tete Grösse  die  Länge  des  dem  Punkte  ^{u  -{-  ß)  conjugirten  Halbdurcb- 
messer,  und  nach  Aufgabe  2,  3  ist  die  Tangente  im  Punkte  \  {cc  +  ß) 
parallel  zu  der  die  Punkte  a,  ß  verbindenden  Sehne;  wenn  also  b'  die 
Länge  des  zur  gegebenen  Sehne  parallelen  llalbdurcJimessers  reprSsen- 
lirl.  so  ist  D  =  26'  sin  ^  (a  —  /5). 

Aufg.  5.  Den  Inhalt  des  durch  drei  Punkte  a,  ß,  y  gebildeten 
Dreiecks  zu  flnden. 

Nach  ArL  36  ist 

F  =  ab  /sin  (a  —  ß)  +  sin  {ß  —  y)  +  sin  (y  —  a)\ 

=a6  {2sin  i  {a  —  j3)cosi(a  — j3)  — 2sini(a— /3)cosi(a-l-/3— 2y)} 

=:  4  fl  6  sin  -^  (a  —  /S)  sin^(/5  — y)  sin  J^  (y  —  «), 

oder  der  Inhalt  =  2  a  &  sin  |^  (a  —  ß)  sin  ^  (^  —  y)  sin  ^  (y  —  «). 

Aufg,  6.  Wenn  die  llalbirungslinien  der  Seiten  eines  eingeschrie- 
benen Dreiecks  sich  im  Centrum  durchschneiden,  so  ist  dasselbe  von  con- 
stanter  Fläche. 

Aufg.  7.    Den  Radius  des  Kreises  zu  6nden,  welcher  dem  durch 

drei  Punkte  u.  ß.  y  bestimmten  Dreiecke  umschrieben  ist. 

•  /.       1,'/"/'" 
Der  fragliche  Halbmesser  ist  R  n=  -^  =  — r— ,  wenn  durch  ^f^^,/* 


2F  ab 

17* 


^ 
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*li 


,tt    ,*'f 


dieSeiten  des  von  den  drei  Punkten  gebildeten  Dreiecks  und  durch  b\h'\b' 
die  zu  ihnen  resp.  parallelen  Halbdurchmesser  bezeichnet  werden.  Be- 
deuten endlich  c\  c\  c'"  die  denselben  Seilen  resp.  parallelen  Brenn- 


punkls-Sehnen ,  so  ist  R^  = 


c  c  c 


4p 


(Art.  235 .  Aüfg.  5.) 


Aufg.  8.   Die  Gleichung  dieses  Kreises  zu  entwickeln. 
A^fl.  x^  +  y'^-^^^'!^cos^{a+ß)cos^{ß+  y)cosi(y  +  ff) 
_  2(5«-^  ^.^  i  (a  +  ft  sin  i  (15  +  y)  sin  i  (y  +  «)  = 

^1±A'  —  ^—  {cos  (a  +  ß)  +  cos  iß  +  y)  +  cos  (y  +  of)}. 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  leiclit  die  Goordinaten  seines  Ceo- 
Irums  bestimmen. 

Aufg,  9.  Der  Inhalt  des  durch  drei  Tangenten  gebildeten  Dreiecks 
ist  nach  Art.  Sd  ab  tan  i  («  —  j3)  tan  ^  {ß  —  y)  tan  i  (y  —  «). 

Aufg.  10.    Der  Inhalt  des  Dreiecks  von  drei  Normalen  ist 

_^  tan  i  (a  -  /3)  tan  i  (/5  —  y)  tan  ^  (y  -  «)x 

|sin  (ß  +  y)  +  sin  (y  +  «)  +  sin  («  +  /S)  }^: 
also  schneiden  sich  drei  Normalen  in  einem  Punkte ,  wenn 

sin  iß  +  y)  +  sin  (y  +  a)  +  sin  (a  +  /5)  ti=  0     ist. 
-/^w/*^.  11.'  Welches  ist  der  Ort  des  Punktes,  in  dem  der  Brcnnsirahl 
FP  den  Halbdurchmesser  des  Kreises  CQ  schneidet? 

Bezeichnen  wir  die  Ccntral-Goordinalcn 
von  P  durch  rr',  y\  die  von  0  durch  x,  |(, 
so  folgt  aus  deu  ähnlichen  Dreiecken  FOS^ 
FPM 

y    __     y     _,      &fliny    . 

a;  +  c  a7-^-c'  «(«  +  cos  ^) 
Weil  nun  g)  der  von  dem  Radius  veclor  des 
Punktes  0  mit  der  Axe  der  x  gei)il(iclc 
Winkel  ist,  so  erhalten  wir  die  Polar-Glci- 
chung  des  Ortes,  indem  wir  ^  cos  (p  für  s, 
Q  sin  g)  für  y  schreiben, 

— i =  —7 — r ^  oder  o  =  — 7—; rr 

c-f-QCOBtp         a(e -j- cos  (p)  ^         c  +  («  —  6}  cos  9 

Demnach  ist  der  Ort  eine  Ellipse,  von  welcher  C  der  eine  BreuD* 
punkt  ist,  und  man  kann  leicht  nachweisen,  dass  der  andre  mit  Fzusüin- 
menfällt.  (Art.  201.) 

Aufg.  12.  Die  Normale  des  Punktes  P  wird  bis  zum  DurclisckiU 
mit  CQ  verlängert,  welches  ist  der  Ort  des  Durchschnittspunktes? 

-^^--^  =  c2;  da  aber,  wie 
cos  9        Bin  fp 


Die  Gleichung  der  Normale  ist 


in  der  letzten  Aufgabe,  g  cos  9?  für  x  und  q  sin  q>  für  y  subsiiiuirt  ww^ 
den  kann ,  so  geht  dieselbe  in  («  —  b)  q  =  c^  oder  ^  c=  «  +  6  ül»cr. 
Der  fragliche  Ort  ist  daher  ein  mit  der  Ellipse  conccn Irischer  Kreis. 


J 
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Aufg.  13.    Man  zeige,  dass   tan  ^  Pi?'C=  l/ (  -^!^  jlan^yist. 

Aufg,  14.  Wenn  vom  Scheitel  der  Ellipse  ein  Radius  vector  nach 
einem  Punkte  der  Curve  und  durch  das  Centrum  eine  Parallele  zu  ihm  ge- 
zogen wird,  so  soll  man  den  Ort  des  Punktes  bestimmen,  in  welchem 
di^e  letztere  die  Tangente  des  Punktes  schneidet. 

Die  trigonometrische  Tangente  des  durch  den  Radius  vector  vom 

» 

Scheitel  mit  der  Axe  gebildeten  Winkels  ist  =  -t— —  ;   daher   ist   die 

a:   +  a 

Gleidiung  der  durch  das  Gentrum  gezogenen  Parallellinie 

y^  _^      y h  sin  qt       hl  —  cos  tp 

X         X  -\-a         a(l  -|-  cos  tp)         a       sin  9      ' 

oder  x  sin  9^  +  —  cos  m  =  — ;  sonach  wird  der  Ort  des  Durchschnitts 
b        ^    *    a         ^        a 

V  X  X 

dieser  Linie  mit  der  Tangente  ^  sin  9  +  —  cos  g)  =  1  durch  —  =  1 

repräsentirt,  d.  h.  der  fragliche  Ort  ist  die  Tangente  am  andern  Ende 
der  Axe. 

Dieselbe  Untersuchungsmethode  bleibt  anwendbar,  wenn  der  erste 
Radius  vector  durch  einen  beliebigen  Punkt  {x\  y)  in  der  Curvt;  gezogen 
ward;  man  substituirt  alsdann  a  und  b'  für  a  und  h,  und  der  Ort  ist 
die  Tangente  an  dem  diajnetral  entgegengesetzten  Punkt. 

Durch  den  nAmlichen  Punkt  der  Scheitcltangentc  gehen  auch  die 
Ilalbirungslinieu  der  Winkel ,  welche  die  Rrennstrahlen  eines  Punktes  mit 
der  Aie  x  bilden.  (Art.  234,  Aufg.  8.) 

240.  Die  Methoden  des  vorigen  Artikels  können  nicht  diJ'txt 
auf  die  Uyperbel  angewendet  werden. 

Wir  können  aber  für  dieselbe  die  Substitutionen  x=^a  sec  g>, 
ij  =  b  tan  g>  mit  ähnlichem  Vortheil  benutzen.    Sie  sind  statthaft, 

(:-y-(i)'='- 

Der  Winkel  q>  kann  geometrisch  dargestellt  werden,  indem 
man  eine  Tangente  MQ  vom  Fusspunkt  der  Ordinate  M  an  den 
über  der  Ilauptaxe  be- 
schriebenen Kreis  zieht; 
dann  ist  der  Winkel 
QCM  =  (p, 

Heil  CM=  CQ  .  sec  QCM. 

Wir  haben  auch 
QM  =  a  Un  (p,  und  PM  =  b  Un  (p,  d.  h.:  wenn  man  vom  Fuss- 
punkt einer  Ordinate  der  Hyperbel  eine  Tangente  zu  dem  über 
der  Hauptaxe  beschriebenen  Kreise  zieht,  so  ist  diese  in  einem 
constaoten  Verbältniss  zur  Ordinate. 


n 
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Aufg.  Wenn  man  einen  Punkt  iter  conjuglrlen  Uyperbcl  in  analog 
2ise  durch  y"  =  h  sec  y',  x"  =  a  tan  <p'  ausdrflckt,  so  soll  man  I«- 
iscn,  [lass  die  Endpunkte  conjugirler  Durchmesser  durch  die  charak- 
isljsche  Relation  <p  =  qi'  verbunden  sind. 

241.  Irgend  zwei  Figuren  heisseu  ähnlicb  und  in  ühu- 
:lier  Lage,  wenn  die  Radien  vecloren  der  ersten  van  einem 
wissen  Punkt  0  in  einem  constanten  Verhältniss  zu  den  parat- 
en Radien  vecloren  der,  znciLen  von  einem  andern  Punkt  « 
hen.  Wenn  es  möglich  ist,  zwei  solche  Punkte  0  und  o  zu 
den,   so   bann   man  darnach  unendlich  viele  andre  bestimmeD; 

einen  Punkt  C  wählt  und   oc  parallel  zu  OC 

und   im  consEantcn  Verbältaiss 

:  OP  zieht,  so   ist  in  den 

ähnlichen  Dreiecken  OCP  und 

/^\  !„  \  ocp  die  Linie  cp  zu  CP  pa- 

'/~~'         I '    "}  rallel   und  in   dem   gegebeneu 

Verhältniss.  Ebenso  kann  man 
von  jedem  andei'u  durch  c  ge- 
genen  Radius  vcctor  zeigen,  dass  er  za  dem  durch  C  gelegleo 
rallclen  Radius  vector  in  demselben  Verhältniss  steht.  Wenn 
ei  Centralkegel schnitte  einander  ähnlich  sind,  so  sind  alle 
u'clHnesscr  des  einen  proportional  den  parallelen  Durchmessen) 
s  andern,  weil  die  Rechtecke  OP.  OQ,  op.oq  den  Quadraten 
r  parallelen  Durchmesser  proportional  sind.    [Art.   112.) 

242.  Die  Bedingung  zu  suchen,  unter  welcher  zw«i 
Igelschnitte,  die  durch  die  allgemeinen  Gleichungen 
islimmt  sind,  ähnlicb  und  in  ähnlicher  Lage  sind, 
enn  der  Anrangspnnkt  der  Coordinaten  in  das  Centrum  il<'^ 
äten  Kegelschnitts  verlegt  wird,  so  ist  nach  Art.  163  das  O"^' 
at  des  Radius  vcctor  für  einen  Punkt  des  ersten  KegelscbuilL' 
jer  durch  a,^  cos^  S  +  2n,j  cos  S  sin  9  +  oj,  sin*  9  dividirlen 
instanten  gleich,  und  in  derselben  Art  ist  das  Quadrat  des 
i'allelen  Halbdurchmessers  des  zweiten  gleich  einer  andern 
instanten  dividirt  durch  »j/cus^S  +  ^On'  cos  $  sin  S-j-at^'stri- 

IS  Verhältniss  beider  ist  also  von  S  unabhängig  für  -il,=^  _ll  = -^-/ 

Zwei  Kegelschnitte  sind  demnach  ähnlich  und 
inlich  gelegen,  wenn  die  Coefricienten  der  höchsten 
Dtenzen  der  Veränderlichen   in  beiden  ubereinstini' 
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men  oder  nur  durch  einen  constanten  Factor  ver- 
schieden sind. 

243.  Es  ist  offenbar,  d^ass  die  Richtungen  der  Axen 
solcher  ähnlicher  Kegelschnitte  dieselben  sein  müs- 
sen, weil  die  grössten  und  kleinsten  Durchmesser  des  einen  pa- 
rallel den  grössten  und  kleinsten  Durchmessern  des  andern  sind. 
Wenn  der  Durchmesser  des  einen  unendlich  wird,  so  muss  auch 
der  parallele  Durchmesser  des  andern  unendlich  werden,  d.  h. 
die  Asymptoten  von  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden 
Hyperbeln  sind  parallel.  Dasselbe  folgt  aus  dem  Resultat 
des  letzten  Artikels,  weil  (Art.  164)  die  Richtungen  der  Asymptoten 
vollständig  durch  die  höchsten  Glieder  der  Gleichung  bestimmt  sind. 

Aehnliche  Kegelschnitte  haben  dieselbe  Excentricität,   denn 

5 —  muss  = «  o  —  s^^in.    Aehnhche  und  ähnlich  ge- 

legene  Kegelschnitte  können  also  auch  als  solche  definirt  wer- 
den, deren  Axen  parallel  sind  und  welche  dieselbe  Excentricität 
haben. 

Wenn  zwei  Hyperbeln  parallele  Asymptoten  ha- 
ben, st)  sind  sie  ähnlich,  denn  ihre  Axen  müssen  parallel 
sein,  weil  sie  die  Winkel  zwischen  den  Asymptoten  halbiren  (Art. 
103],  und  die  Excentricität  hängt  nur  von  dem  Winkel  ab,  den 
die  Asymptoten  einschliessen.    (Art.  175.) 

244.  Da  die  Excentricität  aller  Parabeln  dieselbe,  nämlich  die 
Einheit  ist,  \o  sind  alle  Parabeln  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen,  deren  Axen  dieselbe  Richtung  haben.  In  der 
That,  da  die  Gleichung  einer  Parabel  auf  ihren  Scheitel  bezogen 

^r=zpx  oder  (i=H— ,-a-  ist,   so  steht  jeder  Radius  vector  der 

sm    7 

einen  Parabt-l  zu  dem  ihm  parallelen  der  ändern  in  dem  con- 
stanten Verhältniss  p :  p\ 

Äufg.  1.  Wenn  in  einem  durch  den  festen  Punkt  0  gezogenen 
Radius  vector  eines  Kegelschnitts  OQ  \\\  einem  constanten  Verhältniss  zu 
Oi^  genommen  wird,  den  Ort  von  Q  zu  bestimmen. 

VVir  haben  in  die  Polarglcichung  nur  mp  für  q  zu  subslituircn,  und 
der  Ort  wird  als  ein  dem  ersten  Kegelschnitt  ahnlicher  und  ähnlich  gele- 
gener Kegelschnitt  gefunden. 

Der  Punkt  0  kann  das  Centrum  der  Aehnlichkcit  heider  Ke- 
gelschnitte genannt  werden ;  und  es  ist  offenbar  (s.  auch  Art.  145)  der 
Punkt,  wo  sich  gemeinschaftliche  Tangenten  der  zwei  Kegelschnitte  durch- 


L 
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schneiden;  weil,  wenn  die  Radien  vectoren  OP,  OP^  zum  ersten  Kegel- 
sclinilt  gleicli  werden,  auch  OQ,  0Q\  die  Radien  vectoren  des  anderi, 
gleich  werden  müssen. 

Aufg.  2.  Wenn  durch  ein  Gentrum  der  Aehnlichkeit  zweier  äho- 
1  icher  Kegelschnitte  ein  Paar  Radien  vectoren  gezogen  werden ,  so  sind 
die  Verbindungssehnen  ihrer  Endpunlite  entweder  parallel  oder  sie  durch- 
schneiden sich  in  der  Radicalaxe  der  Kegelschnitte. 

Diess  wird  genau  wie  in  Art.  146  bewiesen. 

Aufg,  3.  Die  dreien  ähnlichen  Kegelschnitten  entsprechenden  secb 
Gentra  der  Aehnlichkeit  liegen  zu  dreien  in  vier  geraden  Linien.  (Art.  147.} 

Aufg.  4.  Wenn  eine  gerade  Linie  zwei  ähnliche  und  concentrisclie 
Kcgelscimitte  scimeidet,  so  sind  die  zwischen  den  Kegelschnitten  enthal- 
tenen Abschnitte  gleich. 

Jede  Sehne  des  äussern  Kegelschnitts ,  welche  den  iunem  berührt, 
wird  im  Berülirungspunkte  halbirt. 

Diess  wird  in  derselben  Art  bewiesen,  wie  die  Sätze  derArl.204,205 
bewiesen  vninlen,  welche  specielle  Fälle  des  gegenwärtigen  Satzes  sind; 
denn  die  Asymptoten  einer  Hyperbel  können  als  ein  zu  ihr  ähnlicher 
Kegelschnitt  betrachtet  werden,  weil  die  höchsten  Glieder  in  derGleichong 
der  Asymptoten  dieselben,  wie  die  in  der  Gleichung  der  Curve  sind. 

Aufg.  5.  Wenn  eine  Tangente  in  F,  dem  Scheitel  der  Innern  von 
zwei  concentrischen  und  ähnlichen  Ellipsen ,  die  äussere  in  den  Punkten 
T  und  T'  schneidet ,  so  ist  jede  durch  V  gezogene  Sehne  der  Innern  die 
Hälfle  der  algebraischen  Summe  der  parallelen  Sehnen  der  äussern  durch 
T  und  r. 

Aufg.  6.  Der  Ort,  welchen  die  Schwerpunkte  aller  der  Dreiecke 
bestimmen ,  die  durch  die  Brennpunkte  und  einen  Punkt  in  der  Peripherie 
eines  Kegelschnitts  gebildet  werden,  ist  ein  dem  gegebenen  ähnlicher  und 
concentrischer  Kegelschnitt. 

245.  Zwei  Figuren  sind  ähnlich,  obwohl  nicht  in  ähn- 
licher Lage,  wenn  die  proportionalen  Badien  einen  constanteB 
Winkel  mit  einander  machen,  anstatt  parallel  zu  sein;  so  dass, 
wenn  wir  die  eine  der  Figuren  um  diesen  Winkel  gedreht  den- 
ken, sie  beide  denn  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sein  werden. 

Die  Bedingung  zu  finden,  unter  weicher  zwei 
durch  die  allgemeinen  Gleichungen  gegebene  Kegel- 
schnitte ähnlich  sind,  ohne  in  ähnlicher  Lage  zu  sein. 

Wii'  haben  nur  die  erste  Gleichung  zu  Axen  zu  tl*ansfo^ 
miren,  welche  mit  den  gegebenen  irgend  einen  Winkel  0  raacbeo 
und  zu  untersuchen,  ob  dem  0  ein  Werth  beigelegt  werden  kann, 
welcher  die  neuen  Coefficienlen  a^],  a^^*  ^2  ^^"  ^^^^'^  ^ii'>  ^1/'  ^^' 
proportional  macht.  Sei  aj^  =  ma|/,  a^2^^^  ^^]2>  022=''%* 
so   sahen  wir   für   rectanguläre  Axen  im  Artikel  165,  dass  die 
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Grössen  a,i  +  «22»  «11  ^'22  —  ^n    *lurch  Transformation  der  Coor- 
dioalen  unverändert  bleiben,  und  dass  also  aii+Ö22=''*(^ii'+^22')» 

«1I«22  —  .^12^  =  »»^(«11' «22'  —  «12'^)    ist. 

Demnach  ist  die  geforderte  Bedingung 

2  '       '  '2 

^11^22  ^12     .  ^11  ^22  ^12 

(«11   +  «22)^  («1/  +  «22')^ 

Für  schiefe  Axen  findet  man  in  derselben  Art  nach  Artikel 
166  die  Bedingung  der  Aehnlichkeit 

2  ■  '        ' '2 

''11^22  ■""   ^12  ^11  ^22  ^12 


("11  +  <^n  "~  2 ^'12  cos  ü>)2        (öj/  +  022'  —  2  «12'  cos  00)2 
Aus  den  Artikeln  87,  161  geht  als  die  geometrische  Bedeu- 
Uiiig  der  gefundenen  Bedingung  hervor,  dass  der  Winkel  zwischen 
den  reellen  oder  imaginären  Asymptoten  der  einen  Curve  gleich 
dem  Winkel  ist,  welcher  von  denen  der  andern  gebildet  wird. 

246.  Zwei  Curven  von  der  m^"^^  und  ;i**^"  Ordnung 
respective  durchschneiden  einander  in  mn  Punkten. 
Denn  wenn  man  x  oder  y  zwischen  den  Gleichungen  m^^  und 
n^^  Grades  eliminirt,  welche  die  Curven  darstellen,  so  ist  die 
dadurch  entstehende  Gleichung  in  der  einen  noch  darin  erschei- 
nenden Veränderlichen  vom  Grade  mn,  („Vorlesungen"  Art.  32.) 
Wenn  in  Folge  des  Verschwindens  von  einem  oder  mehreren 
Coeflicienten  der  höchsten  Potenzen  der  Veränderlichen  die  re- 
sultirende  Gleichung  unter  den  Grad  mn  herabgeht,  so  sind  die 
beiden  Corven  noch  immer  als  in  mn  Punkten  sich  durchschnei- 
dend zu  betrachten,  von  welchen  Punkten  jedoch  einer  oder 
mehrere  ini  Unendlichen  liegen.  (Vergl.  Art.  94.)  Wenn  so  die 
unendlich  entfernten,  wie  die  imaginären  Punkte  stets  mit  berück- 
sichtigt werden,  so  ist  es  wahr,  dass  die  zwei  Curven  einander 
stets  in  mn  Punkten  durchschneiden.  Insbesondere  schnei- 
den sich  zwei  Kegelschnitte  Immer  in  vier  Punkten. 
Im  nächsten  Kapitel  werden  wir  einige  der  Fälle  betrachten,  in 
welchen  Durchschnittspunkte  von  zwei  Kegelschnitten  in  unend- 
licher Entfernung  sind;  gegenwärtig  sollen  die  Fälle  betrachtet 
werden,  wo  zwei  oder  mehrere  von  ihnen  zusammenfallen. 

Weil  zwischen  vier  Punkten  sechs  Gerade  gezogen  werden 
können,  nämlich  12,  34;  13,  24;  14,  23,  so  sagen  wir:  Zwei 
Kegelschnitte  haben  drei  Paare  von  Durchschnitts- 
sehnen. 

247.  Wenn  zwei  der  Durchschnittspunkte  zusammenfallen,  so 


ri  »■ 
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berühren  die  Kegelschnitte  einander  und  die  gerade  Verbindungs- 
linie der  zusammenfallenden  Punkte  ist  ihre  gemeinschafliiche 
Tangente.  Die  Kegelschnitte  schneiden  einander  in  diesem  Falle 
in  zwei  reellen  oder  imaginären  Punkten  X,  M,  welche  vom  Be- 
rührungspunkte verschieden  sind. 

Die  Berührung  der  Kegeisclinitte  ist  eine  Berührung  der 
zweiten  Ordnung,  wenn  drei  ihrer  Durchschnittspunkte  zu- 
sammenfallen. In  diesem  Falle-  muss  einer  der  Punkte  X,  M  iiiil 
r  zusammenfallen;  z.  B.  weni^  der  Punkt  ^  sich  zum  Zusammeu- 
fallcn  mit  T  bewegt. 


Curven,  welche  eine  höhere  Berührung  als  der  ersten  Ord- 
nung haben,  heisren  oscuiirende  Curven  und  man  erkeniil, 
dass  Kegelschnitte^  welche  osculiren,  einander  in 
einem  andern  Punkte  schneiden. 

Die  Berührung  zweier  Kegelschnitte  ist  die  möglichst  engste, 
wenn  sie  vier  auf  einander  folgende  Punkte  gemeinschaftlich  haben. 
In  diesem  Falle  muss  die  Linie  LM  mit  der  Tangente  in  T  zu- 
sammenfallen. Die  Curven  haben  eine  Berührung  der  drit- 
ten Ordnung,  wenn  sie  vier  auf  einander  folgende  Punkte  gemciu 
haben.  Und  da  zwei  Kegelschnitte  nicht  mehr  als  vier  Punkte  mil 
einander  gemein  haben  können,  so  ist  diess  die  höchste  Ordnung 
der  Berührung,  welche  zwischen  zwei  verschiedenen  Kegelscbnitteo 
stattfinden  kann. 

So  sind  z.  B.  die  Gleichungen  von  zwei  Kegelschnitten,  welche 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehen  und  die  Axe  x 
zur  gemeinschaftlichen  Tangente  haben  (Art.  104), 

Und  wie  in  Aufg.  2,  Art.  189  ist 

X  {  (ö,i«22'  — «ll'«22)^  +  2  («12^22'— «12'«22)y  +  '^{^l^^z'—^Vi^T}}  =  ^^ 

die  Gleichung  eines  durch  ihre  vier  Durchschnittspunktc  gehenden 
Ortes.  Der  erste  Factor  stellt  aber  die  durch  die  beiden  zu- 
sammenfallenden Schnittpunkte  gehende  Tangente  dar ;  der  zweite 
bezeichnet  somit  die  durch  die  beiden  andern  Schnittpunkte  ge- 


j 


"•'GT«; 


Berührung  der  Kegelschniltc.  Art.  248.  267 

hende  Gerade  LM,  Für  «13  «22'  =  «i3'^22  S^^'  ^^^^*  ^^  durch  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die  Kegelschnitte  haben  also  eine 
Berührung  zweiler  Ordnung  mit  einander.  Wenn  überdiess  noch 
a^^a^2z==a ^2  022  ^^^>  ^^  reducirt  sich  die  Gleichung  von  LM  auf  x=^, 
LM  fallt  mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  zusammen  und 
die  Kegelschnitte  haben  eine  Berührung  dritter  Ordnung  mit 
einander.  Wenn  wir  in  diesem  letztern  Falle  durch  xMultipIicsition 
die  GoefQcienlen  von  y^  in  beiden  Gleichungen  identisch  machen, 
so  werden  auch  die  CoefOcienten  von  xy  und  von  x  einander 
gleich  und  die  Gleichungen  beider  Kegelschnitte  reduciren  sich 
auf  die  Form  Onir^  +  2ay2xy  +  «22^^  +  2a,3a;  =  0, 

a^xX^  +  2ax2xy  +  «22 y^  "+"  ^^13^  =^  ^• 

248.  Zwei  Kegelschnitte  können  eine  doppelte  Berührung 
mit  einander  haben,  wenn  die  Durchschnittspunkte  1;  2  und  wie- 
der auch  3,  4  zusammenfallen.  Die  Bedingung,  unter  welcher 
das  im  vorigen  Artikel  betrachtete  Paar  von  Kegelschnitten  sich 
noch  in  einem  zweiten  Punkte  berührt,  wird  gefunden,  indem 
man  die  Bedingung  ausdrückt,  unter  welcher  die  Linie  LM,  deren 
Gleichung  dort  gegeben  ist,  jeden  der  beiden  Kegelschnitte  be- 
röhrt. Oder  einfacher  wie  folgt:  Man  multiplicirt  die  Gleichun- 
gen respective  mit  «,.j'  und  a^^  und  subtrahirt;  der  Rest 

(«ii«i3'  —  «ii'^is)  ^^+  2  («li^ia'— «n'^i»)  ^y+{^n^i-3'-^2'i^[3)ff=0 
bezeichnet  das  Paar  von  Geraden,  welches  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  mit  den  Durchschnittspunkten  L  und  M  der  beiden 
Kegelschnitte  verbindet.     Diese   Geraden  fällen   aber   zusammen, 

wenn  («n«,;,' —  an'«i3)  (^22^1^— <^22<^iz)=(^\2^is —^n^vi)^  i^^- 

249.  Da  nun  ein   Kegelschnitt  so  bestimmt  werden    kann, 

dass  er  fünf  gegebenen  Bedingimgen  genügt  (Art.  92),  so  kann 
ein  Kegelschnitt  immer  gefunden  werden,  der  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt  und  drei  andere 
Bedingungen  erfüllt.  Soll  er  in  dem  gegebenen  Punkte  eine  Be- 
rührung zweiter  Ordnung  mit  ihm  haben,  so  kann  er  dabei  zwei 
andere  Bedingungen  erfüllen;  und  für  eine  Berührung  dritter 
Ordnung  erübrigt  die  Erfüllung  einer  weitern  Bedingung.  So  kann 
stets  eine  Parabel  gefunden  werden,  die  im  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  eine  Berührung  dritter  Ordnung  mit  dem  Kegelschnitt 
«,,ar'  +  2aj2iry  +  «22y'  +  2ai3a^=0  hat.  Nach  den  letzten  zwei 
Gleichungen  des  Art.  247  erhellt,  dass  man  nur  a^^  statt  a^^  zu 
setzen  hat,  wo  dj/ durch  die  Rclalion  01/022=^12^  bestimmt  ist. 


n 
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Wir  kdnoen  im  Allgemeinen  keinen  Kreis  be- 
breiben, der  eine  Berührung  der  drillen  Ordnung 
t  einem  gegebenen  Kegelschnitt  besitzt,  vei\  ivä 
dingungen  erfüllt  sein  müssen,  damit  diese  Gleichung  eioeo 
iia  repräseotire ;  oder  in  andern  Worten,  wir  können  durcb 
r  auf  einander  folgende  Punkte  eines  Kegelschnitts  keinen  Kreis 
«lyeiben,  weil  zur  Bestimmung  des  Kreises  drei  Punkte  hiu- 
Ehen.  Die  Gleichung  des  durch  drei  auf  einander  folgende  Punkte 
'  Curve  gellenden  Kreises  kann  man  aber  leicht  finden. 

Man  nennt  diesen  Kreis  den  osculircnden  oder  den  Krüm* 
lugskreis  der  Curve. 

Für  die  Kcgelschnittsgleichung  nie  vorher 
ir*  +  2ii|ja;y  +  aijy*  +  2n,ja;=0  und  unter  der  Voraussetzuug 
iefwinkliger  Coordinaten  ist  die  Gleicliung   eines  im  Anlaags- 
ikt  die  Curve  berührenden  Kreises  (Art.  119,  Aufg.  3) 
+  2xy  cos  (o'-(-  y*  —  2r  .sin  tä  y  =  0,    und   die   BcdingUli;. 
s  dieser  Kreis  osculirend  sei  (Art.  247),  ist 

«..,=  — ra,,siDO>,  oder  r  = —*)■ 

Die  Grösse  r  wird  der  Krtimniuugsradius  des  Kegd- 
uitts  im  Punkte  T  genannt. 

250.  UcD  Krümmungsradius  iit  einem  Punkte  eines  Cenlral- 
;clscliititts  zu  bestimmen. 

Um  die  Formel  des  letzten  Artikels  anzuwenden,  muss  die 
igente  in  diesem  Punkte  zur  A\e  der  t/  gemacht  werden.  Ndp 
die  auf  den  Durchmesser  des  Punktes  und  den  zu  ibm  coo- 

u'ten  bezogene  Gleichung    -^  -{-  ^  =  1  Zü  parallelen  Aieo 

cb    den    Punkt    selbst    transTormu't    durch    die    SuhsÜtulion 


*]  In  den  folgenden  Beispielen  bestimmen  wir  dio  absolate  OröiK 
Krümmangsrodius  oline  Rücksicht  auf  sein  Vorzeiclicn.  Du  'M- 
n  giebt  wie  gewöhnlich  den  Sinn  an,  in  welchem  der  Krümmniig)- 
ius  gemesaen  ist.  Denn  ea  entscheidet,  ob  die  gegebene  Corve  duicli 
m  Kreis  von  der  Gleichtmgsfoun  a^-|-2a!ycosm-{-^  +  2rxsina  =  0 
ilhrt  wird,  dessen  Centram  in  der  positiven  Axe  der  x  oder  d«u«ii 
itrum  in  der  negativen  Aie  der  x  liefet  (nnteres  Zcicbea).  Die  For- 
des  Textes  giebt  daher  einen  positiven  Kriimmungsradins,  wenn 
Concavität  der  Cnrve  nach  dem  positiven  'Binne  der  Axe  der  x  luvl 
3D  negativen,  wenn  sie  im  eutgegeng-es eisten  Sinne  gerichtet  ist. 
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ÄC          1/         2  cc 
X  +  a  für  X  und  wird  somit  -?5  +  ^  H -=0.   Nach  dem 

letzten  Artikel  ist  daher  der  Krümmungsradius  =  -j-z Aber 

a  sin  CO 

a  sin  o  ist  die  senkrechte  Entfernung  des  Centrums  von  def  Tau- 
fe'? fe'3 
gente,  der  Krümmungsradius  also  =  —  oder  (Art.  1 83)  =  — • 

'  251.  Dieser  Ausdruck  liefert  eine  einfache  Construction 
für  den  Krümmungs-Radius,  der  einem  beliebigen  Punkte 
der  Ellipse  entspricht. 

Wir  zeigten  im  Artikel  189,    dass  die  Länge  der  Normale 

hh'  h 

=  —  und  im  Art.  196,  dass  cos  il;  =  r?  ist;  wenn  ib  der  vom 
a  h 

brennstrahl  mit  der  Normale  gebildete  Winkel  ist;  diess  gestaltet 

N 
den  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser  um  in  r  =  — = — 

cos-*  -»/; 

Wenn  wir  daher  eine  Senkrechte  zur  Normale  in  dem  Punkte  er- 
richten, wo  sie  die  Axe  schneidet,  und 
ferner  im  Punkt  Q^  in  welchem  diese 
Senkrechte  den  Brennstrahl  trifft,  CQ 
senkrecht  zu  ihm  bis  zur  Normale  zie- 
hen, so  ist  C  das  Centrum  der  Krüm- 
mung und  CP  der  Krümmungs-Radius. 

252.  Eine  andre  Construction  kann  auf  die  Bemerkung  ge- 
gründet werden,  dass  die  Durchschnittssehnen  eines 
Kreises  mit  einem  Kegelschnitt  mit  der  Axe  des  letz- 
tern gleiche  Winkel  bilden.  Denn  weil  die  Rechtecke  un- 
ter den  Segmenten  der  Sehnen  gleich  sind  (Eukl.  III,  35),  so 
sind  es  auch  die  parallelen  Durchmesser  des  Kegelschnitts  (Ar- 
tikel 112)  und  dieselben  machen  also  mit  der  Axe  gleiche  Win- 
kel. (Art.  170.)  Nun  ist  in  dem  Falle  des  Krümmungskreises 
die  Tangente  in  T  (Fig.  p.  266)  die  eine  und  die  Linie  TL  die 
andre  Darchschnittssehne;  man  hat  daher  nur  TL  so  zu  ziehen, 
dass  sie  mit  der  Axe  den  näpilichen  Winkel,  wie  mit  der  Tangente 
Hldet;  alsdann  ist  der  durch  die  Punkte  P  und  L  beschriebene 
Kreis,  welcher  den  Kegelschnitt  in  T  berührt,  der  Krümmungskreis. 

Diese  Construction  zeigt,  dass  der  in  einem  Scheitel 
derCurve  osculirende  Kreis  eine  Berührung  der  drit- 
ten Ordnung  mit  ihr  hat. 


^ 
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Aufg,  1.  Man  soll  unter  Anwendung  der  Bezeichnungsweise  des 
excenlrischcn  Winkels  die  Bedingung  aufstellen,  unter  welcher  vier  Punkte 
a,  ß,  y,  S  \n  einem  Kreise  liegen. 

Die  Sehne,  welche  zwei  der  Punkte  verbindet,  muss  mit  einer  Seite 
der  Axe  denselben  Winkel  machen,  wie  die  die  beiden  andern  verbindende 
Sehne  mit  der  andern ;  die  Sehnen  sind  durch 

I  cos  i(a  +  /3)  +  I  sin  i(a  +  ß)  =  cos  1  (a  -  ffi. 

f  cos  {[y  +  ^)  +  I  sin  ^  (y  +  d)  =  cos  i  (y  —  ^.      . 

repräsentirt,  und  man  hat  somit    tan  -^  (er  -|-  ^)  +  ^n  K)'  +  ^)  =  ^< 
d.  i.    a  +  ^  +  y  +  d  =  0,  oder  =  2mn. 

Aufg.  2.  Bestimme  die  Coordinaten  dös  Punktes,  in  welchem  der 
osculirende  Kreis  den  Kegelschnitt  ferner  schneidet. 

Wir  haben  a  ==  j5  =2  y,  also  d  =  —  3 er,  oder  X  =  —5 %x, 

und     F  =  ^  —  3y . 

Aufg.  3.  Drei  Punkte  eines  Kegelschnitts,  der^n  osculirende  Kreise 
durch  einen  gegebenen  Punkt  der  Gurve  gehen ,  liegen  in  einem  Kreise, 
welcher  diesen  Punkt  enthalt  und  bilden  ein  Dreieck,  für  welches  das 
Centrum  der  Gurve  der  Durchschnittspunkt  der  Seilenhalbiruugslinien  ist 

Aus  dem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  6  der  osculirendeo 
Kreise  folgt  nach  der  letzten  Aufgabe  zur  Bestimmung  des  Beruhrungs- 

punktes    a  =  —  -r-,  und  da  der  sinus  und  cosinus  von  6  unverändert 

bleiben,  wenn  d  um  360^  vermehrt  wird,  so  ergiebt  sich  ebenso 

«=  —  v+   120»,    «=  —  1  +  240®.     Nach  der  ersten  Aufgabe 

liegen  diese  drei  Punkte  in  einem  durch  d  gebenden  Kreise. 

Wenn  wir  in  der  letzten  Aufgabe  X^  Y  als  gegeben  voraussetzen, 
so  ist,  weil  den  x\  y  bestimmenden  cubischen  Gleichungen  die  zweiten 
Glieder  fehlen,  die  Summe  der  dreiWerthc  von  x  und  y  respective  gleidi. 
und  daher  ist  nach  der  4.  Aufgabe  des  Art.  7  der  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  der  Durchschnittspunkt  der  llalbirungslinien  der  Seiten  des  durch 
die  drei  Punkte  gebildeten  Dreiecks.  Wir  erkennen  auch,  dass  die  Nor- 
malen in  diesen  Punkten  die  drei  Ilöhen  des  Dreiecks  sind  und  dass  sie 
sich  daher  in  einem  Punkte  schneiden.  Das  Dreieck  der  drei  Punkte  l»t 
constante  Fläche  für  alle  Punkte  derselben  Ellipse.    (Aufg.  6,  Art.  239.) 

253.  Den  Krummungs-Radius  der  Parabel  zu  be- 
stimmen. 

Aus  der  auf  einen  Durchmesser  und  die  Tangente  bezogenen 
Gleichung  der  Parabel  finden  wir  durch  dieselbe  Methode,  wie  in 

Art.  249,    r  =  r-V-.  (für  ö  als  den  Winkel  der  Axen),  oder  weil 

2  sm  ö  ' 

(Art.220.221)  Ä=^'  sin  0,  r  =  -.^^  -  =  -4".  da  t/z^SO'-« 

2  siii  *  9         cos*  * 


r 
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ist  (Art.  225) ;  die  in  dem  letzten  Artikel  angegebene  Construetion 

bleibt  daher  auch  für  die  Parabel  gültig. 

Aufg.  1.  lu  allen  Kegelschnitten  ist  der  Krfimmungs-Radius  gleich 
dem  Quotienten  aus  dem  Cubus  der  Normale  und  dem  Quadrat  des  Halb- 
durchmessers. 

Aufg.  2.  Drücke  den  KrQmmungs-Radius  einer  Ellipse  in  Function 
des  Winkels  aus,  welchen  die  Normale  mit  der  Axe  cinschliesst. 

Aufg.  3.  Bestimme  die  Längen  der  Seimen  des  Krümmungskreises» 
welche  durch  das  Gentrum  oder  den  Brennpunkt  eines  Gentralkegel- 
schnitts  gehen. 

Aufl.     — r-  und 

'  a  a 

Aufg.  4.  Die  Brennpunktssehne  des  Krummungskr.eises  für  einen 
Punkt  im  Kegelschnitt  ist  einer  Brennpunkts  -  Sehne  des  Kegelschnitts 
gleich,  welche  der  Tangente  in  dem  Punkte  parallel  gezogen  ist. 

Aufg.  5.  In  der  Parabel  ist  die  Brennpunkts-Sehne  des  Krümmuugs- 
kreises  dem  Parameter  des  durch  den  Punkt  gehenden  Durchmessers  gleich. 

254.  Die  Coordinaten  de»  Krümmungs-Centriims 
für  einen  Centralkegelschnitt  zu  bestimmen. 

Sie  werden  gefunden,  indem  man  von  den  Coordinaten  des 
Punktes  im  Kegelschnitt  die  Projectionen  des  Krümmungshalbmes- 
sers anf  die  Coordinatenaxen  abzieht.  Nun  ist  ofTenbar,  dass  die- 
ser Radius  zu  seiner  Projection  in  demselben  Verhältniss  steht, 
wie  die  Normale  zur  Ordinate  y.  Wir  erhalten  daher  die  Pro- 
jection des  Krümmungsradius  auf  die  Axe  der  y^  indem  wir  den 

h"^  y  b    y 

Radius  —  durch  4;  multipliciren,  =  —r~  ;  die  Ordinate  des  Krum- 

p  N         ^  b^ 

mungsmittelpunktes  ist  daher  =  — j^ — y,  d.  i.  weil  b"^=b^+-^y* 

b^  —  a^ 
ist,  r=  — -j —  y^.    In  gleicher  Art  ergiebt  sich  seine  Abr  cisse 


b^ 


d}  —  ft^ 


Wir  würden  dieselben  Werthe  erhalten  haben,  indem  wir  in 
Artikel  239,  Aufg.  8,  a  ==  /3  =  y  in  die  für  die  Coordinaten  des 
Centrams  erhaltenen  Ausdrücke  substituirten. 

Wir  bemerken  ferner,  dass  das  Centrum  des  einem  Dreieck 
umgeschriebenen  Kreises  der  Durchschnitt  der  Senkrechten  ist, 
welche  auf  den  Seiten  in  ihren  Mittelpunkten  errichtet  werden; 
dass  also,  wenn  das  Dreieck  durch  drei  auf  einander  folgende  Punkte 
der  Curvc  gebildet  wird,  zwei  seiner  Seiten  auf  einander  folgende 


-*Ö! 


<3 


»; 
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Tangenten  der  Curvc  und  die  Senkrechten  zu  ihnen  die  eol- 
sprechenden  Normalen  sind.  Das  Centrum  der  Krümmung 
irgend  einer  Curve  ist  daher  der  Durchschnittspunkt 
von  zwei  auf  einander  folgenden  Normalen. 

Wenn  wir  in  der  Aufgabe  4  des  Artikel  189  x  =  x"  =  J, 
y=2y'z=:  Y  einsetzen,  so  erhalten  wir  in  der  That  dieselben 
Werthe,  wie  die  eben  bestimmten. 

255.  Die  Coordinaten  des  Krummungs-Centrums 
bei  der  Parabel  zu  bestimmen. 

Die  Projection  des  Krümmungshalbmessers  auf  die  Aie  der 

iV  «' 

y  wird  wie  vorher  durch  Multiplication  seiner  Länge  -r-y^  mit  ^ 

i?cfunden,  und  ist  also  =   .  „  ^ ;   indem  wir  diese  Grösse  von  ^ 


abziehen,  erhalten  wir  die  Ordinate 


y-       y    -     ^i' 

tan**  9  p' 


(Art.  220).     Ebenso  ergiebt  sich  die'Abscisse 


X=  X  + 


=  x'  + 


p  +  4a:' 


Dieselben  Werthe  können 


2sin2ö7^'^    •  2 

aus  der  Auflösung  der  10.  Aufgabe  des  Art.  235  abgeleitet  werden. 
256.    Die    Evolute    einer    Curve    ist    der    Ort  der 
Krummungs-Centra  ihrer  verschiedenen  Punkte. 

Um  die  Evolute  eines  Centralkegelschnitts  zu  finden,  würden 
wir  die  Coordinaten  x\  y  durch  diejenigen  (o:,  y)  des  Krümmungs- 
mittelpunktes ausdrücken  und  die  erhaltenen  Werthe  in  die  Glei- 
ch 
chung  der  Curve  substituiren ;  wir  erhielten  so  (indem  wir  —  =  ^^ 


-"  -^  1 


Ebenso  wird  die  Gleicboßg 


^  =  5  schreiben) -J.+  |j 

der  Evolute  der  Parabel  gefunden  27py*  ==  16  (a;  —  ^p)*;  man 
nennt  diese  Curve  die  scmicubische  oder  auch  die  Neii'sche 
Parabel. 
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257.  Die  DifTercntial- Rechnung  erlaubt  auf  sehr  einfache 
Weise  die  Bestimmung  der  Tangenten  der  Curven  und  die  der 
Grösse  ihrer  Flächen  und  der  Länge  ihrer  Bögen.  Obgleich  wir 
von  ihrer  Symbolik  und  ihren  GründbegrifTen  in  diesem  Werke 
weiterhin  mehrfachen  Gebrauch  machen,  so  wollen  wir  doch  einige 
der  angedeuteten  Fragen,  insofern  sie  sich  eben  nur  auf  Kegel- 
schnitte beziehen,  hier  ohne  ihre  directe  Vermittelung' behandeln, 
mn  eine  Idee  von  der  Methode  zu  geben,  nach  der  solche  Fragen 
vor  der  Entdeckung  der  Differential-  und  Integral -Rechnung  be- 
handelt wurden. 

Wir  geben  damit  zugleich  ihren  analytischen  Begriffen  die 
geometrische  Basis.  Und  die  geometrische  Methode,  welche  wir 
zu  erläutern  gedenken,  besitzt  in  Bezug  auf  manche  Fragen  vor 
der  Analysis  den  Vorzug  der  Einfachheit  und  Strenge;  sie  hat 
noch  in  neuester  Zeit. zu  einzelnen  schönen  Ergebnissen  geführt 
(vergleiche  Artikel  272),  welche  bei  der  Anwendung  der  Differen- 
tial- und  Integral-Rechnung  nicht  gefunden  worden  waren. 

Wenn  ein  Polygon  von  gleichen  Seiten  einer  Curve  einge- 
schrieben ist,  so  nähert  sich  augenscheinlich  der  Inhalt  und  Um- 
fang des  Polygons  um  so  mehr  der  Gleichheit  mit  dem  Inhalt 
und  Umfang  der  Curve,  je  grösser  die  Zahl  der  Seiten  des  Poly- 
gons und  je  kleiner  damit  jede  einzelne  Seite  desselben  wird; 
gleichzeitig  nähert  sich  jede  Seite  des  Polygons  mehr  und  mehr 
dem  Zusammenfallen  mit  der  Tangente  der  Curve  in  dem  Punkte, 
in  welchem  sie  dieselbe  schneidet.  Wenn  die  Zahl  der  Seiten 
unendlich  gross  und  die  Länge  jeder  einzelnen  Seite  unendlich 
klein  geworden  ist,  so  fällt  das  Polygon  mit  der  Curve  zusanimen, 
und  die  Tangente  derselben  in  Jedem  ihrer  Punkte  wird  mit  der 
geraden  Verbindungslinie  zweier  unendlich  nahe  benachbarter 
Punkte  in  ihr  identisch. 

Ebenso  nähert  sich  Inhalt  und  Umfang  eines  umgeschriebenen 
Polygons  dem  Inhalt  und  Umfanjg  der  Curve  um  so  mehr,    je 

Salinon,  Anal.Geom.d.Kegrelsclin.  2.  Aufl.  23 


Iintes  Knpjlel.   ArL  258. 

Seiten  and  je  kleiner  jede  eiDzelne  Seile 
Iiert  sich  der  Durchschiiittspunkt  zweier 
io  mehr  dem  BerQhrungspunkl  eiuer  je- 
m  daher  zur  Untersuchung  des  Inhalu 
TAr  dieselbe  ein  angeschriebenes  qA&  um- 
t>slitulren,  dessen  Seitenanzahl  uneodtich 
inendlich  klein  sind,  und  man  kann  jede 
die  gerade  Verbindungslinie  zweier  un- 
r  Curve,  und  jeden  Punkt  der  Curve  ak 
EWeier  unendlich  nahen  Tangenten  der- 

Rlcfatung  der  Tangente  in  einem 
u  bestimmen. 

ige&chriebenes  regulires  Polygon.  Aul 
Dreiecke,  in  welche  es  durch  die  nacb 
seinen  Ecken  gehenden  Radien  zerlegt 
wird,  lässt  sich  dann  die  Bemerkung 
anwenden,  dass  der  Basiswinkel  OBA 
um  die  Hälfte  des  Winkels  an  der  Spilze 
kleiner  ist  als  ein  rechter  Winkel.  Wcdd 
alsdann  die  Zahl  der  Seiten  des  Poly- 
gons als  unendhch  gross  gedaclit  wird, 
so  dass  jede  einzelne  unendlich  klein 
sein  muBs,  so  wird  der  Winkel  an  der 
^ke  kleiner  als  jeder  angehbarc  Wukd. 
s  Kreises  bildet  daher  mit  dein 
gspunktcs  einen  rechten  Winkel 
Gelegenheit  zur  Anwendung  eines  Prio- 
mit  enthalten  ist,  nSmlich,  dass  zvei 
tle  Linien  von  gleicher  Länge  zu 
rechtwinklig    sind,    welche    ibrt 

nge  zweier  Kreise  stehen  in  des 
lien. 

;onc  von  gleicher  Anzahl  der  Seilei  in 
n  werden,  so  ergiebt  sich  aus  der  Aelm- 
einen  mit  denen  des  andern,  dass  ihre 
n  Vcrhältniss  der  Radien  hdder  Krei^ 
die  Umfange  beider  Polygone  und  W? 
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lieh  auch  die  beider  Kreise  als  die  Summen  solcher  Seiten,  wenn 
ihre  Anzahl  unendlich  gross  gedacht  wird,  in  demselben  Verhält- 
niss  stehen. 

Beisp.  3.  Der  Inhalt  eines  Kreises  ist  dem  Pro- 
ducta aus  dem  Halbmesser  in  den  halben  Umfang  des- 
selben gleich. 

Denn  der  Inhalt  jedes  der  Dreiecke  OAB^  welche  in  den 
vorigen  Aufgaben  betrachtet  worden  sind,  ist  das  Product  aus 
der  Hälfte  seiner  Basis  in  die  vom  Centrum  auf  dieselbe  gefällte 
Senkrechte ;  somit  ist  der  Inhalt  jedes  der  betrachteten  regulären 
Polygone  gleich  der  mit  der  senkrechten  Entfernung  einer  Seite 
desselben  multiplicirten  halben  Summe  seiner  Seiten.  Mit  der 
Vermehrung  ihrer  Anzahl  nähert  sich  ohne  Ende  der  umfang  des 
Polygons  dem  Umfang'  des  Kreises  und  jene  senkrechte  Entfernung 
einer  Seite  dem  Halbmesser  des  Kreises,  so  dass  die  Differenz 
zwischen  beiden  kleiner  als  jede  angebbare  Grösse  gemacht  wer- 
den kann.  Demnach  ist  das  ausgesprochene  Resultat  richtig  oder 
der  Inhalt  eines  Kreises  wird  durch  nr^  ausgedrückt. 

259.  Beisp.  1.  Die  Richtung  der  Tangente  in  einem 
Punkte  der  Ellipse  zu  bestimmen. 

Man  bezeichne  durch  P  und  P^  zwei  unendlich  nahe  Punkte, 
der  Curve,  so  dass  man  hat 
Nimmt  man  dann  FR  =:  FP  und 
F'E'  =  F'P^,  so  ist  P^R  =  PR\ 
Die  beiden  Dreiecke  PRP^  und 
PB^P^  besitzen  die  gemeinschaft- 
liche Basis  PP^,  die  gleichen  Ka- 
theten PR  und  PR^  und  nach 
dem  Princip  des  Art.  258  die  rechten  Winkel  PRP'  und  PR'P'; 
in  Folge  dessen  ist  L  PP^R  ==  L  P^PR'.  Unter  der  Voraussetzung, 
welche  wir  gemacht  haben,  dass  die  Punkte  P  und  P  unendlich 
nalie  sind,  ist  L  TPF  =  L  PPF,  weil  ihre  Differenz  unter  jeden 
angebbaren  Winkel  herabgebracht  werden  kann;  demnach  hat  man 
i  TPF  =  L  PPF^f  oder  die  Brennstrahlen  des  Berührungs- 
punktes machen  gleiche  Winkel  mit  der  Tangente. 

Beisp.  2.  Man  soll  die  Richtung  der  Tangente  in 
einem  Punkte  der  Hyperbel  bestimmen. 

Wir  haben  bei  der  nämlichen  Construction  wie  vorher 
PP  --  F^P—  FP  —  FP,    oder    PR  =  P'ä'.     Demnach  ist 

18* 


^^sr 


n 
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L  PPR  =  L  PP'li^    oder    die    Tangente    ist    die    innere  Hai- 

birungslinie  des  ^^^nkels  zwischen 
den  Brennstrahien  des  Beriihrungä- 
punktes. 

Beisp.  3.  In  derselben  Art  be- 
stimmen >vir  die  Richtung  der 
Tangente  in  einem  Punkte 
der  Parabel;  denn  wir  haben 
FP=zPN  und  FP'=PN'\  also  PR^P'S  oder  LN'P^P^LFI^P' 
Die   Tangente    halbirt    daher   den  Winkel   FPN,    welchen  der 

Brennstrahl  des  Berührungspunktes  mit  der  dorrh 
ihn  gezogenen  Parallellinie  zur  Axe  der  Parabel 
bildet. 

260.  Beisp.  1.  Man  soll  den  Inhalt  des 
parabolischen  Sectors  FVP  bestimmen. 
Weil  PS  =  PR  und  PN  =  FP  ist,  so  ist 
die  Fläche  des  Dreiecks  FPR  die  Hälfte  des 
Parallelogramms  PSNI/.  Wenn  wir  eine  An- 
zahl von  Punkten  P',  P",  u.s.w.  zwischen  FundP 
nehmen,  so  wird  die  Summe  aller  der  entsprechenden  Parallelo- 
gramme PSNN*  u.  s.  w.  der  Gleichheit  mit  dem  Inhalte  der 
Fläche  DVPN  um*  so  mehr  genähert,  je  naher  die  einzelnen 
Punkte  P  einander  sind;  ebenso  die  Summe  aller  Dreiecke  FPR 
der  Gleichheit  mit  dem  Inhalte  der  Fläche  des  Sectors  VFP. 
Demnach  ist  der  Inhalt  des  Sectors  PF  V  die  Hälfte  des  Inhalts 
von  D  VPN  und  somit  ein  Drittheil  des  Vierecks  DFPN, 

Beisp.  2.  Durch  analoge  Betrachtungen  bestimmt  man  den 
Inhalt  des  durch  eine  beliebige  gerade  Linie  abge- 
schnillenen  Segments  einer  Parabel. 

Man  zieht  den  Durchmesser  der  Parabel,  welcher  diese  ge 
rade  Linie  halbirt;  dann  ist  in  der  Figur  das  Parallelogramm  Ton 

der  Diagonale  PR^  dem  Parallelogramm 
von  der  Diagonale  Pßf  flächengleich,  irie 
aus  ihrer  Beziehung  zu  dem  Parallelo- 
gramni  TM'P'R'  und  seiner  Diagonale 
TP^  hervorgeht.  Die  Seite  TM  ist  aber 
durch  die  Curve  in  V  halbirt,  und  das 
Parallelogramm  von  der  Diagonale  P^' 
ist  demnach  die  Hälfte  von  dem  über  PR';  wenn  wir  daher  eine 
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Anzahl  von  Punkten  P,  P^  P",  u.  s.  w.  in  der  Curve  wählen,  so 
ist  die  Summe  der  Flächen  aller  Parallelogramme  wie  PM*  dop- 
pelt so  gross,  wie  die  Summe  aller  Parallelogramme  wie  PN*, 
imd  demnach  zuletzt  der  Inhalt  der  Fläche  V'  PM  das  Doppelte 
von  dem  Inhalt  der  Fläche  V' PN,  d.  i.  der  Inhalt  des  paraboli- 
schen Segments  V'PM  steht  zu  dem  Inhalt  des  Parallelogramms 
rjSPM  in  dem  Verhältniss  von  2:3. 

261.  Beisp.  1.  Der  Inhalt  einer  Ellipse  ist  gleich 
derajenigen  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser  das 
geometrische  Mittel  zwischen  den  Halbaxen  der  El- 
lipse isL 

Denn  thcilt  man  die  Ellipse  und  den  über  ihrer  grossen  Axe 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  durch  Parallelen  zur  kleinen 
Axe  in  schmale  Flächenstreifen,  so  ist  wegen  der  Relationen 
mb:  md  .=:  mb' :  md"  =  b  :  a  das 
Viereck  mbb'm  zu  dem  Viereck  mdini 
auch  in  dem  Verhältniss  b  :  a,  und  dem- 
nach die  Summe  aller  Vierecke  der  einen 
Reihe,  d.  h.  das  der  Ellipse  eingeschrie-  Ä\ 
bene  Polygon  CBbb'b" Äy  xu  dem  ent- 
sprechenden dem  Kreis  eingeschriebenen 
Polygon  CDdctdl' Ä  in  dem  i^ämlichen  Verhältniss.  Diese  Pro- 
portionalität besteht  für  jede  Anzahl  der  Seiten,  welche  man  den 
beiden  Polygonen  gebeq  kann;  lassen  wir  demnach  diese  Anzahl 
nobegrenzt  wachsen  und  gleichzeitig  alle  einzelnen  Seiten  unbe* 
grenzt  abnehmen,  so  erkennen  wir,  dass  der  Inhalt  der  Ellipse  zu 
dem  des  Kreises  in  dem  Verhältniss  b  :  a  steht,  so  dass  der  In- 
halt der  Ellipse  durch  den  Ausdruck  nab  bestimmt  wird. 

Man  beweist  durch  dieselben  Betrachtungen,  dass  die  Flächen 
zweier  Figuren,  deren  correspondirende  Ordinaten  zu  einander  in 
einem  bestimmten  Verhältniss  stehen,  das  nämliche  Verhältniss 
haben. 

Beisp.  2.  Jeder  Durchmesser  eines  Kegelschnitts 
balbirt  die  Curve. 

Die  Richtigkeit  des  Salzes  erhellt  sofort  aus  der  Betrachtung 
der  Trapeze,  in  welche  die  dem  Durchmesser  entsprechenden 
Ordinaten  die  Fläche  der  Curve  zerlegen;  weil  der  Durchmesser 
alle  ihm  entsprechende  Ordinalen  balbirt,  so  balbirt  er  auch  diese 
Trapeze  und  demnach  die  Curve,   weil  die  Fläche  derselben  der 


n 
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e  dieser  Trapeze  gleich  ist,  sobald  man  die  Ordinalen  als 
lieh  nahe  benachbart  vorausseUt. 

62.  Beisp.  1.  Der  Inhalt  des  Sectors  einer  fiyper- 
welcher  durch  die  geraden  Verbindungslioten 
!r  ihrer  Punkte  mit  dem  Centrum  begrenil  wird, 
em  Inhalt  des  Segments  gleich,  welches  durch 
Parallelen  zu  den  Asymptoten 
Ton  denselben  Punkten  aus 
bestimmt  wird. 

Denn  wegen  der  Gleichheil  der 
Dreiecke  PKC  und  QLC  ist  auch  die 
Fläche  PQC  gleich  der  Fläche  PQKL 
Beisp.  2.  Zwei  beliebige  Seg- 
mente PQKL  und  RSMN  siod 
h,  weanPS:QL=RM:  SN  ist.  Jiean  PS-.QL=CL:CI^, 
ach  Art.  205  CL=MT,  CK=NT;  also  RM:SN=Mt:  AT, 
QR  parallel  zu  PT. 

lun  kann  leicht  gezeigt  werden,  dass  die  Sectoren  PCQ  uud 
linander  gleich  sind,  weil  der  PS  und  QR  balbirende  Durch- 
r  sowohl  den  hyperbolischen  Inhalt  PQRS  als  auch  die 
;ke  PCS  und  QCR  balbirt. 

ietzen  wir  voraus,  dass  die  Punkte  Q  und  R  zusamraeuf allen, 
hen  wir,  dass  jeder  Inhalt  PKNS  balbirt  werden  fc»a, 
man  die  Ordinate  QL  verzeicimet,  welche  das  geoaetrüdie 
zwischen  den  Ordinate u  seiner  Endpunkte  ist. 
lad  wenn  eine  Anzahl  von  Ordinaten  bestimmt  \nrd,  derai 
n  eine  stetige  geometrische  Proporüon  bilden,  so  ist  der 
rgend  zweien  benachbarten  imter  ihnen  begrenzte  bbill 
Dnstanter  Grösse. 

163.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  ähDlich,  ahnircb 
;en  und  concentrisch  sind,  so  schneidet  jede 
enle  des  inneren  von  beiden  ein  Segment  tob 
tanter  Kläche  von  dem  Süsseren  ab. 

In  der  4.  Aufgabe  des  Art  244  mi 
bewiesen,  dass  eine  solche  Tangente  im 
Berührungspunkte  halbirt  ist.  Wenn  »ir 
demnach  irgend  zwei  Tangenten  dieser 
Art  betrachten,  so  ist  LAQJ=LB0 
!  näher  wir  den  Punkt  Q  bei  dem  Punkte  P  gelegen  tot- 
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aussetzen,  desto  näher  kommen  die  Seiten  ÄQ^  Ä Q  der  Gleich- 
heil mit  den  Seiten  BQ^  S Q;  daher  werden  die  Dreiecke  AQÄ 
und  BQl!  inhaltsgieich,  wenn  wir  die  beiden  Tangenten  als  un- 
endlich nahe  betrachten,  und  die  Fläche  Ä  VB  ist  der  Fläche 
1  Vtf  gleich«  Weil  endlich  diese  Fläche  beim  Uebergang  von 
einer  Tangente  zur  nächstbenachbarten  unverändert  bleibt,  so 
bleibt  sie  es  für  jede  beliebige  Lage  der  begrenzenden  Tangente. 

Man  kann  in  derselben  Art  den  umgekehrten  Satz  beweisen, 
dass  die  Tangente  einer  Curve  im  Berührungspunkt  halbirt  wer- 
den muss,  wenn  sie  in  jeder  ihrer  Lagen  eine  constante  Fläche 
Ton  einer  andern  Curve  abschneidet,  und  es  gilt  allgemein  für 
jede  Curve,  dass  der  abgeschnittene  Flächeninhalt  constant  ist, 
wenn  die  Tangente  in  jeder  ihrer  Lagen  im  Berührungspunkt 
halbh^t  wird. 

Darnach  lässt  sich  leicht  die  Aufgabe  lösen:  Man  soll  durch 
einen  gegebenen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  eine  ge- 
rade Linie  so  ziehen,  dass  sie  den  Minimal-Inhalt  von  dem- 
selben abschneide. 

Wäre  verlangt,  dass  die  gesuchte  gerade  Linie  einen  gegebe- 
nen Inhalt  abschneide,  so  hätte  man  durch  den  Punkt  zu  einem 
bestimmten  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen,  concentrischen  Kegel- 
schnitt eine  Tangente  zu  ziehen;  mit  dem  abzuschneidenden  In- 
halt müsste  die  Entfernung  zwischen  beiden  Kegelschnitten  wach- 
sen. Wenn  dieserzweite  innere  Kegelschnitt  durch  den  gegebenen 
Punkt  selbst  geht,  so  wird  der  abgeschnittene  Inhalt  am  kleinsten, 
und  weil  dann  die  gerade  Linie  als  Tangente  der  Curve  in  dem 
gegebenen  Punkte  halbirt  wird,  so  hat  man  die  gerade  Linie, 
welche  den  Minimal-Inhalt  abschneiden  soll,  nur  so  durch  den 
gegebenen  Punkt  zu  ziehen,  dass  sie  in  ihm  halbirt  wird. 

Das  nämliche  Gesetz  gilt  für  jede  Curve. 

Durch  analoge  Betrachtungen  können  die  beiden  folgenden 
Sätze  leicht  genug  bewiesen  werden:  1.)  Wenn  die  Tangente 
AB  einer  Curve  einen  Bogen  von  constanter  Länge 
von  einer  anderen  Curve  abschneidet,  so  wird  sie  in 
ihrem  Berührungspunkte  so  getheilt,  dass  ihre  Ab- 
schnitte AP  und  BP  in  dem  umgekehrten  Verhältniss 
der  Tangenten  der  letztern  Curve  in  A  und  B  stehen. 
2.)  Wenn  die  Tangente  AB  von  einer  constanten  Länge 
ist,  und  wenn  die  vom  Durchschnittspunkt  der  in  A 
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und  B  an  die  äussere  Curve  gezogenen  Tangenten  aaf 
AB  gefällte  Senkrechte  sie  in  M  trifft,  so  ist  stets 
AP  ^  MB. 

264.  Den  Krümmungshalbmesser  in  einem  belie- 
bigen Punkte. einer  Ellipse  zu  bestimmen.* 

Weil  der  Mittelpunkt  des  einem  Dreieck  umgcscbriebeneu 
Kreises  der  Durchschnittspunkt  der  auf  seinen  Seiten  in  den  Mittel- 
punkleu derselben  errichteten  Perpendikel  Ist,  so  ist  das  Ceutrum 
des  durch  drei  auf  einander  folgende  Punkte  einer  Curve  gehenden 
Kreises  der  Durchschnittspunkt  zweier  auf  einander  folgenden  Nor- 
malen der  Curve. 

Betrachten  wir  also  zwei  Dreiecke  FPF'  und  jPP'^  und  be- 
zeichnen die  Halhirungslinieu  ihrer 
Winkel  an  der  Spitze  durch  PjV, 
^'  P'N,   so  beweisen  wir  leicht  ele- 
mentar-geometrisch, dass 

2L  PNP"  =  L  PFP'  +  L  Pff^ 

ist. ' 

Weil  nun  der  Bogen  eines  Krei- 
ses dem  Radius  desselben  und  der  Grösse  des  Winkels  propor- 
tional ist,  welchen  er  am  Centrum  desselben  spannt,  so  wird  der 

PP^ 
Winkel  PNP'  durch  gemessen,  wenn  wir  den  Bogen  PP' als 

Bogen  des  Kreises  vom  Centrum  N  betrachten.    Ebenso  wird  für 

PR 
FR  =  FP,    LPFP'  durch  -—  gemessen,  und  wir  erhalten 

2  PP*         PR        P^ R' 

— ■  ,  -  =2  -zr-z  +  -rizii  wenn  wir  den  Winkel  PP^F  durch  6  be- 
PN  FP        FF 

zeichnen,  so  ist  PR  =  P'R'  =  PP^  sin  ö,  und  indem  wir  PN:=R, 

2  11 

FP=  Q  und  F'P  ^=  p'  setzen,  ^    .    ^  =  — |-  ->•     Man  erkennt 
^  ^  Ä  sin  ö         Q        Q 

daraus,    dass  die  Focalsehne  der  Krümmung  für  einen 

Punkt    der    Ellipse    das    Doppelte    des    barmonischeo 

Mittels  zwischen  den  Breunstrahlen  desselben  ist. 

b 
Indem  man  für  sin  $  den  Wcrth  -,,  für  q  +  q'  den  Wcj-th  2« 

und  für  qq'  den  Werth  b'^  einsetzt,   erhält  man  den  bekauolea 

Ausdruck  R  =  — -.    Der  Krümmungsradius  der  Hyperbel  wird  auf 

ab 
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eine  ganz   ähnliche  Weise   ermiltell.    In  dem  Falle  der  Pari 

2  1 

Gig  unendlich  gross  und  dalier        .    =  -• 

Ein  interessantes  Erjebniss  in  Kexug  auf  die  Focalse 
der  Krüninuuig  eines  KRgclüchnilta  erliHlten  wir  durch  die  folge 
floTache  Bctracbtnng. 

Wir  ziehen  in  ilcni  helrachtelon  KegeUdiuitl  eine  Seluie 
parallel  zu  der  Tangente  im  Punkte  P,  besclneihen  den  durch 
IViiikte  P,  Q  niid  R  bestimmten  Krciii  und  verlängern  die  Fi> 
»liue  PL  des  Ki^gelscbnitts,  bis  sie 
ikniselben  zum  zueilen  Male  in  C  be- 
gegnet. Dann  ist  nach  einer  Kigen- 
sfhaa  des  Kreises  PS.SC=QS.SR, 
lind  nach  einer  im  Art.  301 ,  Aufg.  2 
gegebenen  Eigenschall  der  Kegcl- 
sthnillc 

PS  .  Sl:  QS  .  SR=:PL:  MX. 
Daher  Ist  für  jeden  so  beschriebenen 
kreb  SC  :  SL=^  Mfl :  PL.  Da  aber  für  den  Krnmniungsk 
ilie  Punkte  S  und  P  zusanmienfallcn,  so  ist  für  ihn  spei 
PC:  PL  =  MN  :  PL  oder  PC  =  MN,  d.  i.  für  einen  bei 
liigen  Punkt  eines  Kegelschnills  ist  die  FocaUehne  i 
Krümmung  derjenigen  Focalsehne  des  Kegelschni 
gleich,  welche  der  Tangente  jenes  Punktes  paral 
ist.   (ArL  253.  Aufg.  4) 

265.  Der  Krümmuugs-Radius  eines  Central -Kegelschnitts  k 
auch  noch  wie  folgt  gefunden  werden: 

Wenn  Q  ein  dem  Punkte  P  un- 
endlich naher  Punkt  der  Curve  ist,  ,- 
und  QR  ein«  Parallele  zur  Tangente  f 
iler  Curve  in  P  darstellt,  welche  die 
dem  Punkte  P  entsprechende  Normale 
in  S  schneidet,  wenn  man  dann  durch 
die  Punkte  P  und  Q  einen  Kreis  beschreibt,  welcher  die  1 
gente  PT  in  P  berührt,  so  ist  QS  eine  Ordinate  des  Kreises 
den  Durchmesser  PS  desselben  und  daher  das  Itechteck  aus 
sem  Durchmesser  und  dem  Abschnitt  PS  gleich  dem  Quadrat  u 
der  Sehne  PQ,   oder  der  Krümmungshalbmesser   des  Punkte 
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Da  aber  QR  stets  der  Tangente  parallel  ist,  so  wird 


für  unendlich  nahe  benachbarte  Punkte  P  und  Q  PQ=z  QR^  uad 
weil  nach  einer  Eigenschaft  der  Ellipse  unter  der  Voraussetzung, 
dass  a  und  b'  den  dem  Punkte  P  entsprechenden  Durchmesser 
PP^  und  seinen  conjugirten  bezeichnen, 

y2  :  ö'2  =  QIi2  :  PR  .  Rp'  —  QR2  ;  2a' .  PR 
ist,  ö-ß=  0 

a 

6^   PÄ 
Der  Krümmungsradius  ist  demnach  s=  ->•  p«- 

Das  Verhältniss  P/?  :  PS  ist  aber  durch  die  Aehnllchkeit  der 
Dreiecke  PRS  und  CPT  stets  =  CJ?  :  CT  c=  a  :  p,  und  daher  der 

Krümmungs -Radius  endlich  =  — 

Es  ist  nicht  schwer,  zu  beweisen,  dass  im  Durchschnitts- 
punkt  zweier  confocalen  Kegelschnitte  das  Centrui9 
der  Krümmung  des  einen  stets  der  Pol  seiner  Tangente 
in  Bezug  auf  den  andern  ist. 

266.  Wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  einer 
Ellipse  an  eine  confocale  Ellipse  zwei  Tangenten  ge- 
zogen sind,  so  ist  der  Ueberschuss  der  Summe  dieser 
Tangenten  über  den  zwischen  ihren  Berührungspunk- 
ten enthaltenen  Bogen  der  Ellipse  constant. 

Denn  wenn  wir  einen  dem  ersteo 
T  unendlich  nahen  Punkt  T  in  der 
Curve  wählen,  und  die  Perpendikel 
TR,  TS  fäUen,  so  ist 

weil  PR  als  die  Verlängerung  der  ge- 
raden  Linie  PP^   angesehen   werden 
kann ;  ebenso  Q'T  =  Qff  +  QS. 
Wegen  der  Gleichheit  der  Winkel  TTR  und  tTS  (Art.  197)  ist 
ferner   TS=  TR  und  daher  PT  +  TQ'  =  Pr  +  TQ'.    Also 

[PT  +  TQ)  —  [Pr  +  ro')  =  PP'  —  QQ'  =  PQ^  PQ'. 
Derselbe  Satz  gilt  für  jedes  Paar  von  Curven,  welche  durch  die 
Eigenschaft  verbunden  sind ,  dass  die  von  einem  Punkte  der  äos^- 
ren  ausgehenden  Tangenten  TP,  TQ  der  Innern  mit  der  Tangente 
TP  der  ersteren  in  jenem  Punkte  gleiche  Winkel  bilden. 


r 
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267.  Wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  einer  Hy- 
perbel an  eine  mit  ihr  confocale^  Ellipse  Tangenten 
gezogen  werden,  so  ist  die 
Differenz  der  Bögen  PK,  QK 
immer  gleich  der  Differenz 
der  Tangenten  TP  und  TQ. 

Man  erkennt  genau,  wie  vor- 
her, dass 

(r/>'-  PK)  —  (TP—  PK)  =  TR 
und  [rQf—(yK)  —  {TQ  —  QK) 

=  rs—rR 

ist  (weil  nach  Art.  197  TT  den 
Winkel  RTS  halbirt). 

Somit  ist  die  Differenz  zwischen  den  üeberschüssen  von  TP 
über  PK  und  von  TQ  über  QK  constant;  und  da  sie  in  dem  spe- 
ciellen  Falle,  in  welchem  T  mit  K  zusammenfallt.  Null  ist,  weil 
beide  Ucbcrschüsse  selbst  Null  sind,  so  muss  sie  in  jedem  Falle 
Null  sein,  d.  h.  es  ist  stets  TP  —  PK=^TQ  —  QK. 

Der  Satz  von  Fagnano,  dass  ein  elliptischer  Quadrant 
so  getheilt  werden  kann,  dass  die  Differenz  seiner 
Theile  der  Differenz  der  llalbaxen  der  Ellipse  gleich 
ist,  folgt  unmittelbar  aus  dem  vorigen;  denn  man  hat  dazu  nur  in 
den  Endpunkten  der  Axen  Tangenten  an  die  Ellipse  zu  zielien  und 
durch  ihren  Durchschnittspunkt  eine  mit  der  Ellipse  confocale  Hy- 
perbel zu  legen,  dann  ist  der  Punkt  K,  in  welchem  sie  die  Ellipse 
schneidet,  der  gesuchte  Theilpunkt.    Seine  Coordinaten  sind 

a  +  b'    ^        a  +  b 

268.  Wenn  ein  Polygon  einem  Kegelschnitt  umge- 
schrieben ist  und  alle  seine  Eckpunkte  bis  auf  einen 
sich  in  confocalen  Kegelschnitten  bewegen,  so  be- 
schreibt auch  der  Ort  dieses  letzten  Eckpunktes  einen 
confocalen  Kegelschnitt. 

Wir  bemerken  zuerst,  dass,  wenn  die  Spitze  T  eines  einem 
Kegelschnitt  umgeschriebenen  Winkels  PJjß  sich  auf  einem  confo- 
calen Kegelschnitt  bewegt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und 
b  die  zu  TP  und  TQ  parallelen  Durchmesser  und  cc  und  ß  die 
Winkel  TPT  und  TQ'T"  bezeichnen,  welche  jeder  der  Schenkel 
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s  Winkels  iiiil  seiner  nächstrolgeDden  Lage  bildet,  die  Belaiioa 
ebt  aa  =  bß.    Dcim  nach  Art.  266  ist  TR  =  T'S. 

Ferner  ist  TR:=TP.a,  T'S=T'Q'.ß  und  TP  nnd  TQ 
den  DurcbmeBsern   pro|)oi'lioiial,   iielcbeii  sie  parallel  Biixi. 

Wenn  umgekebri  die  Relation  aa  =  bß  crrülll  ist,  so  bew^ 

der  Punkt  T  auf  einem  eonfocalen  Kegelächailt;  denn  indem 
die  Aufeinanderfolge  dei'  einzelnen  Scbrilte  des  Beweises  tun- 
en,  zeigen  wir,  dass  TR  =  TS  ist,  dE^ss  demnach  TT  inil 
und  TQ  gleiche  Winkel  macbl  und  daher  mit  der  Taugcule 
coRfoculen  Kegelschnitts  in  T  zusammenfallt,  dass  also  T  in 
em  Kegelschnitt  liegt. 

Wenn  alsdann  die  den  Seilen  des  Polygons  parallelen  Durch- 
ier  durch  a,  fr,  c,  u.  s.  w.  bezeiclinet  werden ,  und  d  dcu  lur 
cn  Seite  desselben  parallelen  Durchmesser  ausdrückt,  nenn 
er  a,  ß,  y,  u.  s.  w.,  S  die  dem  Vorigen  analog  bezeicImeleD 
kel  sind,  so  gelten  die  Relationen  aa^^bß,  bß=cy,  u.  s.  w., 

die  sämmtlicheu  Ecken  des  Polj'gons  bis  auf  eine  sich  in  con- 
len  Kegelschnitten  bewegen.  Aus  dieser  KeUe  von  Relaliooeu 
iht  sich  aber  schliesslich  aa^=dd,  welche  anzeigt,  dass  tlie 
e  Ecke  desselben   auch  einen  confocaleo  Kegelschiiill  durch- 
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269.  Nachdem  in  den  Yorhergehcnden  Kapiteln  überall  nur 
Cartesisube  Coordinaten-Methodc  gebraucht  wurden  ist,  »ic- 
olen  wir  nun  den  Entwickelungsgang  des  vierten  Ka[)iUls  la 
umfassendem  Object  der  Gleichungen  vom  zweiten  Crade, 
uns  dadurch  endlich  in  den  vollständigen  Besitz  der  jII^c- 
len  Hilfsmittel  und  Gesichtspunkte  zu  setzen,  welche  dortcnl- 
elt  worden  sind.  Wir  zeigen  wieder  zuerst  die  Anweudung 
den  grossen  Nutzen  ^ler  abkürzenden  SyuiboUk. 
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Wenn  durch  fif  =  0,  Ä'  =  0  die  Gleichungen  von  zwei  Kegel- 
schnitten dargestellt  werden,  so  kann  die  Gleichung  jedes  dritten 
Kegelschnitts,  welcher  die  vier  gemeinschaftlichen  reellen  oder 
imaginären  Punkte  derselben  enthält,  in  der  Form  Ssz^kS'  aus- 
gedrückt werden.  Denn  die  Form  dieser  Gleichung  zeigt  (Art.  40), 
dass  sie  einen  durch  die  vier  gemeinschaftlichen  Punkte  von  S  ^=:  0, 
^  =;  0  gehenden  Kegelschnitt  darstellt  und  die  Constante  k  kann 
so  bestimmt  werden,  dass  die  Gleichung  S:=  k^  durch  die  Coor- 
dinaten  irgend  eines  fünften  Punktes  befriedigt  wird*].  Diess  bleibt 
unverändert  wahr,  wenn  eine  der  Grössen  S  oder  S^  oder  wenn 
beide  in  lineare  Factoren  zerlegbar  gedacht  werden.  Wenn  also 
Zr=o,  M  =0  die  Gleichungen  von  geraden  Linien  sind,  so  stellt 
Ss=kLM,  als  durch  die  Coordinaten  der  vier  Punkte  befriedigt, 
welche  die  Geraden  X  =  0,  M  =  0  mit  dem  Kegelschnitt  St=0 
gemein  haben,  einen  Kegelschnitt  dar,  welcher  durch  die  vier 
Punkte  geht,  in  denen  diese  Geraden  den  Kegelschnitt  treffen; 
oder  in  andern  Worten  einen  Kegelschnitt,  welcher  die  Geraden 
£  =  0,  M  =  0  zu  Sehnen  seines  Durchschnitts  mit  dem  Kegel- 
schnitt 5s=0  hat.  Wenn  eine  der  Linien  X  =  0,  3/;=s0  den 
Kegelschnitt  5=:0  nicht  in  reellen  Punkten  schneidet,  so  muss 
sie  doch  als  eine  Sehne  des  imaginären  Durchschnitts  betrachtet 
werden,  und  behält  manche  wichtige  Beziehungen  zu  beiden  (Inr- 
ven,  wie  diess  im  Falle  des  Kreises  schon  früher  (Art.  137)  ge- 
zeigt worden  ist.  Endlich  bezeichnet  LM  =  kNP  einen  Kegel- 
schnitt, welcher  dem  Viereck  der  Geraden  X;=0,  iV  =  0,  il[/=j0, 
P=0  umgeschrieben  ist,  wie  diess  schon  im  Art.  152  gezeigt 
^ard**).    Offenbar  ist  auch  die  Wahrheit  dieser  Schlüsse  nicht. 


*)  Da  fünf  Bedingungen  einen  Kegelschnitt  bestimmen ,  so  muss  die 
allgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  welcher  vier  Bedingungen 
onterworfen  ist,  eine  unabhängige  Constanto  enthalten,  deren  AVerth 
so  lange  unbestimmt  bleibt,  als  nicht  eine  fünfte  Bedingung  gegeben 
ist.  In  derselben  Art  enthUlt  die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegel- 
schnitts, welcher  drei  Bedingungen  unterliegt,  zwei  unabhängige  Con- 
stante etc.  Die  Gleichungen  des  Kegelschnitts  durch  drei  Punkte  und 
des  von  drei  Geraden  berührten  Kegelschnitts  in  den  Art.  154,  159  geben 
dazu  Beispiele. 

*•)  Wenn  X  =  0,  M=0  das  eine  und  N=±Oy  P=0  ein  anderes 
Paar  der  Sehnen  ist,  welche  vier  Punkte  in  der  Peripherie  des  Kegel- 
schnitts verbinden,  so  ist  es  gleichgültig,  ob  die  allgemeine  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  durch  diese  vier  Punkte  in  der  Form  S  —  kLM  =  0 
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wie  es  im  Art.  53  für  die  Bezeichnung  durch  a:}  s^  0,  ^2  =  0 
geschah,  auf  die  Voraussetzung  eingeschränkt,  dass  Z;=0  eine 
auf  die  Form  x  cos  a  +  y  sin  a  —  p  =  0  gebrachte  Gleichung 
sei;  die  hier  benutzten  Gründe  bleiben  für  die  allgemeine  Glei- 
chung der  Geraden  unverändert  gültig. 

Aufg.  Wenn  drei  Kegelschnitte  S  =  0,  5^  =  0,  S"  =  Oge-* 
geben  sind  und  zwei  andere  S^'  :=0y  S^"  f=  0  darch  die  respecUve 
dem  ersten  und  zweiten  und  dem  ersten  und  dritten  von  ihnen  gemein- 
samen Punkte  gelegt  werden,  so  liegen  die  vier  gemeinsamen  Punkte 
dieser  Letztern  und  die  des  Paares  5^=  0,  5^'=  0  auf  einem  und  deoi- 
selben  Kegelschnitt. 

Denn  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  S^,  5/'  sind  S  +  kS^=0, 
S  +  k^S^'  =  0  und  ein  durch  ihre  Schnittpunkte  gehender  KegelscbDiU 
hat  eine  Gleichung  von  der  Form  S  +  kS'  +  k^{S  +  k^l^')  =^0:  für 
k2=  —  1  reducirt  sich  aber  diese  auf  Ar  5^  —  Ar^S"  r=  0,  d.  h.  sldll 
einen  Kegelschnitt  dar,  der  auch  die  gemeinsamen  Punkte  von  S^  =  0, 
S^'  z=zO  enthält.  Man  schliesst  daraus,  dass  drei  Kegelschnitte  durch 
einen  Punkt,  welche  durch  die  respectiven  Schnittpunkte  der  aus  S'=0, 
S''  =  Oy  S  =  0  gebildeten  Paare  hindurch  gehen ,  selbst  ausser  jenem 
Punkte  noch  drei  Punkte  gemein  haben;  dass  fflr  drei  demselben  Viereck 
umgeschriebene  Kegelschnitte  S',  S",  S^''  und  einen  Kegelschnitt  S  die 
Schnittpunkte  von  zwei  durch  die  S'  und  S  einerseits  und  S"  und  S  an- 
drerseits gemeinsame  Punkte  gelegten  Kegelschnitten  S^\  S^'  mit  den 
Schnittpunkten  von  S  und  1^'^  auf  demselben  Kegelschnitte  liegen;  end- 
lich dass  drei  durch  denselben  Punkt  gehende  Kegelschnitte  S|',  5]'',  iSj'". 
welche  respective  die  drei  Gruppen  der  Schnittpunkte  von  S',  Sf\  S"'mH 
S  enthalten,  ausser  ihm  noch  drei  Punkte  gemeinsam  haben.  Durch  Spe- 
cialisirung  lassen  sich  zatilreiche  weitere  Sätze  daraus  ableiten. 

270.    Es  giebt  drei  Werthe  von  k,  für  welche  S  —  ^5'  =  0 

ein  Paar  von  geraden  Linien  darstellt.    Denn  die  Bedingung,  unter 

welcher  diess  stattfindet,  wird  gefunden,  indem  man  in 


«II  «22  «33  +  2  «23  «81  «12 


«11  «23 


—  a 


22  «31     ""T  «33  «12 


2=0 


oder  d  = 


a 


in 


«121    «13 


«21»    «22»    «23 
«31»    «32»    «33 


=  0  für  « 


11» 


«12  ?  ctC'     Die  Werthe 


«II  —  ^«11  > 


üi 


j2  —  ^^12»  etc.  subslituirt,  und  das  Resultat  dieser 
Substitution  ist  offenbar  in  k  vom  dritten  Grade  und  es  wird  durch 
drei  Werthe  von  k  befriedigt.  Wenn  also  die  Wurzeln  dieser 
cubisclien  Gleichung  in  k  durch  k\  Ar",  A:'"  bezeichnet  werden,  so 


oder  in  den  Formen  S—kNP  =  0,  LM—kNP:=iO  dargesteUt  wH 
weil  in  Folge  des  allgemeinen  Princips  der  Kegelschnitt  S  =  0  selbst 
in  der  Form  LM—  kNP  =  0  erscheint. 


r 
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rcpräsentiren  5  —  it'S'  =  0,  S  —  U'ä  =  0,8  —  k"'s:  =  0  die 
drei  Paare  von  Sehnen,  wekhe  zwischen  den  vier  Durchschiiitts- 
punkten  beider  Kegelschnitte  <Sf=  0,  ä  =:z  0  gezogen  v^erden 
können.    (Art.  246.) 

Äufg,  1.  Welches  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts»  der  durch 
die  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  5=0  mit  denCoordinateuaxen  gehl? 

Hier  sind  die  Axen  o;  =  0,  ^=0  die  Durchschnittssehnen  und  die 
Glekbung  muss  also  von  der  Form  S  =  kxy  sein,  wo  k  unbestimmt 
Ist.  (Aufg.  1.  Art.  114.) 

Äufg.  2.  Man  bestimme  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  der 
dorch  fünf  gegebene  Punkte  geht. 

Nachdem  man  die  Gleichungen  der  Seiten  des  durch  vier  dieser  Punkte 
gebildeten  Vierecks  bestimmt  hat,  ist  die  Gleicliung  des  Kegelschnitts  in 
der  Form  ZM=kNP  aus  ihnen  zusammengesetzt  und  die  Substitution 
der  Coordinalen  des  fünften  Punktes  liefert  eine  lineare  Gleichung  zur  Be- 
stimmung von  Ar.  Die  Gleichung  des  durch  die  Punkte  (1,2),  (3,  5), 
(—1,4),  ( — 3, — 1),  ( — 4,  3)  gehenden  Kegelschnitts  erhalten  wir 
also  in  der  Form 

&x—2y  +  l){6x—2y+13)=k(X''4y+ll)(3x-4.y  +  .0), 
and  da  diese  Gleichung  überdiess  durch  die  Coordinaten  ( — 4,  3)  des 
fäoften  Punktes  erfüllt  sein  muss,  so  wird  ä:=: —  ^  und  durch  Eln- 
setzeii  die  Gleichung  des  Kegelschnitts 
Ida^—  320xy  +  301  y^  ^  noix  —  1665y  +  1586  =  0. 

271.  Die  Kegelschnitte  S=0,  S  —  ä:Z^/  =  0  berühren  ein- 
ander, d.  L.  zwei  ihrer  Durchschnittspunkte  fallen  zusammen,  wenn 
entweder  eine  der  Geraden  Z  =  0,  ilf  ?=:  0  den  Kegelschnitt  S=^0 
berührt,  oder  wenn  Z  =  0,  M^=0  sich  in  einem  Punkte  von 
^  =  0  durchschneiden.  Wenn  also  T  =  0  die  Gleichung  der 
Tangente  des  Kegelschnitts  iS  =  0  in  einem  gegebenen  Punkte 
(x\  y)  desselben  ist,  so  ist  S  =  T[lx  +  my  +  n)  die  allgemeine 
Gleichung  eines  Kegelschnitts,  welcher  iS  =  0  Im  Punkte  xy  be- 
rührt; und  wenn  drei  weitere  Bedingungen  gegeben  sind,  so  kann 
die  Bestimmung  des  Kegelschnitts  durch  die  Ermittelung  von  /, 
ffi,  n  vollendet  werden. 

Wenn  die  Gerade  /rc  +  my  +  n=:0  durch  den  Punkt  (x\  y) 
geht,  so  fallen  drei  von  den  vier  Schnittpunkten  zusammen;  die 
allgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  welcher  den  Kegelschnitt 
S=0  im  Punkte» icV  osculirt,  ist  also  S=^T\l[x—x')+m[y'-y))  ; 
und  wenn  verlangt  wäre,  insbesondere  die  Gleichung  des  oscn- 
lirenden  Kreises  zu  bestimmen,  so  haben  wir  nur  auszudrücken, 
dass  der  Coefficient  von  xy  aus  dieser  Gleichung  verschwindet. 
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iil  dass  ilie  CoofiQciculen  von  x'  uod  y^  in  ilir  einander  gidcb 
nd,  und  erbaiten  die  Werlbe  von  I  nad  m  aus  diesen  Bediagnoga- 
eichungen. 

Die.  beiden  Kegelücbnilte  baben  endlicli  vier  zusamtnenfaiieDdc 
inkte  mit  einander  gemein,  wenn  die  Geraden  te-|-m;4''<=0 
id  T=(i  Zusammenrallen,  und  die  allgemeine  Gleichung  des 
roiten  Kegelschnitts  ist  daher  dann  S  =  kT^,   (Vergl.  ArL  247.] 

Aufg.  1.  Wenn  die  Axcd  des  Kcgelschnilts  S  ::=  0  eu  denen  ds 
igcUchuittsS'^Oparallelsind,  so  haben  auch  die  Aien  von  S — AS'=0 
laelhe  Richtung. 

Dean  fOr  Coordinaleoaxen ,  welche  den  Axen  von  5 1=  0  panlld 
id,  enlhalten  in  diesem  Falle  weder  S  noch  S'  das  Glied  xy.  Weao 
=  0  einen  Kreis  darslelll,  so  sind  die  Aich  von  S  —  &S  =0  denen 
n  S^=0  parallel;  wenn  insbesondere  S  —  kS"  =  0  ein  Paar  vim 
raden  Linien  reprisentirt,  so  treten  die  llalbirungslinicn  der  inci  foo 
nen  gebildeten  Winkel  als  Aien  auf  und  wir  erhalten  den  SaU  des 
L  252. 

Aufg.  2.  Wenn  die  Coordinatenaxen  den  Aien  von  5=0  unddcnn 
n  S  —  kLJH  ^0  parallel  sind,  so  sind  X  und  .Af  Trinomc  von  der 
rni  ix  +  my  +  n,  /a:  —  my  +  n. 

Aufg.  3.  Man  soll  die  Gleichung  des  oscullrenden  Kreises  hlreJiKn 
ulralkegelscbnitt  entwickeln. 

Die  Gleichung  muss  nach  dem  Vorigen  von  der  Form 

r  +  |S- '  =  (?'  + ^-0  <'''-"■)  + "<»-»■'> 

in;  indem,  wir  ausdrücken,  dass  der  Coeflicient  von  xym  ihr  vcrschwis- 
[,  reducirl  sie  sich  auf  die  Form 

a'   +  6»     ,     ^  —  \^ «»    +   6«  J  i,  «•  fi*         «•        *■/ 

d  mittelst  der  Bedingung,  dass  der  CocfÜcieDt  von  sc'  mit  dem  von  f 

b'* 
',k\i  sei,  ergiebl  sich  /  =  r,  _    ,  und  die  Gleichung  winl 

,>  +  ,._  n"=^  J'm^p,-,  +  „,_  2i-,^„, 

Aufg.  4.    Man  liestimme  die  Gleichung  des  osculircnden  Kreises  Tb' 
'.  Parabel.    Sie  ist 
•■+Apx){>/'  —  px]={2yy'-p[x+ar)){'iyy'+p[x-i^))- 

272.  Wir  saben,  dass  S^kLH  einen  durch  die  vier  Punkte 
0,  P,  q  gebenden  Kegelschnitt  repräsentirt,  in  denen  der  Kegd- 
mitt  S  !^  0  von  de»  Geraden  i  ^  0,  itf  =  0  geschnitten  "inl. 
d  CS  Ist  offenbar, "dass  die  Punkte  P  und  q,  Q  und  q'nsftt- 
c  um  MO  näher  isiisammenrsllcn,  je  näher  die  Linien  L^=0,M=fi 
lander  sind.    Decken  sich   diese  Linien,   so  lallt  aucli  j:<  auf  f, 
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q  aul  Q  uod  der  zweile  Kegelschnitt  berührt  den  ersten  in  den 
Punkten  P  und  Q;  daher  repräsentirt  die  Gleichung  S  ^=  kL'^ 
einen  Kegelschnitt,  der  mit  5  =  0  in  der  gemeinsamen  Sehne 
Z  =  0  eine  doppelte  Berührung  hat.  Wenn  die  Gerade  Z  =  0 
den  Kegelschnitt  5  =  0  nicht  schneidet,  so  ist  sie  doch  als  eine 
Sehne  der  imaginären  Berührung  von  5  ;=  0  mit  S  —  kL'^  =  0 
zu  betrachten.  Ebenso  repräsentirt  LN  +  kM^  =  0  einen  Kegel- 
schnitt, der  die  Geraden  Z  =  0,  iV  =  0  in  den  Punkten  berührt, 
in  welchen  sie  von  den  Geraden  itf  =  0  geschnitten  werden,  wie 
diess  schon  im  Art.  152  gezeigt  ist.  Die  Gleichung  eines  Kegel- 
schnitts, der  mit  5  =  0  in  den  beiden  Punkten  xy\  x'y[  eine 
doppelte  Berührung  hat,  kann  auch  in  der  Form  S=^kTT' 
dargestellt  werden,  wenn  2^  =  0,  T"  =  0  die  Tangenten  von 
5=0  in  diesen  Punkten  ausdrücken. 

273r  Wenn  die  Gerade  Z  =  0  einer  Asymptote  des  Kegel- 
schnitts 5=0  parallel  ist,  so  ist  sie  auch  einer  Asymptote  jedes 
durch  die  Gleichung  Sz=kLM  darstellbaren  Kegelschnitts  parallel. 
Diese  Gleichung  bezeichnet  dann  ein  System  von  Kegelschnitten, 
welches  durch  vier  Punkte  geht,  von  denen  einer  unendlich  ent- 
fernt ist.  Wenn  aber  ausserdem  auch  TU/  =  0  zur  andern  Asym- 
ptote des  Kegelschnitts  parallel  wäre,  so  würde  das  System  durch 
vier  Punkte  gehen,  von  denen  zwei  unendlich  entfernt  sind.  Andere 
Formen  der  Gleichungen  von  Kegelschnitten,  welche  unendlich 
ferne  gemeinsame  Punkte  besitzen,  erhält  man  auf  Grund  des 
Princips  im  Art.  68,  wonach  die  Gleichung  einer  unendlich  fernen 
Geraden  die  Form  Ox  +  Oy  +  C  =  0  hat,  und  des  Artikel  69, 
wonach  eine  dem  Anschein  nach  nicht  homogene  Gleichung  in  die 
homogene  Form  übergeführt  werden  kann,  indem  man  in  jedem 
der  Glieder  von  einem  geringern  als  dem  der  Gleichung  selbst 
entsprechenden  Grade  eine  oder  mehrere  der  multiplicirenden 
Constanten  durch  [Ox  +  Oy  -{•  C)  ersetzt  denkt.  So  erkennt  man 
die  Gleichung  eines  auf  seine  Asymptoten  bezogenen  Kegelschnitts 
xy=zk'  (Art.  207)  als  einen  besondern  Fall  der  Gleichung  LN=M'^, 
d.h.  von  der  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  der  Z  =  0,  iV=0 
zu  Tangenten  mid  M  =  0  zur  entsprechenden  Berührungssehne 
hat;  denn  indem  man  die  Gleichung  in  der  Form  xy:={0x+0y+k)^ 
schreibt,  erhellt,  dass  x=0,  y  =  0  Tangenten  der  Curve  sind, 
deren  Berührungspunkte  in  unendlicher  Entfernung  liegen.  (Art.  164.) 

274.   Auch  die  Gleichung  der  Parabel  ist  ein  specieller  Fall 

Stlmon,  Anal.  Geom.  d.  Kegpelschn.  2.  Aufl.  29 
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Drm  LN  =  ]tfi.  Weno  man  ihr  die  Form  x{Ox  +  0^+^=^^ 
so  lehrt  sie  nicht  nur,  dass  die  Gerade  x  ^0  die  Curve 
n  Punkte  berührt,  in  welchem  sie  ?on  y  =  0  geKchniUen 
sondern  auch  dass  die  unendlich  entfernte  gerade  Linie  die 
gleichfalls  in  einem  Punkte  der  Linie  ^  =  0  berührt.  Die- 
Beziehungen  lehrt  auch  die  allgejneine  Gleichung  der  Parabd 
+  ßy?  +  ß^n^  +  2a,,y  +  a^j)  {Ox  +  Oy  +  1]  -0; 
sie  zeigt,  dass  die  Gerade  2a,, a;  +  2ajsy  +  «j,  =  0  und 
nendlich  entfernte  Gerade  Tangenten  der  Curve  sind,  und 
ler  Durchmesser  ota:  +  j3y  ^  0  die  zugehörige  BerühruDgs- 
ist.  JedeParabel  besitzt  also  eine  ganzinuoend- 
r  Ferne  gelegene  Tangente.  In  der  That  IstdieGlei- 
ein  vollständiges  Quadrat,  welche  die  Lage  der  luiendUcb 
Qten  Punkte  der  Parabel  bestimmt  (Art.  96),  diese  Punble 
in  einen  Punkt  zusammen  und  die  unendlich  enlfernle 
e  ihrer  Ebene  ist  als  eine  Tangente  derselben  zu  betrachten. 
104.) 

tufg.   Die  allgemeiae  Gleichung 

,a:-+  2a,jxy  +  a^^y^  +  2a,^x  +  2a,^y  +  as3  =  <i 
Is  von  der  Porra  LN=kMP  betrachtet  werden  (Art.  152):  denn 
nom  der  ersten  Glieder  derselben  bezeichnet  gleich  Kuli  geaelilein 
Jn  Geraden  i  =^  0,  N  ^Q,  welche  durch  den  Anrangspunkl  der 
nalcn  gezogen  sind ;  das  der  Letzten  hingegen  bezeichnet  ebenso 
endhch  entfernte  Gerade  JH  =z  0  und  eine  Gerade  i*  =^  0  oder 
+  2  0^3^  +  aj^:^0.  Die  Form  der  Gleichung  aber  beweist,  da« 
:aden  i  ^:  0,  JV  =^  0  die  Curve  in  unendlicher  Form  irelTen  unrl 
=  0  die  Verbindungslinie  der  beiden  andern  Schnittpunkte  ist 

75.  In  Uebereinstimmung  mit  Art.  272  ist  die  Gleichung 
cM  als  ein  besonderer  Fall  der  Form  S  =  MP  zu  betracJi- 
id  bezeichnet  somit  ein  System  von  Kegelschnitten,  welche 

die  zwei  endlichen  Schnittpunkte  von  M  =  0  und  S  =  0 
irch  die  unendlich  entfernten  Punkte  gehen,  in  welchen  S=Ü 
X  +  Oy  +  k  =  0  sich  schneiden.  Offenbar  sind  aber  die 
ienten  von  a;^   von  xy  und  y*  in  den  Ausdräcken  S  =  0 

—  k  M  =  0  identisch  und  es  bczdcbnen  also  nach  Art  245 
Gleichungen  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  KegelschoiUf- 
ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschoitie 
n  zwei  unendlich  entfernte  Punkte  gemein  und 
en  sich  daher  nur  in  zwei  endlich  angebbireo 
tcn  schneiden.  'Wenn  die  betrachteten  Curven  UyperbelD 
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sind,  so  ist  diess  auch  geometrisch  evident,  denn  nach  Art.  243 
sind  die  Asymptoten  ähnlich  gelegener  Curven  einander  parallel, 
d.  h.  sie  durchschneiden  einander  in  unend- 
lieber  Ferne;  da  die  Asymptoten  aber  die 
Curven  selbst  in  unendlicher  Ferne  treffen, 
so  ist  der  unendlich  entfernte  Schnittpunkt 
von  zwei  parallelen  Asymptoten  ein  gemein- 
schaftlicher Punkt  beider  Curven.  So  sind 
in  der  Figur  *die  unendlich  entfernten  Schnitt-  7^ 
punkte  der  Linien  OX,  Ox  und  0  F,  Oy  den 
Curven  gemein;  dieselbe  zeigt  auch  einen 
ihrer  endlich  entfernten  Schnittpunkte,  während  der  andere  den 
entgegengesetzten  Aesten  der  Hyperbeln  angehört. 

Wenn  die  Curven  Ellipsen  sind,  so  treten  imaginäre  an  Stelle 
der  reellen  Asymptoten.  Aber  die  Lage  der  unendlich  entfernten 
Punkte  von  zwei  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Ellipsen  wird 
durch  dieselbe  Gleichung  ai^x^  +  2aj2^y  +  «22^*=  0  (Art. 
95,  242)  bestimmt  und  wenn  gleich  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
imaginär  sind,  so  sind  es  doch  in  beiden  Füllen  dieselben  ima- 
ginären Wurzeln;  wir  schliesscn  daraus,  dass  zwei  ähnliche 
und  ähnlich  gelegene  Ellipsen  durch  dieselben  zwei 
imaginären  unendlich  entfernten  Punkte  gehen.  Es 
ward  schon  vorher  bemerkt,  dass,  auch  wenn  die  Gerade  Z  =  0 
den  Kegelschnitt  8^=0  nicht  in  reellen  Punkten  schneidet,  sie 
doch  als  eine  Sehne  des  imaginären  Durchschnitts  der  Curven 
5  =  0  und  S — kLM^=^0  angesehen  werden  muss,  und  diess 
bleibt  unverändert  wahr,  wenn  die  Gerade  Z  =  0  unendlich  ent- 
fernt ist. 

Wenn  die  Curven  Parabeln  sind,  so  werden  beide  durch  die 
unendlich  entfernte  gerade  Linie  <berührt;  die  Richtung,  in  wel- 
cher der  unendlich  entfernte  Berührungspunkt  liegt,  ist  die  Rich- 
tung der  Durchmesser  (Art.  96)  und  daher  für  zwei  ähnlich  ge- 
legene ähnliche  Parabeln  die  nämliche  (Art.  244).  Also  be- 
rühren einander  zwei  ähnlich  gelegene  ähnliche  Pa- 
rabeln in  ihrem  unendlich  entfernten  Punkte.  In 
Samma:  Die  gemeinschaftlichen  unendlich  entfernten  Punkte  von 
zwei  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  sind  reell, 
imaginär  oder  fallen  in  einen  Punkt  zusammen,  jenachdem  diese 
Kegelschnitte  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  Parabeln  sind. 
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Die  GIcicIiuDg  S  =  Ä  oder  S  =  k  {Ox  +  Oy  +  \]- 
ar  aucli  ein  specieller  Fall  der  Gleichung  S  =  kL^  und 
!l  daher  nach  Art.  272  einun  Kegclsclmitt,  der  mit  S  =  0 
pelte  Berüiiruiig  hat,  für  welche  die  Beruh rungsäehoe 
I  entfernt  ist.  VVcun  ahcr  die  Gleichungen  von  zvei 
litten  nur  im  constaiilen  Gliede  difToriren,  so  sind  diese 
3ch,  da  die  Coordinaten  des  Cenlrunis  e^  nicht  enlhalleo 

und  weil  die  ersten  drei  Glieder  in  beiden  Gleichungen 
Immen,  so  Rind  sie  ähnlich  und  ähnlich  gelegen.  Aeha- 
hnlicli  gelegene  concentrische  KegelschniUe 
mit  als  solche  zu  betrachten,  die  einander  in 
jnkten  in  unendlicher  Entfernung  berühreo. 
(l  auch  daraus,  <lass  die  betrachteten  Curven  nach  dem 
rt.  durch  dieselben  beiden  unendlich  entfernten  Punkte 
lenn  da  sie  auch  die  nämlichen  reellen  oder  imagioireD 
eu  besitzen,  so  haben  sie  in  jenen  Punkten  auch  die- 
mgenten,  d.  h.  sie  bcrfibren  einander  in  ihnen.  WenD 
ere  die  durch  S  =  0,  S  =  k^  dargestellten  Curreu 
sind,  so  haben  sie  nach  Art.  271  in  ihrem  gemda- 
en  unendlich  enLfernten  Punkte  eine  Berührung  der 
'dnung.  Zwei  Parabeln,  deren  Gleichungen  nur  im  am- 
iliede  von  einander  verschieden  sind,  sind  einander 
ie  y^  ^=  px,  y'  =1  p  {x  +  w) ;  im  Art.  213  ist  gezeigt 
dass  der  Ausdiiick  für  den  Parameter  der  Parabel  das 
Glied  nicht  enthält.  Die  Parabeln  S  =  0,  S^=fc'mi 
ider  gleich  und  nir  lernen,   dass  zwei  gleiche  und 

gelegene  Parabeln  von  zusammenfalleaden 
it  einander  in  unendlicher  Entfernung  eine 
ing  dritter  Ordnung  haben. 

Weil  alle  Kreise  als. Curven.  deren  Gleichungen  die- 
lieder  vom  zneiten  Grade  enthalten,  als  ähnliche  und 
elcgene  Ellipsen  zu  betrachten  sind,  so  folgt  aus  dem 
't.,   dass  alle  Kreise  durch  dieselben  zwei  ima- 

Punkte    in    unendlicher    Entfernuug    geben. 

allgemeine  G  Ie  ich  ungs  form  des  Kreises  in  Art.  158 
Nämliche  dircct;  denn  für  den  Durchschnilt  der  uneud- 
rnten  Geraden  mit  einem  beliebigen  Kreise  erhält  aae 
dieselben  Punkte,  welche  dieselbe  mit  dem  einem  feslen 
timgescbriebeni-n    Kreise   gemein    haL      Darum  könneo 
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zwei  Kreise  einander  immer  nur  in  zwei  angebbaren  Punkten 
schneiden  und  durch  drei  Punkte  seines  Umfangs  ist  ein  Kreis 
Tollkommen  bestimmt.  Es  ergiebt  sich  ferner,  dass  concentrische 
Kreise  einander  in  zwei  unendlich  entfernten  imaginären  Punkten 
berfihren;  darum  können  solche  sich  nie  in  einem  Punkte  im 
endlichen  Räume  treffen  und  ist  ein  Kreis  bei  gegebenem  Gen* 
ümm  durch  einen  Punkt  der  Peripherie  bestimmt.  Kreise,  welche 
durch  zwei  feste  Punkte  gehen,  sind  als  Kegelschnitte  anzusehen, 
die  Tier  Punkte  enthalten,  und  Kreise  überhaupt  sind  ein  Special- 
fall vtn  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten.  Im 
weitern  Verfolg  werden  wir  finden,  dass  die  in  Art,  138  f.  be- 
gründeten Sätze  specielle  Formen  allgemeinerer  Sätze  über  Sy- 
steme von  Kegelschnitten  durch  vier  Punkte  sind. 

278.  Es  ist  wichtig,  die  Form  fiL^  +  m'^M'^  =  n^N^  zu 
charakterisiren,  welche  einen  Kegelschnilt  bezeichnet,  in  Be- 
zug auf  den  die  Geraden  X  =  0,  ^=0,  iV=0  die 
Seiten  eines  sich  selbst  conjugirten  Dreiecks  sind 
fArt.  130).     Denn  die  Gleichung  kann  in  den  äquivalenten  Formen 

geschrieben  werden;  die  erste  derselben  zeigt,  dass  die  geraden 
Linien  nN  •\'  mM  -•:^0,  nN  —  mM  =  0,  welche  sich  im  Punkte 
M=:0,  N=0  schneiden,  Tangenten  der  Curve  mit  der  ent- 
sprechenden Berührungssehnc  X  =  0  sind,  d.  h.  ^  =  0,  N  =  0 
ist  der  Pol  von  X  ==  0  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Ebenso 
folgt  aus  der  zweiten  Form,  dass  iV  =  0,  Z  =  0  der  Pol  von 
M  =0  ist;  daher  ist  auch  Z  ==  0,  M  =  0  der  Pol  von  iV  =  0. 
Und  das  Analoge  ergiebt  sich  auch  aus  der  dritten  Form  der 
Gleichung,  nach  der  die  Geraden  IL  +  imM  =  0  Tangenten  der 
Curve  für  die  Beruhrungssehne  N  =  0  sind;  diese  imaginär^en 
Geraden  schneiden  einander  in  dem  reellen  Punkte  Z  =  0,  itf  =  0, 
der  somit  der  Pol  von  N  =  0  ist;  dieser  Punkt  liegt  aber  im 
Innern  des  Kegelschnitts  und  die  von  ihm  ausgehenden  Tangenten 
sind  imaginär. 

Man  erkennt  in  gleicher  Weise,  dass 
a\iL^+  2a^2^M  -f  a^^^P  =  «33 iV^  einen  Kegelschnitt  bezeichnet, 
für  welchen  der  Punkt  Z  =  0,  3/  =  0  der  Pol  der  Geraden 
iV==0  ist;  denn  die  linke  Seite  der  Gleichung  kann  in  das  Pro- 
duct  von  zwei  linearen  Factoren  aufgelöst  werden,  welche  gleich  Null 
gesetzt  gerade  Linien  durch  den  Punkt  Z  =  0,  ^/  =  0  darstellen. 


ff 
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279.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  mit  einem  dritieu 
Kegelschnitt  in  doppelter  Berührung  sind,  so  gehen 
ihre  Berührungssehnen  mit  diesem  und  eines  von  den 
drei  Paaren  der  Durchschnittssehnen,  die  sie  mit  ein- 
ander bestimmen,  durch  einen  Punkt  und  bilden  ein 
harmonisches  Büschel. 

Für  S  =  0  als  die  Gleichung  des  dritten  Kegelschnitts  sind 
8  +  1^^  =  0,  S  +  M^  =^0  die  Gleichungen  der  beiden  ersten 
Kegelschnitte  und  man  erhält  durch  Subtraction  derselben  ron 
einander  als  Gleichung  der  fraglichen  Durchschnitt«sehoen 
P  —'  3P  =  0;  die  Durchschnittssehnen  Z  +  Jlf  =  0  bilden 
also  mit  den  Sehnen  der  Berührung  i  ::=  0,  J^  =  0  ein  har- 
monisches Büschel  (Art.  56). 

Aufy.  1.  Wenn  zwei  KegelschniUe  in  doppelter  Berührung  siod. 
so  schneiden  sich  die  Sehnen ,  welche  ein  durch  die  Berührungspunkte 
willkürlich  gelegter  Kegelschnitt  mit  beiden  bestimmt,  auf  der  B^ 
rührungssehue. 

Die  Gleichungen  5  =  0,  S  +  L^  =  0.  S  +  LM  =  0  enlhallcn 
den  Beweis.  Insbesondere  für  Paare  von  geraden  Linien  durch  die  B^ 
rührungspunktc  und  fOr  Hyperbeln  mit  denselben  Asymptoten  ergeben 
sich  speciellere  Sätze. 

Aufg,  2.  Die  Berührungssehnen  von  zwei  Kegelschnitten  mit  iiiren 
gemeinschaftlichen  Tangenten  gehen  durch  den  Schnittpunkt  eines  Paares 
ihrer  gemeinsamen  Sehnen. 

Wenn  mau  den  Kegelschnitt  5  =  0  als  ein  Paar  von  geraden  Linien 
denkt,  so  erhält  man  diesen  Satz  dls  einen  Specialfall  des  vorhergehenden. 

Aufg.  3.  Die  Diagonalen  eines  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen 
und  die  des  entsprechenden  ihm  umgeschriebenen  Vierecks  bilden  mit 
einander  ein  harmonisches  Büschel. 

Diess  ist  der  speciclle  Fall  von  dem  Satze  des  Art.,  in  welchem  die 
Kegelschnitte  S  +  L'^  =  0,  S  +  3fi  =  0  sich  auf  ein  Paar  von  Gera- 
den reduciren.  .Der  Beweis  kann  aber  für  diesen  Fall  auch  direct  geführt 
werden  wie  folgt:  Sind  t^  z=zO,  t^  =  0,  <3=0,  ^4=0  die  Gleichungen 
von  zwei  Tangentenpaaren  und  c^  =  0,  c^  =  0  die  der  entsprechenden 
Berührungssehnen ,  d.  h.  der  Diagonalen  des  entsprechenden  eingesclm^ 
benen  Vierecks,  so  kann  man  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  jeder  der 
'Formen  i^  t.^  —  c^  :=:  0,  ^3/4  —  c,^  =^0  schreiben,  die  daher  ideulisdi 
oder  nur  um  einen  constanteu  Factor  verschieden  sind.  Daraus  entspringt 
die  nothwendige  Identität  ([t^  —  ^^3^4  =  c^  —  l-c^,  in  welchen  die 
rechte  Seite  durch  ihr  Verschwinden  ein  Paar  von  geraden  Linien  aus- 
drückt, die  mit  Cj  =  0,  c^  ^=  0  ein  harmonisches  Büschel  bilden,  und 
deren  linke  Seite  daher  zeigt,  dass  diese  Geraden  die  Punkte  /j=r/j=:0. 
t^=:  t^  =  0  und  <j  ==  f^  =  0,  /j  =  ^3  =  0  mit  einander  verbinden. 

Aufg,  4.     Man  soll  die  Gleichungen  der  Diagonalen  des  Vilrecks 
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aitfsielleii ,  welches  von  den  Tangenten  eines  Ccntralkegclsclinitts  in  den 
vier  Punkten  gebildet  wird,  denen  die  e.\centrischen  Winkel  2  a,  2ß,  2y, 
2  d  entsprechen. 

In  diesem  Falle  ist 
/,=  -  cos  2a  +  f- sin  2a  —  1.    f«  =  -  cos  2ß  +  ^  sin2/3  — 1; 

Cj  =  —  cos  (a  +  /3)  +  ^  sin  (c  +  /3)  —  cos  (a  —  ß)  und  man  fin- 
det leicht  /,  t.2  —  0^2  =  —  sin2  (a  —  ß)  I^  +  ^1  ~  l|.  Nacli  den 
Ergebnissen  der  letzten  Aufgabe  findet  man  somit  als  die  Gleichungen  der 
Diagonalen   .    ,    ' — öt  =  + * 


»in  (a  —  ß)        —  sin  (y  —  d) 

280.  Wenn  drei  Kegelschnitte  in  doppelter  Be- 
rührung mit  einem  vierten  Kegelschnitt  sind,  so  ge- 
hen sechs  Durchschnillssehnen   derselben  viermal   zu 

« 

je  dreien  durch  einen  Punkt 

Denn  wenn  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  von  der  Form 
S+IP  =  0,  S  +  M'^  =  0,  S  4- JV2  =  0  sind,  so  sind 
I-J/=0,  if— iV=0,  N-L=^;  L+M=0,  M+N=0,  N—L^O; 
Z+.V=0,  itf— iV=0,  N+L=0;  L—M=0,  M+N=0,  N+L=0 
die  Gruppen  der  Gleichungen  dieser  Durchschnittssehnen.  Wie 
im  letzten  Art.  können  specielle  Fälle  dieses  Satzes  gebildet  wer- 
den, indem  man  voraussetzt,  dass  einer  dieser  Kegelschnitte  oder 
mehrere  von  ihnen  in  gerade  Linien  zerfallen.  So  z.  B.  bezeich- 
net 5  =  0,  wenn  dieser  Kegelschnitt  in  ein  Paar  Gerade  dege- 
nerirt,  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten  der  Kegelschnitte 
S  +  M^  =  0,  5  H-  iV^  =  0,  und  wenn  Z  =  0  eine  gerade  Linie 
ausdruckt,  die  durch  den  Schnittpunkt  dieser  Tangenten  geht,  so 
zerfallt  auch  5  +  Z^  =  0  in  gerade  Linien  und  repräsentirt 
ein  Paar  von  Geraden,  die  durch  den  Schnittpunkt  der  gemein- 
schafüichen  Tangenten  gehen;  d.  h.  wenn  man  durch  den 
Schnittpunkt  der  gemeinsamen  Tangenten  von  zwei 
Kegelschnitten  ein  Paar  von  geraden  Linien  zieht,  so 
schneiden  sich  die  Sehnen  jedes  Kegelschnitts,  welche 
seine  Durchschnittspunkte  mit  diesen  geraden  Linien 
verbinden,  in  einer  der  gemeinschaftlichen  Sehnen 
der  Kegelschnitte.  Diess  ist  die  Erweiterung  eines  Im  Art.  146 
bewiesenen  Satzes  und  insbesondere  liegt  darin,  dass  Tangenten  in 
den  Schnittpunkten  jener  geraden  Linien  mit  den  Kegelschnitten  an 
diese  sich  in  einer  der  gemeinschaftlichen  Sehnen  durchschneiden. 
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281.  Wenn  die  durch  S  +  L'^=0,  S  +  JiP'^^0,  S+N^=:Q 
dargestellten  Kegelschnitte  sämmtlich  in  gerade  Linien  zerfalleD, 
so  bilden  sie  ein  dem  Kegelschnitt  S  =  0  umgeschriebenes 
Sechsseit»  die  Durchschnittssehnen  sind  Diagonalen  dieses  Sechs- 
seils und  man  erhält  den  Satz  von  Brianchon:  In  jedem  einem 
Kegelschnitt  umgeschriebenen  Sechsseit  schneiden 
sich  die  drei  geraden  Verbindungslinien  der  Gegen- 
ecken in  einem  Punkte.  Wenn  die  Seiten  des  Sechsseits 
der  Reihe  nach  durch  1,  2/  3,  4,  5,  6  bezeichnet  sind,  so  dnd 
die  Verbindungslinien  von  (1,  2)  mit  (4,  5),  von  (2,  3)  mit  (5,  6) 
und  von  (3,  4]  mit  (6,  1)  die  im  Satze  bezeichneten.  Durch 
Vertauschung  der  Ordnung  der  Seiten  des  Sechsseits   lassen  sich 

1  •  2  •  3  •  4  •  5 
aber  aus  ihnen ,   d.  i.  60  verschiedene   Sechsseite 

bilden  und  für  jedes  derselben  ist  der  ausgesprochene  Satz  gül- 
tig. Der  Beweis  kann  auch  so  wie  in  Art.  279,  Aufg.  3  ausge- 
drückt werden;  wenn  i^t^ — ^,^=0,  i^t^ — C2^=0,  1^(0" — c^^=0 
äquivalente  Formen  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  ^  =  0  sind, 
so  stellen  q  =  C2  =  (^3  drei  Diagonalen  dar,  die  sich  in  einem 
Punkte  durchschneiden.  Da  aber  keine  Regel  gegeben  ist,  nach 
der  die  durch  die  Gleichung  q  c=:  4-  ^j  dargestellte  Diagonale 
des  Vierseits  tit^t^t^  bestimmt  werden  kann,  so  beweist  dieser 
Schluss  nur  diess,  dass  die  Verbindungslinien  der  Punkte  (1,  2j 
und  (4,  5),  (2,  3J  und  (5,  6)  sich  entweder  in  der  Geraden 
(3,  4)  (6,  1)  oder  in  (1,  3)  (4,  6)  begegnen.  Andere  Beweise  des 
Satzes  werden  diesen  Zweifel  beheben. 

282.  Der  Satz  von  Brianchon  erlaubt  uns,  aus  fünf  ge- 
gebenen Tangenten  a,  b,  c,  dy  e  eines  Kegelschnitts 
denselben  zu  construiren.  Denn  wenn  wir  auf  einer  der- 
selben a  einen  Punkt  P  annehmen,  so  können  wir  die  zweite 
Tangente  f  des  Kegelschnitts  von  P  aus  mit  Hilfe  dieses  Satzes 
bestimmen.  Nach  demselben  schneiden  sich  die  Verbindungslinien 
der  Punktepaare  ah^  de;  bc,  ef;  cd,  fa  in  einem  Punkte  Ö; 
nach  der  Voraussetzung  sind  die  geraden  Linien  ah^  de  und 
cd,  fa  oder  cd,  P  bekannt  und  somit  auch  der  Schnittpunkt  0 
derselben  mit  einander;  zieht  man  daher  die  Gerade  von  ihm 
nach  dem  Punkte  bc,  so  schneidet  dieselbe  die  Tangente  e  io 
einem  Punkte  Q,  welcher  der  Tangente  f  aus  P  angehört;  PQ 
ist  also  diese  Tangente.     Man  kann  sagen,  sie  sei  die  Basis 
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eines  veränderlichen  Dreiseits,  dessen  Basisecken 
sich  auf  den  festen  -geraden  Linien  a  und  e  bewegen, 
während  sein  Scheitel  die  Gerade  ah^  de  beschreibt 
und  seine  Seiten  sich  um  die  festen  Punkte  hc  und  cd 
drehen. 

Äufg,  1.  Auf  fünf  Tangenten  a,  6,  c,  d^  e  eines  Kegclscimitts 
den  Berührungspunkt  T  einer  unter  ihnen  (a)  zu  ermilleln. 

Man  ISsstdie  sechste  Tangente  f  mit  a  zusammen Tallen  und  bestimmt 
iiiren  Schnittpunkt  T  mit  derselben;  d.  h.  man  zieht  die  Gerade  ab^  de 
uad  schneidet  sie  mit  6c,  ef{ea)  in  0,  zieht  dann  cd,  0  und  erhält  T 
auf  a  {f)  da.  wo  diese  sie  schneidet. 

Aufg.  2.  Mau  soll  zu  fünf  Tangenten  das  Centrum  des  Kegel- 
schoitts  bestimmen.       , 

Dazu  ist  nur  nöthig.  die  zu  einer  der  gegebenen  parallele»  d.  h. 
durch  ihren  unendlich  entrernten  Punkt  gehende  neue  Tangente  und  für 
jeoe  und  diese  die  Berührungspunkte  zu  construlren;  die  Verbindungslinie 
derselben  ist  ein  Durchmesser,  sein  Halbirungspunkt  das  Genirum. 

Aufg.  3.     Man  construire  eine  Parabel  aus  vier  Tangenten. 

283.  Wenn  drei  Kegelschnitte  durch  dieselben 
zwei  Punkte  gehen,  so  schneiden  sich  ihre  drei  ge- 
meinschaftlichen Sehnen,  welche  keinen  dieser  Punkte 
enthalten,  in  einem  Punkte. 

Ist  S=:0  die  Gleichung  des  einen  Kegelschnitts  und  sei  X=:0 
die  Gleichung  der  Geraden,  welche  die  beiden  gemeinsamen  Punkte 
verbindet,  so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  andern  Kegelschnitte 
von  der  Form  S  +  LM  =^0,  S  +  LN  ==0  und  die  Gleichung 
ihrer  Durchschnittslinie  ist  daher  L  {M — N)  =  0;  die  durch 
Jf  —  JV  ==  0  dargestellte  Gerade  geht  aber  durch  den  Punkt 
j!f=:0,  iV  =  0.  In  Uebereinstimmung  mit  der  Bemerkung  des 
Art  277  erkennen  wir  diesen  Satz  als  eine  Erweiterung  des  Satzes 
im  ArL  138,  über  die  Radicalaxen  von  drei  Kreisen,  da  diese 
letztern  die  unendlich  entfernte  Gerade  ihrer  Ebene  zur  gemein- 
sehafUichen  Sehne  haben.  Der  Satz  des  Art.  280  erscheint  als 
fernere  Erweiterung  desselben  Satzes  und  man  kann  von  drei 
Kegelschnitten,  welche  mit  einem  vierten  Kegelschnitt  in  doppel- 
ter Berührung  sind,  aussagen,  dass  sie  vier  Radicalcentra  be- 
sitzen, in  deren  jedem  drei  ihrer  gemeinschaftlichen  Sehnen  sich 
schneiden.  An  die  Stelle  des  mit  ihnen  allen  in  doppelter  ße- 
rübrung  stehenden  Kegelschnitts  treten  im  Falle  der  Kreise  die 
zwei  Punkte,  die  ihnen  allen  gemein  sind.  Der  Satz  unseres  Art. 
kann    wie    im  Art.    138    so  ausgesprochen   werden:    Wenn  vier 
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Punkte  eines  Kegelschnitts  fest  bestimmt  sind,  so  geht  seine 
Durchschoittssehne  mit  einem  festen,  durch  zwei  von  diesen 
Punkten  gehenden  Kegelschnitt  durch  einen  festen  PunkL 

Aufg.  1.  Durch  die  Vorausselzimg, 
dass  einer  der  beiden  Kegelschnitte  in  ein 
Paar  von  Geraden  OA^  OB  degenerirl,  ent- 
steht der  Satz :  Wenn  man  durch  einen  der 
Schnittpunkte  A  von  zwei  Kegelschnitten 
eine  gerade  Linie  zieht,  welche  diese  in  den 
ferneren  Punkten  P,  p  respective  schneidet, 
und  durch  einen  zweiten  Schnittpunkt  B  der- 
selben eine  andere  gerade  Linie ,  welche  die 
Punkte  jß,  q  in  ihnen  ferner  bestimoil,  so  schneiden  sich  die  Geraden 
PQ'i  /><?  in  der  zweiten  Durchschnittssehne  CD'der  Kegelschnitte. 

Aufg.  2.  Wenn  durch  den  Berührungspunkt  von  zwei  Kegel- 
schnitten zwei  Gerade  gezogen  werden,  welche  diese  Curven  in  den  Punkten 
-^>  P»  Qi  9^  respective  schneiden,  so  begegnen  sich  die  Geraden  PQ^  pq 
in  der  Durchschnittssehne  der  Kegelschnitte. 

Dieser  Satz  ist  auch  ein  specieller  Fall  von  einem  im  Art.  280  ge- 
gehencn,  weil  einer  der  Durchschnittspunkte  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten von  zwei  sich  berührenden  Kegelschnitten  in  den  Berührungspunkt 
fällt.    (Vergl.  den  Zusatz  im  Art.  147.) 

284.  Die  Gleichung  des  einem  Viereck  umgeschriebenen 
Kegelschnitts  LN  =  kMP  liefert  uns  einen  ßeweis  des  Satzes 
von  Pascal:  Die  drei  Durchschnittspunkte  der  Gegen- 
seitenpaare  eines  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrie- 
benen Sechsecks  liegen  in  einer  geraden  Linie. 

Wir  bezeichnen  die  Ecken  des  Sechsecks  durch  a,  6,  c,  d,  c,  f 
und  wollen  durch  a6  =^  0  die  Gleichung  der  geraden  Verbin- 
dungslinie von   a  mit  b  ausdrücken;    dann  niuss  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts,  als  dem  Viereck  ab  cd  umgeschrieben  wie  er 
ist,  sich  in  der  Form  ab  .  cd  —  bc  .  ad  :=  0  schreiben  lassen; 
und  da  er  auch  dem  Viereck  defa  umgeschrieben  ist,   so  inuss 
dieselbe    Gleichung  in   der   Form    de.fa  —  ef .  ad  =  0  aos- 
drückbat*  sein.     Die  Identität  beider  Ausdrucksformen  giebl  uns 
die  Gleichung  ab  .  cd  —  de  .  fa  =  ad  (bc  —  cf),  und  aus  dieser 
ist  zu  schliessen,   dass  die  linke  Seite  der  Gleichung,   die  gleich 
Null  gesetzt   ihrer  Form  gemäss  eine  dem  Viereck   der  Linien 
a6,  de^  cd,  af  umgeschriebene  Figur  darstellt,  in  zwei  FactorcB 
zerlegbar  sein  muss,   die  daher  die  Diagonalen  dieses  Vieredi^ 
darstellen.     Nun  ist  ad  diejenige  Diagonale,  welche  die  Ecken  a 
und  d  verbindet,   also  muss  bc  —  eft=:^0  die  andere  Diagonale 
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sein  oder  die  Ecken  ab^  de;  cd,  af  mit  einander  verbinden;  da 
aber  die  Form  ihrer  Gleichung  sie  als  eine  durch  den  t^unkt 
ic,  ef  gehende  Gerade  charakterisirt ,  so  liegen  nothwendig 
die  drei  Punkte  ah,  de;  bCy  ef;  cd,  fa  in  einer  geraden 
Linie. 

Aufg,  1.  Wenn  a,  b,  c  drei  Puukle  einer  Geraden  und  a,  b\  c 
drei  Punkte  einer  andern  Geraden  sind,  so  liegen  die  Durchschniltspunkte 
bc\  b*c\  ca\  c  a\  ab\  ah  in  einer  Geraden.  Dieser  specielle  Fall  des 
Pascarscheu  Salzes. gilt  auch  dann  noch,  wenn  die  zweite  Gerade  in  un- 
endlicher Ferne  ist  und  also  die  Linienpaare  hc\  ca\  ca\  dh\  ah\  a  c 
parallel  zu  drei  verschiedenen  Geraden  gezogen  sind. 

Äufg,  2.  Wenn  man  vier  Gerade  auf  alle  Arten  zu  dreien  comhi- 
nirl,  so  entstehen  vier  Dreiecke;  die  Durchschniltspunkte  der  Höhen  die- 
ser Dreiecke  liegen  in  einer  Geraden. 

Sind  a,  h,  c,  d  die  vier  Geraden  und  a\  h\  c\  d'  die  zu  ihnen  recht- 
winkligen Linien  der  Gpnslruction ,  so  ergieht  sich  der  Beweis  durch  die 
Anwendung  des  Satzes  der  vorigen  Aufgabe  auf  die  drei  Schnittpunkte 
von  a,  b,  c  mit  d  und  die  drei  unendlich  entfernten  Punkte  von  a\  h\  c. 
Der  Satz  folgt  auch  aus  dem  Steiner'schen  Satze  in  der  3.  Au  fg.  des 
Art  235;  denn  die  vier  Durchschniltspunkte  der  Höhen  müssen  in  der 
Directrix  der  Parabel  liegen,  welche  die  vier  Geraden  zu  Tangenten  hat. 

Aufg.  3.  Der  angezogene  Salz  von  Steiner  ist  selbst  ein  specieller 
Fall  von  ßrianchon*s  Satz;  denn  sind  a^  b,  c  drei  Tangenten  der  Parabel 
und  bezeichnen  a\  b\  c  drei  zu  ihnen  rechtwinklige  Tangenten,  ist  über- 
diess  oo  die  unendlich  entfernte  Gerade,  die  auch  eine  Tangente  ist,  so 
betrachten  wir  die  sechs  Tangenten  a,  &,  c,  c',  cx>,  d  und  sehen,  dass 
die  Geraden  a6,  c  oo\  hc,  a'oo;  cc,  ad  sich  in  einem  Punkte  schnei- 
den; von  ihnen  sind  aber  die  beiden  ersten  Höhenpcrpendikel  des  betrach- 
teten Dreiecks  und  die  letzte  ist  die  Directrix,  in  welcher  jedes  Paar  recht- 
winkliger Tangenten  sich  durchschneidet.    (Art.  229.) 

285.  Pascal's  Theorem  gestattet  aus  fünf  Punkten 
A,  By  C,  2>,  E  eines  Kegelschnitts  denselben  zu  con- 
^slruiren;  denn  wenn  wir  irgend  eine  Linie  AP  durch  einen 
der  gegebenen  Punkte  ziehen,  so  können  wir  den  Punkt  F  be- 
stimmen, in  welchem  sie  den  Kegelschnitt  ferner  schneidet  und 
dadurch  beliebig  viele  Punkte  des  Kegelschnitts  construiren.  Nach 
PascaFs  Salz  sind  die  Schnittpunkte  von  AB,  DE;  BC,  EF;  CD,  FA 
in  derselben  Geraden  und  da  nach  der  Vorausselzung  die  Punkte 
AB,  DE  oder  0,  CD,  AF  {AP)  oder  P  bekannt  sind,  so  bestimmt 
die  Verbindungslinie  von  E  mit  dem  Schnittpunkte  Q  von  OP 
und  BC  auf  der  Geraden  AP  den  Punkt  F,  In  andern  Worten: 
Der  Punkt  jP  ist  die  Spitze  eines  veränderlichen  Drei- 
ecks FPQ,   dessen  Seiten  durch  feste  Punkte  AEO  ge- 
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hen,  während  seine  Basisecken  P,  Q  sich  längs  fester 
Geraden  CD,  CB  bewegen.  (Vergl.  Aufg.  3,  Art.  47.)  In  die- 
ser Form  ward  das  Theorem  durch  Mac  Laurin  ausgesprocheo 

(1732). 

Aufg.  1.  Aus  fünf  Punkten  eines  Kegelschnitts  sein  Ceutnim  za 
bestimmen. 

Man  ziehe  AP  parallel  zu  JBC  und  bestimme  den  auf  ihr  gelegenen 
Punkt  F  des  KegelscimitLs;  dann  sind  BC  und  AF  zwei  parallele  Sehnen 
und  die  gerade  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  ist  ein  Durchmesser. 
Indem  man  ebenso  auf  EQ  parallel  CD  den  Punkt  G  des  Kegelschnitts 
bestimmt,  fmdet  man  einen  zweiten  Durchmesser  und  damit  das  Centnim. 

Aufg.  2.  Aus  fönf  Punkten  eines  Kegelschnitts  die  Tangente  in 
einem  von  ihnen  zu  bestimmen. 

Der  Punkt  F  falle  mit  A  zusammen,  so  nimmt  die  durch  E  gehende 
Gerade  QF  die  Lage  qA  an  und  pA  ist  die  gesuchte  Tangente. 

Aufg.  3.  I^kn  untersuche  die  Generationsmethode  Mac  Laurin's, 
d.  h.  man  bestimme  den  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks,  dessen  Seiten  durch 
drei  feste  Punkte  respective  gehen,  während  die  Basisecken  sich  in  zwei 
festen  Geraden  bewegen. 

Sind  Z  =  0,  iüf  =  0,  iV  ==  0  die  Gleichungen  der  Seiten  des  ton 
den  drei  festen  Punkten  gebildeten  Dreiecks,  so  können  nach  dem  Princip 
des  Art.  60  die  festen  Geraden  in  der  Form  /Z  +  mJftf  +  niV  =  0, 
l'L  +  mM  +  n'iV  =  0  ausgedrückt  werden;  und  ist  dann  L  =  nM 
die  Basis,  so  ist  die  Gerade,  welche  den  Punkt  jlf  =  0,  iV  =  0  mit  dem 
Durchschnittspunkt  der  Basis  mit  der  ersten  festen  Geraden  verbindet, 
durch  (/ft  +  m)  M  +  nN  :=^  0,  und  die  Gerade,  welche  den  Punkt 
X  =  0,  iV=  0  mit  dem  Durchschnitt  der  Basis  mit  der  zweiten  festen 
Geraden  verbindet,  durch  (l'(i  +  m')  Z  +  n^N  =  0  dargestellt.  Die 
Elimination  von  [i  zwischen  den  beiden  letzten  Gleichungen  giebt  die 
Gleichung  des  gesuchten  Ortes  in  der  Form 

lmLM=^  (mil/  +  «iV)  (f  L  +  n'JV),  d.  h.  derselbe  ist  ein  Kegelschnill. 
welcher  durch  die  vier  Punkte  iüf  =  0,  iV  =  0;  JV  =  0,  X  =  0: 
Z  =  0,  IL  +  mM  +  nN  =  0;  iJf  =  0,  fL  +  mM  +  nJS'^0 
hindurchgeht. 

286.  Wie  in  dem  Falle  des  Satzes  von  Brianchon  können 
wir  eine  Anzahl  von  60  verschiedenen  Sechsecken  aus  den  näm- 
lichen sechs  Punkten  erhalten,  wenn  wir  die  Ordnung  ihrer  Auf- 
einanderfolge andern.  Die  entsprechenden  Linien  bilden  ein 
System  mit  zahlreichen  interessanten  Eigenschaften.  Da  z.  6. 
der  Kegelschnitt  des  vorigen  Art.  auch  dem  Viereck  6c ^/um- 
geschrieben ist,  so  kann  seine  Gleichung  auch  in  der  Form 
be  .  cf —  bc  .  ef  =  0  ausgedrückt  werden  und  ihre  Identität 
mit  der  zuerst  gegebenen  Form  im  Art.  284  giebt 
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ab  ,cd  —  be  .  cf  =:  (ad  —  ef)  bc,  woraus  wir  wie  dort 
schliessen ,  •  dass  die  Punkte  06,  cf;  cd,  be;  ad,  ef  in  einer 
Geraden,  nämlich  <ler  durch  ad  —  ef  =  0  dargestellten  Linie 
liegen. 

In  gleicher  Weise  lernen  wir  aus  der  Identität  der  zweiten 
und  dritten  Form  der  Gleichung  unseres  Kegelschnitts,  dass  die 
drei  Punkte  de,  cf;  fa,  be;  adj  bc  in  einer  Geraden  liegen, 
die  durch  bc  —  ad  =  0  dargestellt  ist.  Aber  die  drei  Geraden 
bc—  ef=  0,  ef  —  ad  =  0,  ad  —  bc  =  0  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  und  es  ist  damit  der  Satz  von  Steiner  bewiesen, 
dass  die  drei  Pascai'schen  Linien,  welche  man  für  die 
Anordnung  der  Ecken  in  den  respectiven  Folgen 
abcdef,  adcfeby  afcbed  erhält,  sich  in  einem  Punkte 
schneiden. 

Man  kann  jedoch  diesen  Satz,  sowie  den  grössten  Theil  aller 
der  andern  Sätze,  welche  die  Untersuchungen  von  Steiner, 
Plücker,  Cayley,  Kirkmann,  Hesse  über  die  Tigur  des  vollstän- 
digen Sechsecks  bekannt  gemacht  haben,  auch  entwickeln,  indem 
man  die  einfachsten  Principien  der  Comblnationslehre  mit  den 
folgenden  elementaren  Sätzen  verbindet:  Wenn  zwei  Dreiecke  so 
gelegen  sind,  dass  die  geraden  Verbindungslinien  ihrer  ent- 
sprechenden Ecken  durch  einen  Punkt  gehen  (Cenlrum  der 
Collineation,  Homologie  oder  Perspective),  so  liegen  die  Durch- 
schnittspunkte ihrer  entsprechenden  Seiten  in  einer  geraden  Linie 
[Axe  der  CoUineation  etc.,  Art.  60,  Aufg.  3)  und  umgekehrt. 
Wenn  für  jedes  Paar  von  drei  Dreiecken  die  Durchschnittspunkte 
der  Gegenseiten  dieselben  drei  Punkte  einer  geraden  Linie  sind, 
so  sind  die  Centra  der  CoUineation  des  ersten  und  zweiten,  zwei- 
ten und  dritten,  dritten  und  ersten  Dreiecks  drei  Punkte  einer 
Geraden,  und  wenn  für  jedes  Paar  von  drei  Dreiecken  die  Ver- 
biaduogslinien  der  Gegenecken  dieselben  drei  Geraden  aus  einem 
Punkte  sind,  so  sind  die  drei  entsprechenden  Axen  der  CoUine- 
ation drei  Gerade  aus  einem  Punkte.  Sind  dann  a,  b,  c,  d,  e,  f 
die  sechs  Punkte  des  Kegelschnitts,  die  wir  die  Punkte  P  nennen 
vollen,  so  werden  sie  durch  fünfzehn  Gerade  verbunden,  die  wir 
die  Geraden  C  nennen  werden.  Jede  derselben,  i.  B.  ab  wird 
TOD  den  vierzehn  anderen  geschnitten  und  zwar  durch  vier  im 
Puokte  a,  durch  vier  andere  in  b  und  also  durch  sechs  in  an- 
deren von  a  und  b  verschiedeneu  Punkten,  z.  B.   ab,   cd,  etc. 
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Wir  woilen  diese  als  die  Punkte  p  bezeichnen;  ihre  Anzahl  ist 
funfundvierzig,  denn  in  jeder  der  Linien  C  sind  sechs  derselben 
gelegen  und  da  zwei  Linien  C  durch  jeden  Punkt  p  gehen,  so 
ist  iiire  Zahl  die  dreifache  Zahl  der  C,  Wenn  wir  die  Seiten 
des  Sechsecks  in  der  Ordnung  abcdef  nehmen»  so  sagt  Pascal's 
Satz,  dass  die  drei  Punkte  p  in  einer  Geraden  liegen,  welche  als 
(oft,  de)^  (6c,  ef)^  (cdy  fa)  zu  bezeichnen  sind  und  wir  können 

diese  Gerade  als  die  PascaPsche  Linie  <  ,    '         ,     >  bezeichnen, 

Kde  ,  ja  ,  oc } 

um  die  drei  Punkte  bequem  erkennen  zu  lassen,  durch  welche 
sie  geht. 

Durch  jeden  Punkt  p  gehen  vier  Pascarsche  Linien,  nämlich 
z.  B.  durch  (aft,  de)  die  Linien  abcdef,  ahfdec,  abcedf, 
abfedc;  wir  finden  also  die  Zahl  der  PascaFschen  Linien,  indem 
wir  die  Zahl  der  Punkte  p  mit  vier  multipliciren  und  durch  drei 
dividiren,  weil  jede  von  ihnen  drei  Punkte  p  enthält,  oder  sie 
ist  gleich  sechzig.  Es  ist  auch  die  Zahl  der  verschiedenen  mög- 
lichen Anordnungen  der  Buchstaben  abcdef.  Betrachten  wir 
nun  drei  Dreiecke  (1),  (2),  (3)  von  den'  Seiten  ab,  cd,  ef; 
de,  fa,  bc;  cf,  be,  ad  respective;  so  liegen  die  Durchschnills- 
punkte  der  entsprechenden  Seiten  von  (1)  und  (2)  in  derselben 
Pascai'schen  Linie  und  die  Verbindungslinien  ihrer  entsprechen- 
den Ecken  schneiden  sich  also  in  einem  Punkte;  sie  sind  aber 
{ab  .  de  .  cf\^  {  cd  .  fa  .  be\^  (  ef .  bc  ,  ad\  j  •  j  • 
cd  .  fa  .  be  f'  \ef ,  bc  ,  ad  }'  \ab  ,  de  .  cff* 
Pascal'sche  Linien  und  wir  haben  Steiner's  Satz  wieder  gefunden. 
Wir  werden  den   Schnittpunkt  als  den  Punkt  g  und  durch  die 

Iab  ,  de  .  cf\ 
cd  .  fa  .  be  \  bezeichnen,  welche  oOenbar  macht, 
ef »  bc .  ad\ 
dass  in  jeder  Pascal'schen  Linie  nur  ein  einziger  Punkt  g  liegt; 

denn  wenn  die  Pascarsche  Linie  <     ,  '       '  ,    \  gegeben  ist,  so 

(cd  .  fa  .  be) 

erhält  man  die  Charakteristik   des  bezüglichen  Punktes  g  durch 

Untersetzen  der  in  ihren  Verticalreihen  nicht  enthaltenen  Boch- 

staben  unter  dieselben.     Da  aber  in  jedem  Punkt  g  drei  Pascal'- 

sehe  Linien  zusammentreffen,  so  ist  die  Zahl  dieser  Punkte  gleich 

zwanzig.     Wenn  wir  die  Dreiecke  2,  3  und  1,  3  betrachieo,  so 

sind  die  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  in  beiden  Fallen 
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dieselben  und  die  drei  Axen  der  Coliineation  trefTen  sich  somit 
in  einem  Punkte;  derselbe  ist  aber  oiTenbar  der  Punkt  g  von  der 

!ab  .  cd  .  ef\ 
de  ,  fa  .  bc\  und   leitet  uns   daher  zu    keinem 
cf.  he  . ad\ 
neuen  Satze. 

Aufg.  Man  zeige ,  dass  die  Durchschnilte  der  sechs  Paare  abwecii- 
seloder  Seilen  eines  Pascai'schen  Sechsecks  in  naturlicher  Ordnung  ein 
Brianchon'sches  Sechsseit  bildet  und  dass  ebenso  die  Verbindungslinien 
der  sechs  Paare  abwechselnder  Ecken  eines  Brianchon'schen  Sechsseits  in 
dieser  Ordnung  ein  PascaPsches  Sechseck  bilden. 

287.    Betrachten  wir  nun  die  Dreiecke 

ah,                          cd,                           ef  1) 

{ah.ce,df\       icd,hf,ae\       {ef,bd.ac\  . 

yde\  hf  .  acy     yaf ,  ce  .  hdy     yhc  .  ae  ,  df^  ^ 

{ah  .  ce  .  df\       lcd,hf,ae\  •    {ef,hd,ac\  . 

cf  .hd  ,  aey     \he  ,  ac  ,  dfy     \ad,ce,hf\ 

so  sind  die  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Seiten  von 
1  und  4  drei  Punkte  derselben  PascaFschen  Linie  und  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Ecken  gehen  daher  durch  einen 
Punkt.    Diese  sind  aber  die  drei  Pascai'schen  Linien 

{ab  .  ce  .  df\       ( cd  .  hf  ,  ae  \       (  ef .  ac  .  bd)        .     .     ,« 
j,    ^^         >f    <    ^  L  Af    <   \  ,..>  und  wn*  kon- 

cd  .  bf  .  ae  \       \ef.ac.bd\       \ab.ce.df\ 

Den  den  Schnittpunkt  bezeichnen  als  den  Punkt  h  von   der  Clia- 

ab  .  ce  .  df\ 

cd  .  hf .  ae\ .     Sie  weicht   von"  der  der   Punkte  g 

ef .  ac  .  bd\ 

darin  ab,  dass  nur  eine  der  Verticalreihen  die  sechs  Buchstaben 
ohne  Auslassung  oder  Wiederholung   enthält.     In   jeder  Pascaf- 

schen  Linie  giebt  es  drei  Punkte  h,    nämlich  in  J  ^    '     ^  '  ,     l 
^  '  yde  .  af.  bc  j 

iah  .  cd  ,  ef 
de  .  af ,  bc 
cf ,  hd  ,  ae 

Daraus  entspringt  Kirkmann's  Erweiterung  des  Steiner'schen  Satzes: 
Die  Pascai'schen  Linien  schneiden  sich  zu  dreien  nicht  nur  in 
Steiner's  zwanzig  Punkten  g,  sondern  auch  in  sechzig  andern 
Punkten  h.  Auch  das  erste  Beweisverfahren  des  vorigen  Art. 
lässt  sich  auf  diesen  Satz  anwenden. 


rakteristik 


ah  ,  cd  ,  ef\      {ah,cd,ef\ 
de  .  af .  bc  l,  )  de  ,  af ,  hc  l. 
ac.he,df\     \hf,ce.ad^ 


L 


I  *•■■ 


!k! 


Er 
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(  ac  .  bd  .  ef] 
>,  {df ,  ae  .hc  > 


Wenn  wir  ebenso  die  Dreiecke  1  und  5  betracliteD,  so  sind 
die  Verbindungslinien  der  entsprechenden .  Ecken  dieselben  \ne 
für  1  und  4  und  die  entsprechenden  Seiten  durchschneiden  sich 
daher  in  einer  Geraden,  offenbar  einer  Pascarschen  Linie.  End- 
lieh  müssen  sich  die  entsprechenden  Seiten  von  4  und  5  ia  drei 
Punkten  einer  Geraden  schneiden»  d.  h.  die  drei  Punkte  h  tod  deü 

(ah  .  ce  ,  df\  (  ae  ,  cd  .  bf 
de  ,  bf .  ac  \,  fbd.af.ce 
cf,ae,bd\      \ac.be.df\     Ice.bf.ad 

liegen  in  einer  Geraden ;  und  da  überdiess  die  Axe  von  4  uod  6 
durch  den  Schnittpunkt  der  Axen  von  1,  4  und  1,  5  gehen  moss, 
d.  h.  durch   den  Punkt  g,    der  aus  den   vollständigen  Verlical- 

(ab  ,  cd  .  ef 
de  .  af .  bc  \.  so 
cf .  be  .  ad 

haben  vir  den  Cayley-Salmon'schen  Satz:  Es  giebt  zwanzig  ge- 
rade Linien  x,  deren  jede  einen  Punkt  g  und  drei  Punkte  h 
enthält. 

Ebenso  kann  man  beweisen,  dass  die  zwanzig  Geraden  x 
zu  vieren  durch  fünfzehn  Punkte  y  gehen.  Die  vier  Linien  x 
nämlich,  deren  Punkte  g  in  der  vorigen  Bezeichnung  eine  Ver- 
ticalreihe  gemein  haben,  gehen  durch  denselben  Punkt. 

Betrachten  wir  ferner  die  Pascal'schen  Linien,  welche  sich 
in  einem  Punkte  h  schneiden,  z.  B. 

{ab  ,  ce .  df]       (de.bf.ac]       (cf.ae.bd]  ,. 

^      A/-         [•    W  3.^\>    \    \.    A^         }'    so   können 

de  .  bf ,  ac  \       ycf.ae,bd\       yab.df.cex 

wir,  indem  wir  in  jeder  von  ihnen  einen  Punkt  p  wählen,  ein 
Dreieck  bilden,  welches  die  Ecken  [df,  «c),  (bf,  ae),  (bd,  ce) 
hat  und  dessen  Seiten  daher  sind 

(ac.bf.de)       (bf.ce.ad^      jbd.ac.ef^ 
ydf.ae.cbj'     ^^ae.bd.cfj       yce.df.abj' 

Nehmen  wir  dann  in  jeder  einen  Punkt  h,  indem  wir  uoter 
jede  der  obigen  Pascal'schen  Linien  die  Zeile  af .  cd  .  be  schrei- 
ben, so  entsteht  ein  Dreieck  von  den  Seiten 

(ac, bf.de)       jcf.ae.bd)       jdf.ab.ce] 
ybe  .  cd  ,  afy     \be  .  cd ,  afy     \be.cd.  afV 

Die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Seiten  dieses  Dreiecks, 
d.  h.  die  Punkte  g  von  den  Charakteristiken 


[        k 
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be.cd.af)       ( be.cd.af)        i  be.cd.af^  (h&.  cd.af 

acbf.des^    }cf.ae.bd\,    }df,ab.ce\   mit    icf.ab.de 
df.ae.bcl       \ad.bf.ce\        \^  ac.ef.bdj  \ad.ef,bc 

d.  b.  dem  vierten,  der  gleichfalls  die  Zeile   be  ,  cd .  af  enthält, 
liegen  also  in  einer  Geraden.    Und  da  man  fünfzehn  verschiedene 
Pr(M]ucte  von  der  Form  be  ,  cd  .  af  bilden   kann,  so  entspring 
dem  der  Satz  von  Steiner:  Die  Punkte  g  liegen  zu  vieren  in  füyf- 
zebn  geraden  Linien  /. 


Sechszehntes  Kapitel. 

Von  den  projectivischen  Eigenschaften  der 

Kegelschnitte. 


288.  Wir,  gehen  dazu  weiter,  aus  den  vorher  betrachteten 
Formen  der  Gleichungen  von  Kegelschnitten  diejenigen  Schlüsse 
zu  ziehen,  die  sich  auf  Grund  des  Satzes  von  Art.  84  hier  ebenso 
ergeben,  wie  in  Art.  54  f. 

So  druckt  die  Gleichung  XiX^  =  kx2^  aus  (vergl.  Art.  153), 
dass  das  Product  der  senkrechten  Abstände  eines 
Punktes  des  Kegelschnitts  von  zwei  festen  Tangen- 
ten desselben  zu  dem  Quadrat  seines  Abstandes  von 
der  zugehörigen  Berührungssehne  in  einem  constan- 
ten  Verhältniss  ist. 

Die  Gleichung  x^x^  =  kx2Xj^  führt  zu  dem  wichtigen  Satz: 
Das  Product  der  senkrechten  Abstände  eines  Punktes 
des  Kegelschnitts  von  zwei  Gegenseiten  eines  dem- 
selben  eingeschriebenen  Vierecks  steht  zu  dem  Pro- 
duct der  Abstände  desPuuktes  von  den  beiden  andern 
Gegenseiten  desselben  in  einem  constanten  Verhält- 
niss. Aus  dieser  Eigenschaft  erkennen  wir  weiter,  dass  das 
Doppelverhältniss  eines  Strahlbüschels,  dessen  S-trah- 

len  durch  vier  feste  Punkte  eines  Kegelschnitts  gehen 

• 

und  dessen  Scheitel  ein  Punkt  desselben  ist,  constan- 

Salmon,  Anal.  Gcom.  d.  Kcg-cischn.  2.  Anfl.  20 
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*X 


ten  Werth  hat  für  alle  Lagen   dieses  Letzteren.    Denn 

OA.  OB      .      ,^  „  OC.  OD    .     ^^^      . 

—  siD  ÄOBy     arg  =      — ^tt; —  sin  CODy   etc. 


o; 


sind  die  senkrechten  Abstände  und  die  Substitution  dieser  Wertbe 
liefert  durch  Unterdrückung  des  Factors   OA  .  OB  .  OC  .OD  ml 

beiden  Seiten  die  Gleichung  -; — —^r—  :  - — — r-^  =  ^  •  tt^  •  tt^« 

^  sin  CO-ff    sin  COD  CB    CD 

in  welcher  die  rechte  Seite  constant  und  die  linke  der  Ausdruck 
des  fraglichen  Doppelverhältnisses  ist.  Man  darf  auf  Grund  die- 
ses Satzes  von  dem  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten 
eines  Kegelschnitts  sprechen,  ind^m  man  darunter  das  Dop- 
pelverhältniss eines  Strahlbuschels  denkt,  welches  einen  fönllen 
Punkt  des  Kegelschnitts  mit  ihnen  ve|:bindet  Auf  den  Salz  von 
der  Unveränderlichkeit  desselben  ist  zurückzukommen,  sobald 
einige  andere  Formeln  des  Vorhergehenden  ilu*e  entsprechende 
Interpretation  gefunden  haben  werden. 

289.  Wenn  iS  =  0  die  Gleichung  eines  Kreises  ist,  so  be- 
zeichnet nach  Art.  122  der  Werth  von  S,  ■  welcher  durch  die 
Substitution  der  Coordinaten  x,  y  eines  beliebigen  Punktes  er- 
halten wird,  das  Quadrat  der  von  ihm  an  den  Kreis  gezogeneu 
Tangente;  daher  drückt  die  Gleichung  S  —  kx^x^=0  aus, 
dass  der  Ott  eines  Punktes,  für  den  das  Quadrat  der 
von  ihm  an  einen  festen  Kreis  gehenden  Tangente  io 
constantem  Verhältniss  zu  dem  Product  seiner  Ent- 
fernungen von  zwei,  festen  Geraden  steht,  ein  Kegel- 
schnitt ist,  welcher  durch  die  vier  Punkte  geht,  die 
der  Kreis  mit  diesen  beiden  Geraden  gemein  hat.  Die 
Wahrheit  dieses  Satzes  ist  von  dem  Halbmesser  des  Kreises  und 
von  der  Realität  der  ihm  mit  den  beiden  Geraden  gemeinsamen 
Punkte  unabhängig  und  er  enthält  daher  den  folgenden  in  sich: 
Der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  das  Quadrat  der  Entfernung 
von  einem  gegebenen  festen  Punkte  zu  dem  Product  seiner  Ab- 
stände von  zwei  festen  Geraden  in  constantem  Verhältniss  steht 
ist  ein  Kegelschnitt.  Die  festen  Geraden  können  als  Sehnen  sei« 
nes  imaginären  Durchschnitts  mit  einem  unendlich  kleinen  Kreise 
betrachtet  werden,  der  den  festen  Punkt  zum  Centrum  bat. 

290.  Aehnliche  Schlüsse  zieht  man  aus  der  Gleichung 
S  —  A:a;,2  =5  0  für  den  Fall,  dass  5  =  0  einen  Kreis  darstellt 
Wir  lernen,  dass  der  Ort  eines  Punktes,  für  den  die  von 
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ihm  an  einen  festen  Kreis  gehende  Tangente  zu  sei- 
ner Entfernung  von  einer  festen  Geraden  in  constan- 
tem  Vcrhältniss  steht,  ein  Kegelschnitt  ist,  der  in 
dieser  Geraden  mit  dem  Kreise  eine  doppelte  Berüh- 
rung hat  In  dem  speciellen  Falle  des  unendlich  kleinen  Krei- 
ses erhalten  wir  die  Fundamentaleigenschaft  des  Brenn- 
punktes und  der  Directrix  und  müssen  daraus  schliessen, 
dass  der  Brennpunkt  eines  Kegelschnitts  als  ein  un- 
endlich kleiner  Kreis  anzusehen  ist,  der  djen  Kegel- 
schnitt in  zwei  imaginären  Punkten  in  der  Directrix 
berührt. 

291.  Allgemein  ist  das  Resultat  der  Substitution  der  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  in  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  dem 
Rechteck  der  Segmente  proportional,  die  der  Kegelschnitt  auf 
einer  durch  diesen  Punkt  in  fester  Richtung  gezogenen  Sehne 
bestimmt.     Denn  nach  Art.  111  ist  diess  Rechteck 

= .,.   .  ^ '^^^  .  ^  . r-K-^  wenn  wie  in  Art. 93  durch 

fljicos^ö  -f-  2a]2COs9sui9  +  ^ri^^^^ 

a^  das  Resultat  der  Substitution  der  Coordinaten  in  die  linke 

Seite  der  Gleichung  bezeichnet  wird ;  so  lange  also  der  Winkel  0 

constant   ist,    ist   diess  Rechteck    der  Grösse   ^33'   proportional. 

Demnach  können   die  letztbewiesenen  Sätze  auf  den  allgemeinen 

Fall  eines  Kegelschnitts  *S  ==  0  erweitert  werden. 

Äufg,  1.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  in  doppelter  Berührung  sind, 
so  ist  für  jeden  Punkt  des  einen  das  Quadrat  seines  Abstandes  von  der 
Berfihrungssehne  beider  in  constantem  Verhältniss  zu  dem  Rechteck  der 
Segmente,  welche  der  andere  auf  dieser  Senkrechten  bestimmt. 

Äufg,  2.  Wenn  eine  Gerade  von  constanter  Richtung  zwei  Kegel- 
sdmitte  in  den  Punkten  P,  Qi  p^  q  schneidet  und  ein  Punkt  0  auf  ihr 
so  bestimmt  wird^  dass  die  Rechtecke  OP  ,  OQ  und  Op  .  Oq  in  con- 
slanlem  Verhältniss  sind,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  0  ein  Kegelschnitt, 
welcher  durch  die  Schnittpunkte  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  hin- 
dorchgehl. 

Aufg.  3.  Der  Durchmesser  des  Kreises,  welcher  dem  von  zwei 
Tangenten  eines  Centralkegelschnilts  und  ihrer  Berührungssehne  gebil- 

delen  Dreieck  umgeschrieben  ist,  ist  = für  h\  h"  als  die  den  Tan- 

P 
genten  parallelen  Halbdurchmesser  und  p  als  den  senkrechten  Abstand  der 

Berdhrungssehne  vom  Gentrum. 

Wir  setzen  die  Gleichung  als  durch  eine  solche  Coustante  dividirt 

Toraus,  dass  das  Subslitutionsresultat  für  die  Coordinaten  des  Centrums 

20* 
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eit  gleich  wird.  Sind  daiiD  { ,  i'  die  Langen  der  Taugeolcn  und 
s  Üesultat  iler  Subatilution  der  Coordinalen  ilires  Schnittpankles, 
n  die  Proportionen  (^  :  6''  =  S*  :  1 .  i"^  :  b"^  =  S  :  \  ,  \A. 
ie  senkrechte  Entfernung  der  BerQliruDgssehae.  so  gilt  nach  der 
a  Art.  163  auch  die  Proportion  h-.p=S':\\  daher  ist 
=  &'&" :  p  und  da  nach  der  ElemenUrgeomcirie  die  linke  Seite 
ihmesser  des  dem  Dreieck  umgeschriebenen  Kreises  giebt,  so  IM 

bewiesen. 

fg.  4.  Aus  der  Forioel  der  vorigen  Aufg.  gehl  der  Ausdruck  des 
)  Tflr  den  Radius  des  oscuUrenden  Kreises  hervor,  inilcm  man  dit 
angenlen  zusammenfallen  19sst.    Hau  erhSIl  denselben  auch  init- 

folgenden  Satzes:  Wenn  r,  n  die  Langen  von  zwei  sich  Jurcii- 
iiden  Normalen  und  p,  p  die  AbsOnde  der  zugehörigen  Tangenteii 
itrum  bezeichnen  und  wenn  h'  der  der  Verbindungslinie  leider 
inkte  parallele  Halbdurchmesser  ist,  so  gilt  die  RelaÜM 
i'p'  =  IV.  Denn  fOr  S  als  das  Resultat  der  Subsltlution  Jer 
len  des  Mittelpunkts  derSehne  iji  die  Gleichung  des  Kegelsclinill^ 

dieAhstlnde  dieses  Hilteipunktes  von  den  beiden  Tangenten  uiil 
ie  Lange  der  Sehne  folgt  wie  in  der  letzten  Aufgabe  ^=^  b'-S. 
f,  k'  =  p'S'  und  man  siebt  leicht,  dass  nh  +  n  h'  =  2f  ist 
:  aber  die  angegebene  Delation  bewiesen. 

i.  Die  ErdrteruDgeu  der  An.  77,  78  geben  das  Recht, 
ler  gedeuteten  symbolischen  FoiimcId  auch  nach  eineio 
der  Linien  -  Coordinalen  zu  inlerpreliren ,  wie  es  a.  a.  0. 
eil  worden  ist.  Dann  ist  durch  £  ^  IS  jeder  Kegel- 
ausgedrückt,  der  die  gemcinscliafüichen  Tangenleu  der 
linitte  ^  =  0,   £'  =  0  zu  Tangenten  hat,   und  die  Con- 

wird  durch  Festsetzung  einer  Tänflen  Tangente  beslininil; 
1  insbesondere   auf  dreifache  Weise  so  bestimnil  werdeu, 

Gleichung  Z=X2!  ein  Paar  von  Piinklcn  darstellt.  & 
;r  £=A|,  I3  die  Glcichnng  eines  KegelscLnillä,  der  dem 

der  von  den  Punkten  1,  =  0,  I3  =  0  an  den  Kegel- 
^  :^  0  gehenden  Tangentenpaare   eingeschrieben  ist  und 

Agjl^  die  eines  dem  Vierseit  von  den  Ecken  |,  =0, 
,  Ij  ^  0>  £4  =  0  eingeschriebenen  Ke^'elschnitts.  Di^ 
initle  ^  =  0  und  £  ^  "^lils  berühren  ciaander,  wcdji 
r  einer  der  Punkte  g,  ^  0,  |j  =  0  auf  dem  Regel- 
E=  0  liegt,  oder  wenn  die  gerade  Verbindungslinie  i'au 
eine  Tangente  desselben  ist.  (Art.  271.)  Die  KegelschniUc 
und  S=^i.i^  berühren  einander  doppelt,  so  dass  li^iJ 
initlpunkl  der  gemeinsamen  Tangenten  bezeichnet;  elc 
se   Interpretation   erstreckt  sich   aber  olTenbar  auch  auf 


r 
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die  nietrisclien  Relationen  des  Art.  288  und  liefert  die  Satze: 
Das  Product  der  Abstände  einer  Tangente  des  Kegel- 
schnitts von  zwei  festen  Punkten  desselben  ist  zum 
Quadrat  ibres  Abstandes  vom  Durchschnittspunkt  der 
zugehörigen  Tangenten  in  constantem  Verhältniss. 
Das  Product  der  Abstände  einer  Tangente  des  Kegel- 
schnitts von  zwei  Gegenecken  eines  demselben  umge- 
schriebenen Vierseits  ist  zum  Product  ihrer  Abstände 
ron  den  beiden  andern  Gegenecken  desselben  in  con- 
stantem Verhältniss.  Und  wenn  die  bewegliche  Tangente  die 
Wer  festen  Tangenten  AB^  BC^  CD,  DA  in  den  Punkten  a,  6,  c,  d 
schneidet,  so  hat  man  für  die  Abstände  der  vier  Ecken  des  um- 
geschriebenen Vierseits  von  der  beweglichen  Tangente  die  Aus- 
ah\  sin  abB  .sxnhaB    ad  .  ün  adA  .  sin  daA 


drücke 


,  etc.  und  die 


sin  bBa  sin  dAa 

zwischen  ihnen  bestehende  Relation  liefeil  durch  das  Verschwin- 
den der  sinus  der  Basiswinkel  und  nach  der  Constanz  der  Win- 
kel des  Vierseits  das  Gesetz:   —  :  —  =  const,  d.  h.  vier  feste 

CO    cd 

Taugenien  eines  Kegelschnitts  bestimmen  auf  einer 
beweglichen  Tangente  desselben  eine  Punktreihe  von 
constantem  Doppelverhältniss.  In  gleicher  Weise  wie  im 
Art  288  enL<5tcht  hier  der  Begriff  des  Doppelverhältnisses 
von  vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts. 

293.  Dieser  Satz  und  der  des  Art.  288,  welche  beide  so 
recht  im  beherrschenden  Mittelpunkte  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitte stehen,  knüpfen  unmittelbar  an  das  an,  was  in  Art.  59,  78 
von  den  projectivischen  Strahl  huscheln  und  Punktreihen  gesagt 
worden  ist  und  man  tritt  mit  ihnen  in  den  Zusammenhang  der 
dort  abgebrochenen  allgemeinen  Gedankenentwickelung  wieder 
ein.     Denn  sie  lassen  sich  auch  so  aussprechen: 


Der  Ort  der  Schnitt- 
pnokteder  e'ntsprechenden 
Strahlen  von  zwei  projec- 
tivischen Strahlbüscheln 
ist  ein  Kegelschnitt,  wel- 
cher auch  durch  die  Schei- 
tel (Träger)  der  beiden  Bü- 
schel hindurchgeht 


Die  Enveloppe  der  ge- 
raden Verbindungslinien 
derentsprechendenPunkte 
von  zwei  projectivischen 
Punktreihen  ist  ein  Kegel- 
schnitt, der  dieTräger  die- 
ser Reihen  selbst  berührt. 
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Der  direcle  Beweis  für   beide  Sätze  ist  folgendermassen  za 
führen* 


Sind  A^  +  kA2  =  0  und 
^1  +  /r^j  =  0  die  Gleichungen 
der  beweglichen  Strahlen  beider 
Büschel,  so  wird  die  Gleichung 
des  bezeichneten  Ortes  durch 
Elimination  von  k  zwischen  den 
vorigen  Gleichungen  gefunden, 
also  in  der  Form  A^  B.^ — A2By=0, 
Diese  Gleichung  hat  wie  die  all- 
gemeinste Gleichung  zweiten  Gra- 
des zwischen  x  und  y  sechs  Glie- 
der und  daher  fünf  unbestimmte 
Coefficienten;  sie  kann  somit 
durch  die  Bedingung,  dass  die 
dargestellte  Curve  fünf  Punkte 
enthalte,  zur  Gleichung  jeder  be- 
liebigen Curve  zweiler  Ordnung 
gemacht  werden.  Geometrisch 
bestimmen  fünf  Punkte  zwei  pro- 
jectivische  Büschel,  da  drei  von 
ihnen  mit  den  beiden  übrigen 
verbunden  drei  Paare  entspre- 
chender Strahlen  beider  Büschel 
liefern  (Art.  59).  Dass  der  er- 
zeugte Kegelschnitt  auch  durch 
die  Scheitelpunkte  beider  Büschel 
hindurchgehe,  beweist  die  Be- 
merkung, dass  seiner  Gleichung 
die  gleichzeitigen  Voraussetzun- 
gen ^1=0,  A2  =  0  und  ebenso 
die  anderen  B^  =  0,  ^2  =  ^ 
genügen.  Die  Verbindungslinie 
der  Scheitel  ist  für  jedes  der 
beiden  Büschel  derjenige  Strahl, 
welcher  der  Tangente  der  Kegel- 
schnittslinie im  Scheitel  des  an- 
dern Büschels  entspricht;  daraus 


Sind    U^  +  lU^  =  0  und 
Fl  +  A  Fj  =  0  die  Gleichuogeo 
der  beweglichen  Punkte  beider 
Reihen,   so  wird   die  Gleichung 
der  bezeichneten  Enveloppe  durch 
Elimination  von  X  zwischen  den 
vorigen    Gleichungen    gefunden, 
also  in  der  Form  17,  Fj — l/j  ^i=^- 
Diese  Gleichung  hat  wie  die  all- 
gemeinste Gleichung  zweiten  Gra- 
des zwischen  ^  und  tj  sechs  Glie- 
der und  daher  fünf  unbestimmte 
CoefGcienten;     sie    kann   somit 
durch  die  Bedingung,  dass  die 
dargestellte   Curve   fünf  Gerade 
berühre,  zur  Gleichung  jeder  be- 
liebigen Curve  zweiter  Classe  ge- 
macht werden.    Geometrisch  be- 
stimmen fünf  Gerade  zwei  pro- 
jectivische  Reihen,   da  drei  Ton 
ihnen  durch  ihren  Schnitt  mit  den 
beiden  übrigen  drei  Paare  enl- 
sprechender  Punkte  beider  Rei- 
hen liefern  (Art.  78).     Dass  der 
Kegelschnitt    auch    die    Träger 
beider  Reihen  berühre,  beweist 
die  Bemerkung,  dass  seiner  Glei- 
chung die  gleichzeitigen  Voraus^ 
Setzungen  r^^  =  0,  ZZ^  =  0  und 
ebenso  die  andere  Fi=0,  Fj^O 
genügen.  Der  Durchschnittspunkl 
der  Träger  ist  für  jede  der  bei- 
den Reihen  derjenige  Punkt,  der 
dem  Berührungspunkte  der  Ke- 
gelschnittslinie mit  dem  Trager 
der    andern    Reihe    entspricht; 
daraus  entspringen  lineare  Coo- 
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entspringen     lineare     Construc-  structionen  zur  ßesümmung  die- 
liouen   zur   Bestimmung    dieser  ser  Berührungspunkte. 
Tangenten. 

Wenn  zwei  projeetivische  Punktreihen  in  verschiedenen  ge- 
raden Linien  durch  die  Gruppen  entsprechender  Punkte  a,  b,  c;  ' 
a,  b',  c  bestimmt  sind  und  d,  (f  die  beweglichen  Punkte  der- 
selben bezeichnen,  so  dass  die  Gerade  d</  den  dadurch  bestimm- 
ten Kegelschnitt  umhüllt,  so  ist  auc'h  für  P  und  JP'  als  zwei  feste 
Punkte  der  Ort  des  Schnittpunktes  der  Strahlen  Pd  und  P^d" 
ein  durch  P,  P'  gehender  Kegelschnitt.  Ebenso  umhüllen  einen 
Kegelschnitt  die  Verbindungslinien  der  durch  zwei  beliebige  ge- 
rade Linien  mit  den  beweglichen  vierten  Strahlen  von  zwei  pro- 
jectivischen  Büscheln  bestimmten  Schnittpunkte. 

Äufg.  1.  Der  durch  die  Büschel  Ä^  +  kA^  =  0,  ^^  +  )t^2  =  ^ 
erzeugte  Kegelschnitt  hat  für  Ay  ^nf  a^  a:j  +  a^  x<i  +  «3  0:3  =  0. 
A^  ^  «i'^i  +  •••  =  0,  ^j  ^  ^\^\  -{-...  =  0.  B^^b^Xy-^-  ....  =  0 
die  Gleichung 

-f.  x.^  [a^b^i  —  d-ib^)  +  x^x^  {(«163'—  a{b^)  +  (03V—  «a'^j)} 

•+  X'i  ^3  { ('^2  ^3'—  «2' ^3)  +  («3  ^2-  «3' ^2) }  +  ^3^  («3 ^3'—  «3'  ^3)  =  0. 
Derselbe  Kegelschnitt  wird  erzeugt  durch  projeetivische  Büsbhel,  die 
in  zwei  beliebigen  Punkten  desselben  ihre  Scheitel  haben  und  deren  Glei- 
chungen daher  sind 
[Ay  +  kA^  -f  m(By  +  kB^)  =  0.  [A^-^^lA.^+fn  [B^  +IB^)  =  0. 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  daher  auch 


Ay  -J-  kA^,   Bi  +  kB^ 
A,  +  lA^^    By  +  IB^ 


l.k 
1.  l 


=  0 


=  0   oder  f-li'  -^2 

und  man  erkennt  daraus,  dass  es  derselbe  Kegelschnitt  ist,  den  die  Glei- 
♦  chung  AyB2  —  Ä.^By  =  0  auch  darstellt.  Diese  Betrachtung  übertragt 
sich  direct  auf  die  projeclivischen  Punktreihen  und  die  Erzeugung  des 
Kegelschnitts  als  Enveloppe. 

Aufg,  2.  Die  Erzeugungsmelhode  der  Kegel- 
sclmitte  aus  projectivischen  Büscheln  liefert  einen 
einfachen  Beweis  von  Pascal's  Satz  und  giebt  da- 
mit die  Constructionen  des  Art.  285.  Sind 
A^  By  C,  J9,  JF,  F  sechs  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts und  denken  wir  die  Punkte  A  und  E  als 
Scheitel  der  Slrahlbflschel,  so  sollen  diese  selbst 
durch  das  Symbol  A  .CDFB  und  E  .CDFB 
und  ihre  Doppel  Verhältnisse  durch  iA  .  CDFB\ 

und  iE ,  CDFB\  bezeichnet  werden,  in  der  Art,  dass  die  beiden  ersten 

Stralilen  die  Schenkel  des  getheillen  Winkels  und  die  beiden  folgenden  die 


^1 
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Theilstraiilcn  desselben  angeben.  (Vergl.  Art.  56.)  In  analoger  Weise  sei 
die  Punktreihe  und  ihr  Doppelverhältniss  ausgedrückt.  Dann  hat  man 
zunächst  iE  .  CJDFBX  =  ^A  .  CDFB\  und  daher,  wenn  man  diese 

Büschel  durch  die  Transversalen  BC^  DC  respectlve  schneidet,  nach  dem 
Fundamcntalsatz    des   Art.  57  (78)    für   die   entstehenden   Reihen 
i€RMB\  =  iCDNSy     Bildet  man  dann  aus  dem  Schnittpunkt  i 

der  Geraden  AB  und  DE  Strahlhüschel  über  diesen  fieihcn  respective, 
so  haben  dieselben  die  drei  Strahlen  CZ,  BEj  AB  enlsprecliend  gemein 
und  es  ergiebt  sich  daher  aus  ihrer  Projectivität  (Art.  59),  dass  auch  das 
vierte  Paar  entsprechender  Strahlen,  d.  i.  NLy  LM  eine  Gerade  bilde. 
Also  liegen  die  Schnittpunkte  Z,  M^  N  der  Gegenseitenpaare  AB^  DE; 
BCy  EF;  CDy  FA  in  einer  Geraden. 

Aufg.  3.  Ganz  ebenso  geht  aus  der  Er- 
zeugung durch  projectivische  Reihen  der  Satz 
von  Brianchon  hervor.  Sind  A^  Bf  C^  Dj  Ey  F 
sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  so  be- 
stimmen die  Tangenten  (7,  D,  F^  B  SLut  den  bei- 
den Tangenten  A  und  E  projectivische  Reihen 
c,  d\  fy  a;  c,  rf,  e,  b\  Bildet  man  ükr 
ihnen  aus  den  Punkten  {C^  D)  und  {B;  C\ 
respective  Strahlenbüschel,  so  erzeugen  diese 
auf  der  geraden  Linie  von  [A^  B)  nach  (i>,  i] 
projectivische  Punktreihen,  welche  drei  Paare 
entsprechender  Punkte  in  c\  d^  a  vereinigt  haben  und  bei  denen  dalier 
auch  das  vierte  Paar  entsprechender  Punkte  in  einen  Punkt  0  zusam- 
menfällt. 

Ayifg,  4.  Eine  sich  um  den  festen  Punkt  P  drehende  Gerade  sdinci- 
det  zwei  feste  gerade  Linien  OA^  OÄ  in  den  Punkten  A^  Ä\  von  diesen 
aus  sind  constante  Längen  Aa^  Ata  auf  jedie  dieser  Linien  in  bestimmleoi 
Sinne  aufgetragen ;  dann  ist  die  Envcloppe  der  geraden  Verbindungslinie 
aa  ihrer  Endpunkte  ein  Kegelschnitt,  der  jene  Linien  zu  Tangenten  hat. 
Denn  für  vier  Lagen  der  sich  um  P  drehenden'  Geraden  ist  * 
iABCD)  =  {A;ffCfD'}    und   wegen   iABCD)  =  {abed], 

I^'^C'jD'}  =  {ab' cd'}  auch  {abcd\  =  {ab' cd'}. 

Wenn  die  Enveioppe  einer  beweglichen  geraden  Linie  durch  diese 
Methode  als  ein  Kegelschnitt  erkannt  ist,  so  ist  zu  erwägen  nülzilch,  oh 
dieselbe  in  einer  ihrer  Lagen  ganz  in  unendliche  Ferne  fallen  kann;  denn 
in  diesem  Falle  ist  der  Kegelschnitt  sofort  als  eine  Parabel  erwiesen.  So 
kann  im  letzten  Beispiel  a  d  nur  unendlich  entfernt  sein ,  wenn  auch  die 
entsprechende  Lage  von  AÄ  es  ist;  es  kanndiess  also  nur  geschehen, 
wenn  P  unendlich  fern  ist,  d.  h.  wenn  die  Transversale  der  beiden  festen 
Geraden  eine  feste  Richtung  hat.  In  ähnlicher  Art  kann  auch  die  Nalor 
des  Ortes  eines  beweglichen  Punktes  durch  Betrachtung  specielier 
Lagen  näher  bestimmt  werden,  nachdem  er  als  ein  Kegelschnitt  er- 
kannt ist. 


r 
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294.  Indem  wir  bei  diesen  wichtigen  Eigenschaften  verwei- 
len, um  einige  ihrer  zahlreichen  Consequenzcn  zu  entwickeln, 
beginnen  wir  mit  besondern  schon  früher  gefundenen  Fällen. 
Wenn  von  vier  Punkten  A^  B,  C,  D  einer  Geraden,  deren  Doppel- 
verhaltniss  fABCJ)\  bekannt  ist,  einer  (/>)  in  unendlicher  Ferne 

liegt,  so  reducirt  sich  dasselbe  wegen  AD  =  BD  auf  das  ein- 
fache Verhaltniss  AC:  BC.  Bilden  die  vier  Punkte  insbesondere 
eine  harmonische  Reihe  oder  ist  ihr  Doppelverhältniss  =3  —  1,  so 
entspricht  der  unendlich  entfernten  Lage  von  D  die  Relation 
JC  =  BC,  d.  h.  C  ist  die  Mitte  von  AB, 

Die  folgenden  Aufgaben  knüpfen  an  die  Sätze  des  Art.  109 
ao,  die  wir  mit  Benutzung  der  Begrifl'e  von  conjugirten  Punkten 
oder  harmonischen  Polen  (Punkte,  deren  einer  in  der 
Polare  des  andern  liegt]  und  von  conjugirten  Geraden  oder 
harmonischen  Polaren  (Gerade,  deren  eine  durch  den 
Pol  der  andern  geht)  so  ausdrücken:  Conjugirte  Punkte  oder 
harmonische  Pole  (0,  B)  sind  mit  den  in  ihrer  geraden  Verbin- 
dungslinie liegenden  Punkten  des  Kegelschnitts  {B\  B")  harmo- 
nisch und  conjugirte  Gerade  sind  mit  den  durch  ihren  Schnitt- 
punkt gehenden  Tangenten  des  Kegelschnitts  harmonisch.  Olfen- 
bar  gebt  von  jedem  Punkte  ein  Büschel  harmonischer  Polaren- 
paare aus  und  in  jeder  Geraden  liegt  eine  Reihe  von  Paaren 
bannonischcr  Pole.  Insbesondere  sind  conjugirte  Durchmesser 
conjugirte  Gerade  oder  harmonische  Polaren  aus  dem  Centrum 
und  ihre  Richtungen  sind  conjugirte  [Punkte  in  der  unendlich 
entfernten  Geraden;  jene  sind  harmonisch  coujugirt  zu  den 
Asymptoten,  diese  zu  den  unendlich  entfernten  Punkten  des 
Kegelschnitts. 

Aufg.  1.  Wenn  durch  einen  Punkt  eine  Parallele  zu  einer  Asym- 
ptote einer  Hyperbel  oder  zum  Durchmesser  einer  Parabel  gezogen  wird, 
so  halbirt  die  Curve  die  in  ihr  gemessene  Strecke  zwischen  dem  Punkte 
und  seiner  Polare.  Denn  B"  ist  in  unendlicher  Lulfcrnung,  also  B'  die 
Mille  von  OB. 

Aufg,  2.  Wenn  durch  einen  Punkt  eine  Sehne  parallel  zu  seiner 
Polare  gezogen  wird»  so  ist  dieselbe  in  ihm  l^lbirL  Denn  B  ist  unend- 
lich entfernt  und  daher  0  die  Milto  \on  B'B". 

Aufg.  3.  Das  Gentrum  ist  dcrjcnif^c  Punkt,  dessen  Polare  unendlich 
entfernt  ist.  Denn  wenn  die  Polare  von  0  unendlich  entfernt  isl,  so 
schneidet  jede  durch  0  gehende  Sehne  sie  in  unendlicher  Entfernung  und 
wird  also  in  0  halbirt. 
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Aufg,  4.  Jeder  Durchmesaer  elacs  KegelscIiDitUi  kann  ab  die  Po- 
:  des  uaeodlicL  entfernlen  Puuktes  aogeselieu  wcrdca,  in  welchem 
IC  OrdJDatcQ  sich  schneideii.  Denn  sobqld  der  feste  Punkt  selbst 
unendlicher  Ferne  liegt,  so  werden  die  durch  ihn  gehenden  SetiDea 
allel  und  in  seiner  Polare  halbirL  Die  Gleichung  der  Polare  eines 
ikles  (Art.  106) 

laiigt  diess,  denn  liegt  x'y  in  unendlicher  Kerne  auf  der  Geradei 
=  nx,  so  ist  y  :  x'  ^^n  :  m  und  x'  unendlich  gross  eu  selün, 
I  die  Gleichung   der  Polare   wird 

a„a:  +  «uJ/  +  a,a)  +  »  {«n^  +  "mV  +  «m)  =  0.  d.  b.  wr 
ichung  des  zu  my  ;^  «a:  conjugirteu  Durchmessers.    {Art.  100.) 

Aufg.  5.  Das  Segment  auf  einer  Parallelen  zur  Polare  einesPunkles, 
chea  zwischen  den  von  ihm  aus  an  dieCurve  gehenden  Tangenten  tiegl 
d  von  dem  nach  ihm  gehenden  Durchmesser  halbirt.  Denn  wenn  im 
;iten  der  vorausgeschickleu  Satze  die  eine  der  durch  den  Punkt  ge- 
enen  Geraden  ein  Durchmesser  ist,  so  ist  die  andere  dem  ihm  conju- 
en  Durchmesser  parallel  und  die  Polare  jedes  Punktes  in  einem  Daidi- 
iser  Ist  parallel  zum  conjugirten  Durchmesser. 

Aufg.  6.  Die  Asymptoten  bilden  mit  jedem  Paar  conju(;irter  Duni- 
!scr  ein  harmonisches  Bflschel  und  der  zwisdien  ihnen  liegende  Ab- 
uilt  einer  Tangente  wird  im  Berührungspunkt  lialbirl.  Denn  diess 
jpricht  dem  Falle  des  zweiten  der  obigen  S9tzc,  wo  der  geirihlle 
ikt  das  Centrum  ist.   (Art.  204.) 

295.  Weit  zahlreicher  sind  die  Sätze,  welche  aus 
enscbaften  vom  Doppelverhältniss  von  vier  l*unkteii  und  von 
■  Tangenten  eines  Kegelschnitts  hervorgehen*).  Denn  von  den 
:  Punkten  der  Curve  jtönnen  wir  einen  oder  zwei  im  Unend- 
icn  denken  und  der  Scheitel  des  BüscheU  kann  selbst  uaeHt- 
i  entfernt  sein  oder  er  kann  mit  einem  der  vier  Punhlc  s 
imenfallen,  so  dass  eine  der  Strahlen  zur  Tangente  dn 
jelschnitls  in  diesem  Punkte  wird;  endlich  kann  aber  ^ 
ipelverhältniss  des  Büschels  auf  einer  beliebigen  Geraden  %«• 
isen  und  diese  kann  insbesondere  parallel  zu  einem  der  Slrali- 
des  Büschels  gewählt  werden,  so  dass  das  Doppelverhällui^ 
I  auf  ein  einfaches  Verhältniss  reducirt.  Aehnlich  bei  deu 
ipclverhältniiS  von  vier  Tangenten.  Wir  zeigen  zuerst  »Wf 
Jen  Fundamentaleigenschaflen    als  Eigenschaften   von  Secbs- 

*)  Die  Ausführung  einer  vollständigen  Thoorio  der  KegeUclunln 
diesen  beiden  Q  runde  ige  nBclmften  giebt  Chasloi  in  8eineiD„7Vi^ 
»efft'oju  coniqaei"  (Paris  1865),  wovon  bis  jetit  jedoch  nur  der  «it 
;i1  vorliegt. 
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fiten   aur,  welche   fon  der  Kcgelscbnittstheorie 
In  den  folgenden  Aufgaben  über  speciellc  Fälle 
nur  die  Lage   des  Büschels   oder   der  Itelhe, 
idcr  den  Punkt,  an  welclicu  das  Doppelverlialt- 
1  und  den  resultirenden  Satz  an  und  überlassen 
sisuDg  seiner  Beziehung  zum  allgemeinen  Grund- 
zur  Hebung.     Die  Aufgaben  3  bis  11   gehören 
Doppelverhältniss  von  vier  Puukten,  12  bis  14 
lu  dem  Tom  Doppel verbällniss  ¥on  vier  Tangenten  und  15  bis  24 
geben  Beispiele  von  Problemen,   welche  mit  Hilfe  dieser  Eigen- 
schaften einfach  gelöst  werden  kSnnen. 

Aufg.  1.  Wenn  von  scclis  Punklen  ^,  B,  C,  D,  E,  Nirgend  vier 
C,  D,  E,  F  mit  den  beiden  übrigen  A,  B  Büsuhel  von  gleichem  Doppel- 
Tcritiltniss  bestimmen,  so  ibun  diess  jede  vier  mit  den  übrigen  zwei. 

Wir  beweisen  zuerst,  dass 
Sx  Voraussetzung  J^ 

[A.CDEF)  =  {B.  CDEF)  -^-'/^S^- 

(iieFolge  nach  sieb  lielit,  d.iss  ■i^"'^-^v^""'""r ;%  \ 

[C.ABEF)={D.ABEF)    '-^^{"if^ ■^' '%^    \     *'''\ 

isL    Kennen  wir  die  Durcli-  gg-jr"'      , ,  ,^:'... . .  .Vr^'tV. . .  Xsy*. C 

sdmilicdcrgeradenLiniefj^, 

weldie  (iie  gemein  schartlichen  Punkte  der  Gruppen  CDEF  und  ABEF 
>«rbiQi)e(,  mit  den  Gegen seitenpaaren  des  Vierecks  ABCD  nämlich 
SC,  AD;  CA,  BD;  AB,  CD  respeclive  G,  G' ;  H,  H'i  K,  K", 
so  folgt  aus  ^A  .  CDEF}  =  ^B  .  CDEFJ  die  llelation 
iHG'EF}  =  {Gir.EF^  oder  i^HGEF)  =  [ClTEF)  und  daUer 
[C.ABEF^  =  {D.ABEF}.  lu  derselben  Art  ergicbt  sicli  der  Beweis 
für  die  übrigen  fünf  Fälle ,  in  welchen  beiden  Gruppen  zwei  Punkte  ge- 
meinsam 3Dgehörcii.  Für  die  acbtPMIe,  in  welchen  diesellicn  drei  gcmcin- 
umc  Punkte  enlhallen.  folgt  aber  der  Satz  hieraus  ohne  weiteren  jleweis. 

Aufg.  2.  Wenn  von  seclis  Geraden  irgend  vier  mit  den  beiden 
übrigen  Punkircihen  von  gleichem  Doppelverliällniss  stimmen,  so  tbun 
n  jede  vier  mit  den  übrigen  zwei. 

Der  Beweis  entspricht  dem  Vorigen  genau  nach  dem  Princip  der 
■Diuiitau 

Die  SSlze  ron  Pascal  und  Brianchon,  von  Steiuer  etc.  gellen  und  be- 
weisen sich  unabliiDgig  von  den  Kegelschnitten  allgemein  für  solcbe  Fi- 
guren aus  sechs  Punklen  oder  aus  sechs  Geraden. 

Aufg.  3.  {A.  ABCB}  =  ^B  .  ABÜOy  Wenn  man  diese 
Doppelverhill  toi  sse  durch  die  Segmente  der  Linie  CD  misst,  die  von' den 
Tugenlen  in  A  und  B  respeUive  in  T,  J"  und  von  der  Sehne  AB  in  K 
geschnitten  wird,  so  sind  sie  [TCKD)  =  {KCtDy  d.  Il  wenn  eine 


•-    «  '*'.  ■' 
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Sehne  CD  zwei  Tangenten  in  J,  T  und 
ihre  Berührungssehne  in  IC  schnciilet.  so 
ist  immer  KD.  tlC.Cr=CIC.KT', TD. 
Naturlich  ist  bei  Aufstellung  der  Doppel- 
Verhältnisse  sorgfsilig  darauf  zu  achten, 
dass  die  entsprechenden  Strahlen  und  die 
zugehörigen  Punkte  der  Reihen  in  gleicher 
Ordnung  folgen. 

Aufg,  4.  Wenn  T  und  T'  zusammen- 
fallen, so  wird  KD.CT='-£C.DT; 
d.h.  jede  durch  den  Schnittpunkt  von  zwei 
Tangenten  gehende  Sehne  wird  von  der  Be- 
rührungssehne harmonisch  gelheilt. 
Aufg.  5.  Ist  T'  unendlich  entfernt  oder  CD  ^^rallel  PT,  so  er- 
hält man  JS^T^  _  CT .  DT. 

Aufg.  6.     Ist  einer  von  den  vier  Punkten  des  Kegelschnitts  uoend- 
lieh  entfernt,  so  ist /O  .  ^^Cool   constant.     Misst  man   dann  dieses 

Doppel verhäilniss  auf  der  Geraden  Coo  und  schneiden  OA^  OB  diesdhe 
in  a^  b  respeclive,  so  reducirt  sich  das  Doppelverhältniss  auf  aCihC 
und  wir  erhallen  den  Satz:  Wenn  zwei  feste  Punkte  A^  B  einer  Hvpcrlid 
oder  Parabel  mit  einem  veränderlichen  Punkte  0  derselben  Curve  verbun- 
den werden  und  die  Verbindungslinien  eine  feste  die  Curve  in  C  schnei- 
dende Parallele  zu  einer  Asymptote  (bei  der  Hyperbel)  oder  einem  Durch- 
iiiesser  (b^i  der  Parabel]  in  Punkten  a,  b  schneiden,  so  ist  das  Verhäilniss 
aC  :  bC,  d.  h.  das  Verhäilniss  der  von  diesen  bis  zur  Curve  gemessenen 
Abschnitte  constant. 

Aufg.  7.  Wenn  man  dasselbe  Doppelverhältniss  auf  einer  andern 
Parallelen  misst,  so  erfährt  man,  dass  die  geraden  Verbindungslinien  von 
drei  festen  Punkten  einer  Hn)erbel  oder  Parabel  mit  einem  veränderlichen 
Punkte  derselben  von  einer  festen  Parallele  zu  einer  Asymptote  oder 
einem  Durchmesser  in  Punkten  a,  b,  c  so  geschnitten  werden,  dass 
ab  :  ac  constant  ist. 

Aufg.  8.  Setzen  wir  in  der  Aufg.  6  voraus,  dass  die  geraden  Li- 
nien ,  welche  die  Punkte  A^  B  mit  einem  vierten  Punkte  0'  verbinden, 
den  Strahl  67oo  in  a,  b'  schneiden,  so  ist  aft  :  a'ft'  =  a(7  :  aC;  wini 
nun  auch  noch  der  Punkt  C  in  unendlicher  Entfernung  gedacht,  so  djs$ 
die  gerade  Linie  Coo  eine  Asymptote  wird,  so  wird  das  Verhällnis 
ab  :  ab'  der  Einheit  gleich  und  wir  erhalten  den  Salz:  Wenn  in  einer 
Hyperbel  zwei  feste  Punkte  mit  einem  veränderlichen  Punkte  verbunden 
werden,  so  bestimmen  die  Verbindungslinien  in  jeder  Asyoiplote  eineo 
Abschnitt  von  unveränderlicher  Länge.    (Art.  207,  Aufg.  1.) 

Aufg.  9.  {^  .  ABCoo^  ==  {5  .  ABCooy  Werden  diese 
Doppclvcrhältnissc  auf  der  geraden  Linie  Coo  gemessen  und  schneiden 
die  Tangenten  in  A  und  B  dieselbe  in  a,  ft,  die  Berührungssehne  AB  aber 

in  K^  so  ist  -rr^  =  T77-    Wenn  also  eine  Parallele  zu  einer  Asymptote 


KC 


bC 
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einer  Hyperbel  oder  zum  Durchmesser  einer  Parabel  zwei  Tangenten  und 

ihre  Berüiirungssehne  schneidet,  so  ist  der  Abschnitt  zwischen  Curve  und 

ßerfihrungssehne    das     geometrische 

Mittel  zwischen  den  Abschnitten  von 

der  Curve  zu  den  Tangenten.     Oder 

Qoigekehrt:  Wenn  eine  gerade  Linie 

ab  Ton  fester  Richtung  die  Seiten  eines  , 

Dreiecks  in  Punkten  a,  6,  K  schneidet  ~ 

und  ein  Punkt  C  in  ihr  so  bestimmt 

wird,  dass  CK^  ==  Ca  .  Cb  ist,  so 

ist  der  Ort  von  C  eine  Parabel .  wenn 

Cb  der  Halbirungslinie  der  Basis  des  Dreiecks  parallel  ist  (Art.  219)  und 

sonst  immer  eine  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  zu  a  6  parallel  ist. 

'  Aufg.  10.  Sind  zwei  von  den  festen  Punkten  unendlich  entfernt, 
so  hal  man  z.  B.  |cx> .  ABcx>oo^  =  |cx)'  .  ABoooo^  und  die  ge- 
raden Linien  oooq,  oo'oo'  sind  die  beiden  o_ 
Asymptoten,  cx)  cx)'  aber  ist  unendlich  ferne 
gerade  Linie  selbst.  Hisst  man  diese  Dop- 
pelverhaitnisse  auf  dem  Durchmesser  OA 
und  wird  diese  Linie  von  den  Parallelen  zu 
den  Asymptoten  Boo,  ^cx>'  in  a,  a'  ge- 
schnitten, so  ist  —77  =  -TTi,  d.  h.  Paralle- 

aü        Aü^ 

len  zu  den  Asymptoten,  die  durch  einen 
beliebigen  Punkt  einer  Hyperbel  gezogen  werden,  bestimmen  in  einem 
Halbdurchmesser  vom  Gentrum  aus  gemessene  Segmente,  die  diesen  selbst 
zur  mittleren  geometrischen  Proportionale  haben. 

Wenn  daher  umgekehrt  durch  einen  festen  Punkt  0  eine  gerade 
Linie  gezogen  wird ,  die  zwei  festen  vom  Punkt  B  ausgehenden  Strahlen 
in  den  Punkten  a,  a  begegnet,  so  ist  der^Ort  eines  Punktes  A  auf  ihr, 
dessen  Absland  von  0  das  geometrisclie  Mittel  zwischen  Oa  und  O'a  ist, 
eine  Hyperbel,  die  den  Punkt  0  zum  Centrum  und  ihre  Asymptoten  paral- 
lel den  festen  Sirahlen  Ba^  Ba  hat. 

Aufg.  11.     {oo  .  AB  <X)Oo'\  =  |oo'  .  ^^oooo'}. 

Werden  die  Segmeute  in  den  Asymptoten  gemessen ,  so  erhält  man 

r^  =  "TTy  oder  das  Rechteck,  welches  von  den  durch  irgend  einen  Punkt 

der  Curve  gezogenen  Parallelen  zu 
den  Asymptoten  gebildet  wird,  ist 
consUnL   (Art.  207.) 

Aufg.  12.  Die  Eigenschaft 
vom  Doppelverhallniss  von  vier  ^ 
Tangenten  nimmt  eine  sehr  ein-  ^ 
fache  Form  an  im  Falle  der  Para- 
bel, wo  eine  der  Tangenten  ganz 
hl  unendlicher  Entfernung  ist:  Drei 
feste    Tangenten     einer    Parabel 


v'xf: 
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iiden  jede  vierte  Tangenle  derseiben  in  Punkt«i  A,  B,  C  so,  A»k 
:  ACzamXaal  iat.  Pallt  die  Terflnderliche  Tangente  der  Reihe  laclt 
jeder  der  gegebeaen  Tangenlen  zusammen,  so  erhilleu  wir  den  Sali 

Pq  ■=  rP 

Aufg.  13.  Wenn  wir  annehmen,  dass  zwei  von  den  vier  feslen 
enten  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  einander  parallel  sind  und  die  tct- 
rllche  Tangente  nach  einander  mit  beiden  zusammen  fallen  laseea,  so 
ist  im  ersten  Falle  das  VerliSllniss  —  und 
im  zweiten  ^^,;  dalier  ist  das  Rechud 
Ah  .  Db'  sonslanl. 

Aus  dem  Gesetz  vom  Doppcl vcrhaiLniu 
von  vier  Punkten  leitet  man  all.  dass  die 
len  Linien,  welche  die  Punkte  J,  D  mit  einem  beliebigen  Punkte  0 
lurve  verbinden,  die  parallelen  Tangenten  in  Punkten  b,  b'  schoeidei, 
welche  das  Hec]Uei:k  Ab  .  Db'  gleichralls  constant  ist. 
Aufg.  14.  Wenn  man  die  Asymptoten  einer  Hyperbel  and  iwn 
lige  T.-ingenten  derselben  und  die  von  ihnen  auf  den  Asymptotn 
1  bestimmten  Hoppelverhlltnisse  betraclilet,  so  entspringt  für  0  rfj 
Zentrum  und  a.  a;  b,  b'  als  die  Schnittpunkte,  der  respectivea  Tan- 
n  mit  den  beiden  Asymptoten  die  Delation  Oa  .  Oa  =  Ob  .  Ob', 
das  Recliteck  der  Segmente  i$t  constant,  welche  eine  Tangente  itt 
rbel  auf  den  beiden  Asymptoten  derselben  vom  Centrum  aus  bestimmt, 
Aufg.  15.  Man  soll  Mac  Laurin's  Mettiode  der  Erzeugung  der 
[sclmitte  beweisen,  bei  welcher  ein  Kegelschnitt  als  der  Ort  der 
p.,  freien  Ecke  F  eines  Dreiecks  gefui- 

den  wird,  dessen  Seiten  sich  um  die 
Testen  Punkte  A,  B,  C  drehen,  nih- 
rend  zwei  seiner  Ecken  sich  in  den 
'  festen  geraden  Linien  Oa,  Ob  be- 
wegen. 

Wenn  \ier  solche  Dreiecke 
abV.  u'b'F'.  a"b"V".  a°bT 
verzeichnet  sind,  so  ergiebt  sich  ins 
derldentit3tdcrBüscltel(f7.aii'ii"0 
C.6&'ft"ö"')<l'e  Relation  {aaa"a")=  ^bh'b"b"')  und  daher 
\A  .  aa'a'a"')  =  [B  .  bb'b"b"'}  oder 
V y  y"  v"')  =  [Tt .  V  r'  V"  V" j. ,  d.  h.  die  Punkte  A,  B, 
'',  V",  V'"  liegen  in  demselben  Keeclschnitt.  Wenn  die  erste»  drei 
I  des  iKwegliclieii  Dreiecks  fest  sind,  so  ist  der  Ort  von  f "  der 
I  die  Punkte  ,4,  ,ß,  V,  V,  P"  gehende  Kegelschnitt.  OderinWor- 
Die  Strahlenbüschel  aus  A  und  B  sind  projectiviscli  mit  einander, 
sie  beide  mit  dem  Slrahlcnbüscliel  aus  C  projectiviscli  sindi  dalier 
:r  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  ein  durch  A  und  B 
ider  Kegelsclinilt.    (Art.  293.) 
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Äufg,  16.  Wenn  vier  Punkte  A^  D,  F^  B  eines  Kegelschnitts  und 
zwei  feste  Gerade  DC^  DE  aus  einem  derselben  gegeben  sind,  so  soll 
die  Enveloppe  der  Sehne  CE  bestimmt  werden, 
welche  die  ferneren  Schnittpunkte  dieser  Geraden 
mit  der  Curve  begrenzen. 

Die  Ecken  des  Dreiecks  CEM  bewegen  sich 
ioden  festen  Geraden  DC,  DE^  NL  und  zwei 
seiner  Seiten  gehen  durch  die  festen  Punkte  B,  F; 
daher  umhüllt  die  dritte  Seite  einen  Kegelschnitt, 
der  von  den  Geraden  2>C,  DE  berührt  wird. 
Diess  entspriclit  nach  dem  Princip  der  Dualität 
der  Erzeugungsmethode  von  Mac  Laurin. 

Aufg.  17.  Wenn  vier  Punkte  A,  B,  D,  E  eines  Kegelschnitts  und 
zwei  Gerade  AF^  CD  aus  zweien  derselben  gegeben  sind,  so  gebt  die 
durch  ihre  ferneren  Schnittpunkte  mit  der  Curve  bestimmte  Sehne  durch 
eioeo  festen  Puukt.   (Vergl.  Art.  283.) 

Denn  das  Dreieck  CFM  hat  zwei  Seiten,  welche  durch  die  festen 
Punkte  B^  E  gehen  und  seine  Ecken  bewegen  sich  auf  den  festen  und  in 
einem  Punkt  sich  schneidenden  Geraden  AF^  CD^  NL;  daher  geht  CF 
durch  einen  festen  Punkt.  (Diess  entspricht  nach  dem  Princip  der  Dualität 
dem  SaUe  der  Aufg.  2  im  Art.  47.) 

Aufg.  18.  Charles  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  der 
Beweis  in  der  Aufg.  15  noch  anwendbar  ist,  wenn  die  Seite  ah^  anstatt 
durch  einen  festen  Punkt  C  zu  gehen,  einen  Kegelschnitt  berührt,  der  die 
geraden  Linien  Oa,  Ob  in  Tangenten  hat.  Denn  dann  schneiden  irgend 
Tier  Lagen  der  Seite  ah  diese  Tangenten  Oa,  Oh  so,  dass 
{aaa'a'^  =z  ^h h' b'' b"' ^  ist  (Art. 292)  und  die  Fortsetzung  des  vo- 
rigen Beweises  bleibt  begehen. 

Aufg.  19.  Die  Methode  der  Erzeugung  der  Kegelschnitte  von 
Newton  zu  beweisen:  Zwei  Winkel  von  onstanter  Grösse  drehen  sich 
um  ihre  festen  Scheitel  P  und  Q  und  der 
Schnittpunkt  des  einen  Paars  ihrer  Schen- 
kel durchläuft  eine  gerade  Linie  ^u/;  dann 
ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  V  ihrer  an- 
dern Schenkel  ein  Kegelschnitt,  welcher 
durch  die  beiden  Punkte  P  undß  hindurch-  /*" 
geht  Denn  sind,  wie  vorher,  vier  Lagen 
der  sich  drehenden  Winkel  gegeben,  so  ist 
{? .  AÄA^'A!'')  =  {Q  .  AÄÄ'A'')  ; 

es  ist  aber    {P  .  Aj^A'Al")  =  {P  .  V  f  F"  V'"}  und 
{Q.AÄA['A[''^   =  |£).  FF'r'T"'},    weil   die   entsprechenden 
Winkel   beider   Büschel   übereinstimmen.     Also    ist 
{P,  VV'V"  F'"}  =  {ö  .  VVV  F'"},   und  der  Ort  von    F'"  ist 
wie  vorher  ein  durch  P,  jß,  F,  V\  F"  gehender  Kegelschnitt. 

Aufg.  20.     Chaslcs  hat  auch  diese  Methode  dadurch  erweitert, 
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dass  er  den  Punkt  A  anstatt  in  einer  geraden  Linie  in  einem  darch  die 
Punkte  P  und  Q  gehenden  Kegelsclmitt  bewegt  denkt;  denn  auch  dann 
ist  immer  {P  .  ^^^"^"}  =  {Q  .  AJA^J!''). 

Aufg,  21.    Der  Beweis  bleibt  auch  noch  derselbe,  wenn  anstatt  der 
Un Veränderlichkeit  der  Winkel  APV^  AQ  F  festgesetzt  wäre,  dass  die- 
selben in  festen  geraden  Linien  conslante  Abschnitte  bestimmen;  denn 
auch   dann   gälte   die   Gleichheit   der   Doppelverhältnisse 
{P  .  AÄAl'A^")  =  {P  .  W  F"F'"},   weil  beide  Büschel  in  einer 

festen  geraden  Linie  Abschnitte  von  derselben  Länge  bestimmen.  Wenn 
also  die  Basis  eines  Dreiecks  und  der  von  den  Seiten  desselben  in  irgend 
einer  festen  geraden  Linie  bestimmte  Abschnitt  gegeben  sind,  so  ist  der 
Ort  der  Spitze  ein  Kegelschnitt. 

Aufg.  22.     Die  Ecken  von    zwei   demselben  Kegelschnitt  umge- 
.schriebenen  Dreiecken  ABC^  DEF  sind  sechs  Punkte  eines  KegelschnilU 

Denn  die  geraden  Linien  AB^  AC^ 
DE^  DF  bestimmen  in  den  beiden  andern 
BC  und  EF  Punktreihen  von  gleichem 
Doppelverhältniss  / BCKL\  =  i GBEFj : 

also  ist  auch  {B,BCEL^  =  ^A.GBEF} 

'C  oder  {B . BCEF^  t=:^A. BCEFj .   was 

den  Salz  beweist. 

Ebenso  beweist  man  den  Satz:  Die 
Seiten  von  zwei  demselben  Kegelschnitt  eingeschriebenen  Dreiecken  sind 
sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts.  Die  Aufsuchung  und  den  Beweis 
anderer  den  vorher  entwickelten  Eigenschaften  nach  dem  Princip  der 
Dualität  entsprechenden  Sätze  überlassen  wir  dem  Leser. 

Aufg.  .23.  Das  Doppelverhältniss  von  vier  Durchmessern  eines 
Kegelschnitts  ist  dem  der  rcspective  conjugirten  Durchmesser  gleidi- 
Die  conjugirten  Durchmesser  bilden  zwei  projectivische  Büschel  aus  den 
Ccnlrum  als  dem  gemeinsamen  Scheitel,  oder  die  Richtungen  der  Paare 
conjugirter  Durchmesser  bilden  zwei  projectivische  Reihen  in  der  unend- 
Hell  entfernten  geraden  Linie.  Denn  nach  Art.  187  ist  jedes  Paar  von  con- 
jugirten Durchmessern  einem  Paar  von  Supplementarsehnen  parallel;  um! 
das  Doppelverhältniss  von  vier  aus  einem  Punkte  der  Curve  gezogenen 
Sehnen  dem  Doppelverhältniss  ihrer  Supplementarsehnen  gleich. 

Aufg,  24.  Ein  Kegelschnitt  ist  einem  gegebenen  Viereck  umg^ 
schrieben ;  man  soll  den  Ort  seines  Centrums  bestimmen.  (Vergl.  ArL  114. 
Aufg.  3.) 

Denkt  man  Durchmesser  des  Kegelschnitts  nach  den  Mittelpunktes 
der  Seiten  des  Vierecks  gezogen,  so  ist  ihr  Doppelverhältniss  dem  ihrer 
respeclive  conjugirten  gleich  und  daher  constant ,  weil  diese  den  zuge- 
hörigen Seiten  des  Vierecks  parallel  sind.  Der  fragliche  Ort  ist  daher  eia 
durch  die  Mittelpunkte  der  gegebenen  Seiten  gehender  Kegelschnitt  D) 
aber  das  betrachtete  System  drei  Kegelschnitte  enthält,  welche  in  Paare 
von  geraden  Linien  degenerirt  sind,  nämlich  die  Gegenseitenpaare  und  das 
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Dlagooalenpaar  des  Vierecks,  so  sind  die  Durchschnitlspunkte  der  Gegen- 
seitenpaare  und  der  Diagonalen  gleichfalls  Punkte  des  Orles  und  es  liegen 
also  diese  mit  den  Seitenmilten  auf  einem  Kegelschnitt.  Wäre  einer  der 
gegebenen  Punkte  unendlich  entfernt»  so  erhält  man  als  den  Ort  der  Cen- 
tn der  Kegelschnitte,  \v6lche  durch  drei  feste  Punkte  gehen  und  eine 
Asymptote  zu  einer  festen  Geraden  parallel  haben ,  eine  Parabel.  Allge- 
meiner ist  der  Ort  des  Pols  einer  festen  Geraden  in  Bezug  auf  die  durch 
rier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  ein  Kegelschnitt. 

296.  Wenn  man  den  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  von  zwei 
projectivischen  Büscheln  betrachtet,  und  mit  seiner  Gleichung  die 
einer  Geraden  fiar  +  ^?y  +  1  =  0  verbindet,  so  erhält  man  die 
Bestünmung  der  Schnittpunkte  von  beiden,  wenn  man  zwischen 
den  Gleichungen 

A,  +  kA^  F=  0,    A;  +  kA;  =  0,    ^x  +  Tiy  +  1  =0 
die  Coordinaten  x,  y  eliminirt.    Man  erhält  zur  Bestimmung  der- 
jenigen Werthe  von  k,  welche  den  Schnittpunkten   entsprechen, 

I         ,  1?        ,  1 

oder  in  entwickelter  Form  die  Gleichung  der  Schnittpunkte 
ü  +  2kV  -{-  I^W  =  0,  wenn  wir  durch  V,  F,  W  Polynome 
ersten  Grades  in  ^,  i/  bezeichnen,  nämlich 

I  (ftjc/  —  b^c^)  +  ri  (cjö/  —  Ci'fli)  +  (fliV  —  «i'^i)  ^  V, 

i[biC^'  +  b^C2   —  c^bi — c^b.^)  +  fj  [c^a^  +  c^a^'^a2C^ ^a^c^ 

+  («2*i'  +  «1*2'  —  ^2«i'  "~  ^1^2)  ^  ^• 
Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  zwei  Werthe  von  k  zur 

Bestünmung  der  fraglichen  Punkte.     Soll  die  betrachtete  Gerade 

eine  Tangente  der  Curve  sein,    so  müssen  beide  Schnittpunkte 

zusammenfallen,   die  zur  Bestimmung  von  k  dienende  Gleichung 

Diuss  also  zwei  gleiche  Wurzeln  haben,  d.  h.  es  gilt  die  Relaüon 

ÜW  —  V^  j=i  0*    Diese  Gleichung  wird  durch  die  Coordinaten 

I,  rj  aller  Tangenten  der  Curve  erfüllt  und  ist  daher  die  schon 

im  Art.  114  gefundene  Gleichung  der  Curve  in  Liniencoordinaten 

oder  ihre  Tangentialgleichung.    Sie  ist  in  ^,  iy  vom  zweiten  Grade, 

d.  h.  die   Curve  zweiter  Ordnung   ist  im  Allgemeinen 

immer  auch  von  der   zweiten  Classe*).     Wenn  man  auf 


*)  Dass  diese  Uebereinstimmung  der  Ordnung  und  Classe  bei  Cur- 
ven  hohem  Grades  nicht  im  Allgemeinen  stattfindet,  sei  hier,  besonders 
bemerkt. 

Salroon,  Anat.  Geoni.  d.  Kegelschn.  2.  Aufl.  21 
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ihre  Form  die  vorigen  Betrachtungsweisen  anwendet,  so  sieht 
man,  dass  ü  =  0,  ^  =  0  die  Gleichungen  von  zwei  Punkten 
der  Curve  siixd,  während  V  =  0  den  Schnittpunkt  der  zugehö- 
rigen Tangenten  oder  den  Pol  der  Verbindungslinie  jener  Punkte 
darstellt. 

297.  Von  dem  Gesetz  des  vorigen  Art.  existiren  zwei  Aus- 
nahmefälle: Es  giebt  einen  Ort  zweiter  Ordnung,  der 
nicht  von  der  zweiten  Classe  ist  und  eine  Enveloppe 
zweiter  Classe,  die  nicht  von  der  z^^eiten  Ordnung  ist 
Wenn  die  beiden  erzeugenden  projectivischen  Büschel  einen  Strahl 
entsprechend  gemein  haben,  so  dass  z.  B.  die  entsprechenden 
Strahlen  A^  =  0  und  A^'  =  0  sich  decken,  so  nehmeti  die 
Gleichungen  der  beweglichen  Strahlen  beider  Büschel  die  specieüe 
Form  diu  Ai  +  kA2=^0,  A^  +  kA2  =0  und  die  Elimination 
von  k  liefert  für  den  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  die  Gleichung  A^  [A^  —  A,^  =  0.  Der  Ort  ist  also 
aus  zwei  geraden  Linien  zusammengesetzt,    die  durdi 


^1  =  0 


und  A2   — 


^2  ==  0  dargestellt  sind ;  die  erste  ist  der 


gemeinschaftliche  Strahl,  die  gerade  Linie  durch  beide  Scheitel; 
die  zweite  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  aller  übrigen  ent- 
sprechenden Strahlen:  Die  Büschel  sind  in  perspecti?!- 
scher  Lage.    (Art.  59.) 

Ganz  das  Analoge  entspringt  aus  der  Voraussetzung,  dass  in 
dem  gemeinschaftlichen  Punkte  von  zwei  projecüvischcn  Reihen 
zwei  entsprechende  Punkte  derselben  vereinigt  sind.  Die  Reiben 
selbst  sind  dann  in  der  Form  üj  -f  A  J/j  =  0,  tTj  +  W^  =  ö 
darstellbar  und  der  erzeugte  Kegelschnitt  ist  in  TJ^{Ü2 — 11^^=^^ 
gegeben.  Er  besteht  also  aus  ^wei  Punkten,  dem  gemeifl- 
samen  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  U^j  =  0  und  dem 
Punkte  V2  —  ^2  t=:  0^  in  welchem  die  Verbindungslinien  aller 
andern  entsprechenden  Punktepaare  zusammenlaufen.  Die  Punkt- 
reihen sind  in  perspeclivischer  Lage.  Für  ein  Paar  von 
Geraden  ACE^^  BDF  besteht  aber  noch  die  Construction  des 
Pascal'schen  Sechsecks  für  sechs  beliebige  Punkte  A,  B,  C^  D,  E^F 
auf  ihnen  (Art.  284,  Aufg.  1)  und  für  ein  Paar  von  Punkten  die 
des  Brianchon  für  sechs  beliebige  Gerade  durch  sie. 

298.  Die  grosse  Bedeutung,  welche  nach  den  Ergebaissen 
der  vorigen  Art.  die  Lehre  von  den  projectivischen  Punktreiben 
und  Strahlbüscheln  für  die  verschiedensten  Theile  der  Theorie 
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der  Kegelschnitte  offenbar  besitzt,  führt  uns  auf  diese  Grund- 
gebilde selbst  zurück.  Die  gründliche  Untersuchung  der  Elemen- 
tarformen, als  aus  welchen  die  Kegelschnitte  entstehen,  wird  die 
der  letzteren  erleichtern. 

In  projectivischen  Büscheln  oder  Reihen  entspricht  einem 
Punkte  oder  Strahl  im  einen  ein  Punkt  oder  Strahl  im  andern 
und  umgekehrt,  und  vier  entsprechende  Strahlen  oder  Punkte 
haben  in  beiden  gleiches  Doppelverhältniss.  Wie  aus  dem  ersten 
das  letztere,  so  folgt  auch  aus  diesem  jenes.    Aus  der  Gleichheit 

rC     I      7      Zr  ••-•  fM  Je        -    2       Je   — —  nt 

der  Doppelverhältnisse : =  — -. :  -7 ?    folgt 

n  —  In  —  m        n  —  /«— m 

Airch  Entwickelung  all'  +  bX  +  cl'  +  d:=iO,  wenn  a,  b,  c,  d 
von  k,  /,  m,  k\  l\  rn  allein  abhängige  Constanten,  X,  X'  aber  die 
Theilverhältnisse  zusammengehöriger  Elemente  n, ;/  sind.  Diese  Glei- 
chung gestattet  zu  jedem  Werthe  von  X  den  entsprechenden  Werth 
von  i  zu  finden  und  liefert  für  jeden  Werth  des  einen  nur  einen 
bestimmten  Werth  des  andern.  Drei  Paare  entsprechender  Ele- 
mente bestimmen  die  beiden  projectivischen  Elementarformen 
(Art,  59)  und  diese  Gleichung,  als  welche  nur  drei  unbestimmte 
Goefficienten  enthält  und  deren  Hauptcharakter  es  ist,  dass  sie 
die  allgemeinste  Gleichung  vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf  X  so- 
wohl als  auf  X'  ist.  Man  kann  sagen:  Zwei  Reihen  von 
Punkten  oder  Büschel  von  Strahlen  oder  von  Punkten 
und  Strahlen,  die  in  einer  geometrischen  Abhängig- 
keit stehen,  sind  projectivisch,  sobald  einem  Ele- 
mente des  einen  nur  und  immer  ein  Element  des  an- 
dern entspricht  und  umgekehrt.  (Man  vergleiche  hiermit 
die  Hauptsätze  über  das  Auftreten  projectivischer  Gebilde  bei  den 
Kegelschnitten,  besonders  Art.  288  und  292  und  weiterhin  Art.  301 
und  302.) 

Eine  Substitution  zeigt,  dass  das  Doppelverhältniss 

1 ;L'    A   —  X'" 

unverändert   bleibt,   wenn  man   A,  X',   A",  A"' 


\ftt 


A"— A"  A"~  A' 

durch  Werthe  von  der  Form  des  aus  jener  Relation  hervorgehen- 

j      t      t      1     o.     <./     1  .  6A  +  rf       6A'  -f-  (/     ^ 

den  Ausdrucks  für  A  oder  respective — ; — , tt—, — ,  etc. 

^  äA  +  c        aX  -Y  c 

b  c 

ersetzt.     Die  Elemente  für  A'  = und  A  = entsprechen 

a  a 

den  Elementen,  für  welche  respective  A  :=:  00  oder  A'  =:  00  sind ; 

21* 
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►i-i 


ebenso  A'  = und  i  =  —  -  denen  für  X  =:  0  oder  I'  =  0. 

c  b 

Diese   Coefficientenverhältnisse  bestimmen    also   die   den   beiden 

Fundamentalpunkten  jeder  Reibe  entsprecb enden  Punkte  der  ao- 

dem  Reihe.     Den  Werthen  X=4r  1  entspriebt  )l'=+  -=-,  etc.; 

—  c+a 

ebenso  für .  Strahlbüschel. 

Wird   das   erste  Paar  der  Fundamental -Elemente  einander 

entsprechend  gedacht,  so  ist  für  A  =  0  auch  A'=0,  d.  1l  d=Q\ 

ebenso    bedingt   das   Entsprechen   des   zweiten  Paars    derselben 

wegen  I'  =  cx)  für  A  =  oo  die  Relation  a  =  0,   d.  b.  jener 

Voraussetzung    entspricht    die    Form    alk'  +  ^^  +  cX'  =  %, 

dieser     die    Form      bk    +   cX'   +   d  =   0      der    Gleichung 

der  Projectivitat,  oder  — r^+  — r  =  —  h  — rH -  =  —  1 

al         aA  d  d 

respective.  Beide  Voraussetzungen  zugleich  geben  ihr  die  Ge- 
stalt bX  +  cX'  =  0  oder  X  :  X'  =  —  c  :  b  =  consL  und 
lassen  wir  die  Elemente  sich  wechselseitig  entsprechen  oder 
A  =  0  werden,  wenn  A'  =  oo  wird  und  A'  =  0  f ür  iL  =  oo, 
so  folgt  c  =  0,  0  =  0  oder  die  Relation  der  ProjecüTilät 
aXX'  +  d  =  0,  d.h.  XX'  c=  —  d:  a  =  const.  Da  die  Werthc 
X  =  1,  X'  =  1  sich  entsprechen,  wenn  a  +  6  +  c  +  rf  =  0 
ist,  so  ist  diess  für  projectiyische  Punktreihen  die  Bedingung  ihrer 
Aehnlichkeit.  Für  Strahlbüschel  können  die  FundamentalstraUen 
in  beiden  Büscheln  rechtwinklig  zu  einander  sein;  denn  für  zwei 
zu  einander  rechtwinklige  Strahlen  des  einen  Büschels  ist  das 
Product  ihrer  Theilverhältnisse  gleich  —  1,  so  dass  die  Theii- 
verbältnisse  der  entsprechenden  Strahlen  des  andern  Büschels  die 

Werthe   —, — ; — , erhalten  und  als  die  Bedingung  ilircr 

aX  -\-  c     a  —  cX  °  ^ 

Rechtwinkligkeit  die   quadratische  Gleichung 


A2- 


«2  +  ^2  -  C^  —  d« 


X  =s  1    geben.     Sie  liefert  zwei  stets 


ac  +  bd 

reelle  Werthe,  die  den  beiden  entsprechenden  Strahlen  des  zu- 
gehörigen orthogonalen  Paares  angehören.  Nur  für  die  gleich- 
zeitige Erfüllung  von  a^  +  b^  :=i  c^  +  d^,  ac  +  6d  =  0,  d.  h. 
für  « ;==  +  <^,  b:=:  +  c  gicbt  CS  uuendUcb  viele  solche  Paare 
entsprechender  rechtwinkliger  Strahlen,  d.  h.  für  einstimmig 
gleiche  oder  entgegengesetzt  gleiche  Büschel.     Das  Beispiel  des 


r 
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Kreises  zeigt  die  anendliche   Zahl  der  Paare  orthogonale 
sprechender  Stralüen  bei  einstimmig  gleichen  Itüscheln. 

299,    Wenn  zwei    projecUvische  Punktreihen    in    dei 

geraden  Linie  liegen  oder  zwei   projectirische  Bäschel   dei 

Sclieiiel  haben,  so  können  Paare  von   entsprechenden  P 

oder  entsprechenden  Strahlen   in  einen  Punkt  oder   Strai 

sammenrallen.     Da  dem  Element  Aj  +  \A^  =  0   des  eia 

!     Element  (aX '+  c)  A^  —  (6i  +  rf)  ^j  =  0  des  andern  ents 

I    so  findet  das  Zusammen  fallen   entsprechender  Elemente  sti 

die  zwei  durch  Elimination  von  Ay,  A^  zwischen  diesen  Gle 

gen  bestimmten  Werthe  von   X,    d.  h.  für  die,   welche  ai 

.    quadratischen  Gleichung 

i       l.l  +  c!    „  +  ,|=Ood.r.i.  +  (»+.)l  +  d: 

I    hervorgehen.     Lasst  man  diese  Doppelelemeule  zu  fundam< 
werden,  so  stellen  sich  beide  Gebilde  in  der  Form 

Ai  +  mXA^  =  0,  ^,  +  m'XA^  =  0 
dar  und  das  Doppelverhältniss ,  weiches  zwei  entsprechend 
menle  mit  den  Doppelelementen  bestimmen,  ist  constant,  n 
=  m:m'.  Für  (&  +  cf  =  iad  fallen  beide  Doppeleh 
iiisammea;  (6  +  c)'>4aJ  bedingt  ihre  Realität*).  Sin 
aul  einander  gelegten  Slrahlbüschcl  gleich,  so  sind  unter  V 
EelzuDg  rechtwinkliger  Coordinatenaxen  ihre  Gleichungen 
i,  +  i^=0,  {Ai  cos«  — ^,  slQo)  +  X{A,  sintt+^jcoso 
und  die  Doppelstrahlen  daher  durch 

,  .     ^,  '  ^  !  =  0  oder  1^  +  1=0,  d.i.  a 

llsiatt-^-cosa,  Äcosv — sincc  r 

gegeben.     In  der  That  bilden  die  Strahlen,  für  welche  die 

geate  ihres  Winkels  gegen  die  Axe  ^,  oder  x  den  Werth 

gleiche  Winkel  gegen  alle  Richtungen;   denn  für  a  =  3rc 

.  .         ,  -,  tan  «  —  tan  i3  i"  —  tan  S 

™d  u. (. - «  =  i^,.„„^„^  =  r+n^ß  =  '■ 

Wenn  zwei  projectivische  Reihen  in  derselben  Geradt 
gen,  so  kann  ferner  jeder  Punkt  derselben  als  jeder  von  1 
Reihen  angehörig  betrachtet  werden  und  es  entspricht  ihm 


*)  FBr    die    Construction    der  Doppelatrahlsn   and    also    i 
Doppelpunkte  vergleiche  man  Art.  308,  Aufg.  6. 
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ligen  andern  Reihe  ein  anderer  Punkt,  je  nachdem  maD 

ersten  oder  der  zweiten   Reihe    zuzählt.     Dem  Ponkle 

eilverbällniss  ft  entspricht  als  einem  zur  Reihe  il  gehäri- 


ikte  der  Punkt  X'  = — ; —     und    als    einem  vir 

an  +-C 


gehörigen  der  Punkt  X  = 

leu  Strahlbüscheln.     Wenn  aber  6  =a  c  ist,  so  enlspriehl 
Tthe  fi  ebensowohl  in  der  Reihe  A  als  in  der  Reihe  l' 

■th  —MJl-i.     Die  Relation  aXi.' +  b(X  +  l')  +d  =  0 

let  also  zwei  projecliviscbe  Gebilde  in  derselben  Geradco 

1  denselben  Punkt,  in  denen  zwei  entsprechende  Elemeole 

cbselseitig  entsprechen,  d.  h.  so,  dass  man  jedes  von 

bensowobl  zum   einen  als  zum  andern  Gebilde   rechoeo 

line  ihr  Entsprechen  zu  stören.     Solche  Reihen  oder  fiä> 

tden  eine  Inr'olution.    Jede  zwei  projectivische  Gebilde 

^Iben  Geraden  oder  um  denselben  Punkt  können  in  iavo- 

le'  Beziehung  gebracht  werden,  indem  man  die  ElemeDle 

Giebilde,    welche    einem    und    demselben    Elemente  rat- 

1,  je  nachdem   es  zu  dem   einen  oder  andern  gerechnt« 

ur  Deckung  bringt;  denn  jenes  einmalige  wechsebeitige 

:hen  fordert  die  Relation  b  =  c  und  diese  bedingt  de 

lalige  wechselseitige  Entsprechen.    Aus  der  Entstehung  der 

>n  ergiebt  sieb,  dass  eine  Involution  aus  Paaren  von  Ek- 

besteht,  also  z.  B,  aus  Paaren  von  Punkten  a,  a';  b.  b';  eU- 

s  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  der  Reihe  dem 

er  entsprechenden  gleich  ist;  also  drflckt  z.  B. 

1  !■  'i'  '    1      j        *^    *"*  a  b     a  a       ,    ,  , 

K  =  Ja  b  c  a\    oder    —r:  — -.  ^=  -r-,  :  — -,     d.  h.    auch 
'  l  '  CO     ca  c  b      c  a 

.  b'c  =  ab' .  ca  .  cb    das    involutorische    Entsprechen 

mken  wir  insbesondere   c'  als   den  unendlich   entfemtea 

der    Reihe,    so    giebt    |acÄoo|  =  fa'oob'cl    vegta 

ioo,  a' (»:=&' c»  die  einfache  Relation  oc.a'c  =  öcJe, 

r  Punkt,  welcher  dem  unendlich  fernen  Punkte 

ibe  entspricht,  liegt  so,   dass  das  Product  sei- 

itfcrnungen  von   den  Punkten  eines  Paars  con- 

ist.     Man   nennt  ihn  den   Centralpunkt    der    luve- 

Es    ist    entweder    ca  .  ca'  =:  ±^  q^ ,    d.   h.   die  enl- 
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sprachenden  Punkte  liegen  entweder  auf  derselben  Seite  oder  auf 
entgegengesetzten  Seiten  des  Cenlralpunktes.  Man  erkennt  aus 
der  Relation  des  Centralpunktes  z.  B.,  dass  Kreise,  die  das  näm- 
liche Radicalcentrum  haben,  in  jeder  durch  dasselbe  gehenden 
Geraden  eine  Involution  bestimmt. 

300.  Nach  dem  Vorigen  können  prpjectivische  Systeme  in 
derselben  Geraden  oder  aus  demselben  Punkte  durch  eine  blosse 
Lagenveränderung  in  doppelter  Weise  involutorisch  gemacht  wer- 
den, indem  man  die  Elemente  von  beiden  Systemen  zum  Zu- 
sammenfallen bringt,  welche  dem  nämlichen  Element  im  jedes- 
maligen anderen  entsprechen,  wenn  man  es  nach  einander  als 
dem  einen  und  dem  andern  System  angehörig  betrachtet.  Da 
nun  zwei  projectivische  Punktreihen  in  verschiedenen  Geraden 
von  einem  beliebigen  Punkte  ihrer  Ebene  aus  durch  projectivische 
Büschel  projicirt  und  zwei  projectivische  Strahlbuschel  von  ver- 
schiedenen Scheiteln  durch  eine  beliebige  Gerade  ihrer  Ebene  in 
projecüvischen  Büscheln  geschnitten  werden,  so  entspringt  die 
Frage  nach  dem  Ort  der  Punkte,  für  welche  insbesondere  jene 
Büschel  in  Involution,  und  nach  der  Enveloppe  der  Geraden,  für 
welche  insbesondere  jene  Reihen  in  Involution  sind.  Man  beant- 
wortet sie  durch  folgende  Betrachtungen. 


Wenn  in  zwei  projectivischen 
Reihen  von  Punkten  A^  B,  . . ,; 
/,  B\  . . .  in  verschiedenen  Ge- 
raden r,  T'  die  entsprechenden 
Punkte  wechseis  weis  durch  Ge- 
rade mit  einander  verbunden  wer- 
den, so  schneiden  sich   die  zu- 


Wenn in  zwei  projectivischen 
Büscheln  von  Geraden  A,  B,  ...; 
X  2?',  . . .  von  verschiedenen 
Scheiteln  J,  T"  die  entsprechenden 
Strahlen  wechselsweis  zum  Durch- 
schnitt gebracht  werden,  so  lie- 
gen die  zusammengehörigen  Paare 
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der  Schnittpunkte  All,  ÄB\ 
BCf,  B'C\  CA,  C Ä\  etc.  in  Ge- 
raden C\  B'\  Ä'  eines  Büschels 
r",  welches  die  Strahlen  P  uod  0 
enthält,  die  dem  gemeinschaft- 
lichen Strahl  beider  Büschel  P,  ^ 
in  dem  jedesmaligen  andern  Bü- 
schel entsprechen. 


sammengehörigen  Paare  dersel- 
ben ^5',  ^J?;  äC,  ÄC\  BCf,  ffC\ 
etc.  in  Punkten  (f\  ff',  Ä'  einer 
Geraden  T",  welche  die  Punkte  P 
und  Q  enthält,  die  dem  gemein- 
schaftlichen Punkte  beider  Reihen 
P,  Q'  in  der  jedesmaligen  andern 
Reihß  entsprechen. 

Denn  man  hat  nach  der  Voraussetzung  die  Relation 
I^Ä.  A' ff (f ...\  r=z  )j(  ,  ABC . .  .\  und  da  AÄ  zwei  ent- 
sprechende £lemente  vereinigt,  so  sind  die  darin  betrachteten 
Gebilde  in  perspectivischer  Lage  und  der  Satz  ist  der  Ausdruck 
derselben. 

Mßu  erkennt  zuerst,  dass  diese  Sätze  zur  bequemsten  Con- 
struction  entsprechender  Elementenpaare  von  projectivischen  Ge- 
bilden führen,  sobald  drei  Paare  entsprechender  Elemente  von 
beiden  gegeben  sind;  wir  empfehlen  die  speciellen  Fälle  zur  be- 
sonderen Uebung.  Wenn  die  beiden  gegebenen  Gebilde  selbst 
perspectivisch  zu  einander  sind,  so  ist  das  Centrum  oder  die  Aie 
dieser  Perspective  der  Pol  respective  die  Polare  der  Geraden  oder 
des  Punktes  der  vorigen  Sätze.  Diese  Gerade  und  dieser  Punkt 
entsprechen  aber  zugleich  der  oben  gestellten  Frage,  denn 


die  Gerade  des  ersten 
Satzes  ist  der  OrtderSch  ei- 
tel  aller  der  involutori- 
schenBüschel,  welche  über 
den  beiden  gegebenen  pro- 
jectivischen Reihen  gebil- 
det werden  können. 


der  Punkt  des  zweiten 
Satzes  ist  die  Enveloppe 
aller  der  Geraden,  welche 
durch  ihren  Schnitt  mit 
den  beiden  gegebenen  pro- 
jectivischen Büscheln  Rei- 
hen in  Involution  erzeugen. 


Im  ei^sten  Falle  entspricht  dem  Strahl,  welcher  von  dem  in 
jener  Geraden  gewählten  Scheitel  nach  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  beider  Reihen  geht,  diese  Gerade  selbst  in  gleicher  Weise, 
ob  man  ihn  nun  dem  ersten  oder  zweiten  Büschel  zuzählt;  und 
im  zweiten  Falle  entspricht  dem  Punkte,  in  welchem  die  durch 
jenen  Punkt  gezogene  Gerade  den  gemeinschaftlichen  Strahl  bei- 
der Büschel  schneidet,  dieser  Punkt  selbst  in  gleicher  W^eise,  ob 
man  ihn  nun  der  ersten  oder  zweiten  Reihe  angehörig  betrachlcL 
Darin  ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden  die  involutorische  Be- 
ziehung begründet 
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Wenn  die  beiden  betrachteten  projectivischen  Reihen  oder 
Büschel  auf  Tangenten  oder  um  Punkte  eines  Kegelschnitts  ge- 
bildet sind,  so  liefern  die  Gerade  und  der  Punkt  der  Sätze  dieses 
Artikels  die  Polare  des  Schnittpunktes  der  beiden  Tangenten  und 
respectire  den  Pol  der  Verbindungslinie  der  Scheitel;  sind  die 
projectivischen  Reihen  perspectivisch  und  auf  einem  Kegelschnitt 
gelegen,  so  kommt  man  ebenso  vom  Pol  zur  Polare  und  umge- 
kehrt und  erkennt  so  die  Beziehungen  der  harmonischen  Pole  und 
Polaren  zur  Involution  auch  auf  diesem  Wege. 

301.  Nach  dem  Früheren  enthält  eine  Involution  im  Alige- 
meinen zwei  sich  selbst  entsprechende  oder  doppelte 
Elemente,  nach  den  Werthen  von  k,  welche  aus  aX^  +  2bX  +  d=iO 
hervorgehen.    Ist /*  ein  Doppelelcment,  so  ist  Iafba\=ifafb'a\, 

,  ,     af    ab        af    ab'     ,       — -„     -7-^,  ,      ,        ,  , 

d.  n.  -/^:  -77  =r  — '- :  —-,  oder   af^  i  a  f^  x=^  ab  .  ab  \  ab  ,  a  b 
af    ab        af    ab 

und  es  ist  somit  das  Verhältniss  der  äusseren  oder  inneren  Thei- 

Inng  der  Strecke  aa'  durch  das  Element  f  bestimmt.    Sind  f^,  f^ 

die  beiden  doppelten  Elemente,  so  ist  nothwendig 

{fl/i/j«  }  =  {«  fxha},   i.  h.  -lA  : --,  =  -11 :  —  oder 

^  /2/1      /2**  /2/1     12^ 

f  n  f  iL 

j— =  —  -T—,»    oder   das  Paar   der  Doppelelemente  be- 

A«  /2« 

stimmt  mit  jedem  Paar  entsprechender  Elemente  ein 
harmonisches  Gebilde.  Sie  sind  reell  oder  imaginär,  je 
nachdem  die  entsprechenden  Punkte  der  Involution  auf  gleichen 
oder    entgegengesetzten  Seiten   des  Centraipunktes  liegen,    weil 

dem  entsprechend  c/*^  =  +  Ö'^  ist*).  Wenn  insbesondere  in 
einer  involutorischen  Reihe  einer  der  Doppelpunkte  i^nendlich 
entfernt  ist,  so  halbirt  der  andere  diiß  Entfernung  zwischen  je 
zwei  entsprechenden  Punkten,  und  die  Entfernung  der  Punkte  ab 
ist  der  der  entsprechenden  Pmikte  ab'  gleich  oder  ähnliche 
Pnnktreihen  sind  nur  dann  in  Involution,  wenn  sie 
entgegengesetzt  gleich  sind.  Können  die  Doppelelemente 
sich  decken  und  unter  welchen  Umstanden? 

Endlich  giebt  es  nach  der  am  Schlüsse  des  Art.  298  ge- 
gebenen Formel' ein  Paar  von  entsprechenden  zu  einander  recht- 


^  Man    hat    die   Doppelelemente    auch    als    Brennpunkte    und 
Brennstrahlen  der  Involution  bezeichnet. 


8t-.i:;>-^-^-^^ 


5-f* 
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'V 


1 
•/ 


if.- 


SJt^ 


r  » 


winkligen   Strahlen    in  jedem   involutorischen  Büschel,   welches 


durch  die  Relation  A^  — 


X  =  1  bestimmt  ist    Man  be- 


zeichnet diese  heiden  Strahlen  als  Axen  der  Involution;  sie 
halbiren  die  von  den  Doppelstrahlen  der  Involution 
al^  +  2bk  +  d  =  0  gebUdeten  Winkel.  (Art  88.)  In  dem  Falle 
der  gleichzeitigen  Relationen  af=:id,  6  =  0  sind  sie  unbestimmt, 
d.  h.  in  dem  Falle  der  einstimmig  gleichen  ßuschel.  Die  Dre- 
hung eines  rechten  Winkels  um  seinen  Scheitel  beispielsweise  er- 
zeugt ein  involutorisches  Büschel;  seine  Doppelstralüen  entsprechen 
wie  oben  den  Werthen  i  =  i  t. 

Man  kann  schliesslich  diese  Beziehung  der  Involution  mit 
Hilfe  des  im  Art.  299  Begründeten  ähnlich  aussprechen,  wie  den 
Hauptsatz  vom  projectivischen  Entsprechen.  Man  denke  einen 
beliebigen  Punkt  in  der  Geraden  der  beiden  Reilien  oder  eine  be- 
liebige Gerade  durch  den  Scheitel  der  beiden  Büschel  und  zu 
diesem  Element  stets  das  harmonisch  conjugirte  in  Bezug  auf 
zwei  entsprechende  Elemente  der  Involution  bestimmt;  dann  bil- 
den diese  harmonisch  conjugirten  Elemente  ein  Gebilde  von  un- 
veränderlichem Doppelverhältniss,  wie  auch  jenes  Element  gowälilt 
war;  oder  die  Gebilde,  welche  zwei  verschiedenen  Elementen  so 
entsprechen,  sind  projectivisch.  Der  Hauptsatz  des  Art.  298  lie- 
fert den  Beweis.  Man  darf  jenes  Doppelverhältniss  als  das  der 
involutorischen  Paare  selbst  bezeichnen  und  kann  sagen:  Weno 
zwei  Gebilde  (Punktreihen  oder  Strahlbüschel  oder  Reihe  und 
Büschel)  einander  so  entsprechen,  dass  jedem  Element 
des  ersten  ein  Element  des  zweiten  und  jedem  Ele- 
ment des  zweiten  zwei  Elemente  des  ersten  in  glei- 
cher Weise  entsprechen,  so  sind  diese  Paare  von  Ele- 
menten in  Involution  und  entsprechen  den  Elementen 
des  zweiten  Gebildes  nach  gleichem  Doppelverhält- 
niss. In  den  folgenden  Aufgaben  stellen  wir  einige  Fälle  der 
Involution  zusammen,  wie  sie  schon  im  Früheren  aufgetreten  sind. 

Aufg.  1.  Wenn  man  von  jedem  Punkte  einer  geraden  Linie  aus 
die  beiden  Tangenten  an  einen  Kegelsclinitt  zieht,  so  begegnen  diese, 
irgend  einer  festen  Tangente  in  zwei  Punkten,  die  ein  involutorisches  Sy- 
stem bilden  und  deren  Paare  den  Punkten  jener  geraden  Linie  nadi  glei- 
chem DoppelverhSllniss  entsprechen.  Die  in  den  Schnittpunkten  dcf 
gegebenen  Geraden  mit  dem  Kegelschnitt  an  diesen  gezogenen  Tangenten 
bestimmen  in  der  festen  Tangente  die  Doppelpunkte  dieser  Involution. 
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losbesondere  bestimmen  die  Paare  der  parallelen  Tangenten  in  einer 
festen  Tangente  eine  in volu lorische  Reihe»  die  in  den  Asymptoten  ihre 
Doppelpunkte  hat. 

Aufg,  2.  Wenn  man  von  einem  festen  Punkte  aus  Transversalen 
nach  einem  gegebenen  Kegelschnitt  und  von  einem  beliebigen  Punkte  des 
Kegelschnitts  ous  nach  den  Endpunkten  der  bezüglichen  Sehnen  die  Ge- 
raden zieht»  so  bildei]^  diese  ein  Büschel  involutorischer  Paare  und  ent- 
sprechen dem  Büschel  der  Transversalen  projectivisch.  Die  Doppelstrahlen 
geben  nach  den  Berührungspunkten  der  von  jenem  Punkte  aus  an  den 
Kegelschnitt  möglichen  Tangenten.  Wenn  umgekehrt  die  Schenkel  von 
Winkeln  aus  einem  Punkte  eines  Kegelschnitts  Paare  einer  Involution  sind, 
so  gehen  die  von  ihnen  bestimmten  Sehnen  durch  einen  Punkt;  also  ins- 
besondere die  von  rechten  Winkeln  und  die  von  solchen ,  deren  Schenkel 
gegen  eine  feste  gerade  Lmie  gleich  geneigt  sind.   (Art.  189»  Aufg.  2.} 

Aufg,  3.  Wenn  man  durch  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  gerade 
Linien  nach  den  Enden  von  zwei  Sehnen  desselben  zieht,  so  bilden  sie  mit 
der  Tangeute  desselben  und  dem  nach  dem  Schnittpunkt  der  Sehnen  ge- 
benden  Strahl  drei  Paare  in  Involution. 

Aufg,  4.  Wenn  ein  Vierseit  einem  Kegelschnitt  umgeschrieben  ist, 
80  bilden  die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Tangente  desselben  mit  den 
Paaren  der  Gegenseiten,  der  Berührungspunkt  und  der  Durchschnitt  mit 
(icr  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der  Gegeqseitcnpaare  drei  Paare 
in  Involution. 

Aufg.  5.  Auf  jeder  geraden  Linie  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
liegt  eine  involutorlsdie  Reihe  von  in  Bezug  auf  ihn  conjugirten  Punkten 
oder  harmonischen  Polen.  Die  Doppelpunkte  derselben  sind  die  Punkte, 
weiche  sie  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  hat.  Von  jedem  Punkte  aus  geht 
ebenso  ein  involutorisches  Büschel  von  conjugirten  Geraden  oder  harmo- 
nischen Polaren,  welches  die  von  ihm  an  den  Kegelschnitt  gehenden  Tan- 
genten zu  Doppelstrahlen  hat.   (Art.  300.) 

Aufg,  6.  Auf  der  unendlich  entfernten  geraden  Linie  liegt  eine 
Involution  von  Punktepaaren ,  die  in  Bezug  auf  jeden  Kreis  conjugirt  sind 
(Art.  121);  die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind  die  imaginären  unend- 
lich fernen  Punkte  aller  Kreise  derselben  Ebene.  (Art  277.  Vergl.  oben 
den  Fall  der  Doppelstrahlen  mit  t  ==  +  1.) 

Aufg.  7.  Die  Richtungen  von  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
geraden  Linien  sind  harmonisch  conjugirt  zu  den  imaginSren  unendlich 
entfernten  Kreispunkten  und  umgekehrt. 

Aufg.  8.  Vom  Centrum  eines  Kegelschnitts  aus  geht  ein  involu- 
torisches Büschel  harmonischer  Polaren,  nämlich  conjugirter  Durchmesser, 
dessen  Doppelstrahlen  die  Asymptoten  sind.  Das  Paar  der  entsprechenden 
rechtwinkligen  Strahlen  dieses  Büschels  bilden  dieAxen  des  Kegelschnitts. 

Aufg.  9.  Aus  dem  Satze  der  zweiten  Aufgabe  folgt  die  einfache 
Construction  der  Axen  und  Doppelstrahlen  eines  durch  zwei  Strahlenpaare 
A^  A\  B^  tf  bestimmten  involutorischen  Büschels:  Man  legt  durch  den 
Scheitel  des  Büschels  einen  Kreis  und  zieht  die  den  Paaren  A^  Ä\  B^  IBl 
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clieoden  Seimen;  sie  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P,  darcb 
1  die  Sehnen  aller  Paare  der  Involution  gehen.  Das  rechtirinklip 
it  seine  Enden  in  dem  durch  P  gehenden  Durchmesser;  das  Paw 
ipelstrahlcn  geht  nach  den  Berührungspunkten  der  Tangenlea.  die 
n  P  aus  an  ilen  Kreis  ziehen  kann.  Es  istoITenLar,  dass  miD 
lieselbe  Conslruction  die  Doppelpunkte  einer  involutoriscben  Reihe 

12.  Die  Kegelschnitte  eines  Systems,  welche  die 
eben  vier  Punkte  enthalten,  schneiden  eine  be- 
e  Gerade  in  Punktpaaren  einer  Involution, 
enn  nach  der  Eigenschaft  vom  Doppelverhältniss  von  vier 
D  eines  Kegelschnitls  ist  ia.Adbj{\  =  ic.AdbXl.voi 
lan  diese  Büschel  mit  der  Transversale  Ajf  durchschneidet, 
[ACBA)  =  [AffC4}  =  {A:CBfAy  Die  Punkte^,/ 
gehören  somit  zu  der  Involulion, 
die  durch  die  Paare  B,  S-,  C,  C 
bestimmt  ist,  in  welchen  die 
TransversaledicGegenseitenpaare 
'  des  durch  jene  Punkte  bedinuo- 
ten  Vierecks  schneidet.  Kreise, 
duri'h  dieselben  zwei  Punkte  gehen,  oder  allgemeiner  Kreise 
rselben  Radicalaxe  schneiden  jede  gerade  Linie  in  Punkte- 
einer  Involution;  die  Iladicalaie  bestimmt  den  Cenlralpunkl, 
ei  Kreise  des  Systems,  welche  die  Gerade  berüiiren,  ^ebea 
ppelp unkte  an. 

ich  dem  Princip  der  Dualität  entspricht  dem  vorigen  Haupt- 
r  andere:  Die  Kegelschnitte  eines  Systems,  welche 
mlichen  vier  Geraden  berühren,  haben  mit  einen 
ligcn  Punkte  Tangentenpaare  in  Involution  ge- 
Da  spccieli  die  Diagonalen  ac,  bd  eines  Vierecks  abcd  einen 
;hmtt  durch  die  vier  Punkte  bilden,  so  schneidet  jede  Trans- 
die  vier  Seiteu  und  die  Diagonalen  eines  Vierecks  in  Punkte- 
SB',  CC,  DD',  welche  in  Involulion  sind,  und  jeder 
bestimmt  nfit  den  Gegenecken  und  den  Gegenseitenschnitt- 
1  eines  vollständige n  Vierseits  drei  Paare  von  tnvolulori- 
Seraden. 

IS  vorige  Gesetz  erlaubt,  in  der  durch  znei  Paare  B^,  Dlf 
Uten  Involution  den  Punkt  Cf  zu  construiren,  welcher  dem 
C  entspricht:  Wir  ziehen  aus  einem  beliebigen  Punkte  a 
aden  Linien  aB,  aB,  aC  und  construiren  ein  Dreieck  bcd, 


r 
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dessen  Ecken  in  diesen  drei  Linien  respective  liegen,  während 
zwei  seiner  Seiten  durch  die  Punkte  B\  D*  gehen ;  die  dritte  Seite 
desselben  geht  durch  C  Man  kann  den  Punkt  a  in  unendlicher 
Entfernang  wählen  und  hat  dann  in  aB^  aD^  aC  drei  Parallelen. 
Für  C  als  in  unendlicher  Ferne  liefert  dieselbe  Construction  das 
Centrum  der  Involutioh.  Am  einfachsten  bestimmt  man  dasselbe 
aber  so:  Man  zieht  durch  B  und  D  die  parallelen  geraden  Linien 
Bbj  Bc  und  durch  B'  und  1/  das  andere  Paar  von  Parallelen 
I/b  und  B'c,  so  geht  die  gerade  Linie  bc  durch  das  Centrum 
des  Systems. 

• 

Aufg.  1.  Wenn  ein  Dreieck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist, 
so  schneidet  eine  Transversale  diesen  und  zwei  Seiten  des  Dreiecks,  die 
dritte  Seite  und  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in  der  gegenüberliegenden 
Ecke  in  sechs  Punkten  einer  Involution.  Denn  die  Tangente  bildet  mit 
dem  Dreieck  ein  eingeschriebenes  Vierecli. 

Aufg.  2.  Jede  Transversale  schneidet  einen  Kegelschnitt  und  zwei 
feste  Tangenten  desselben  in  zwei  Punktepaaren,  welche  eine  Involution 
bestimmen,  die  in  der  Berührungssehne  jener  festen  Tangenleu  desselben 
eioen  Doppelpunkt  haL  Denn  die  Berührungssehne  bildet  als  ein  Paar 
von  Gegenseiten  mit  den  Tangenten  ein  eingeschriebenes  Viereck. 

Man  bildet  leicht  die  nach  dem  Princip  der  Dualität  entsprechenden 
Satze. 

Au  fg.  3.  In  jeder  Transversale  werden  von  einer  Hyperbel  und 
ihren  Asymptoten  Segmente  bestimmt,  die  denselben  Mittelpunkt  haben. 
Demi  in  diesem  Falle  ist  einer  der  Doppelpunkte  in  unendlicher  Ent- 
fernung. 

Aufg.  4.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  einem  Viereck  umgeschrieben 
sind,  so  sind  die  Berührungspunkte  einer  gemeinschaftlichen  Tangente  zu 
ihren  Schnittpunkten  mit  den  Gegenseitenpaaren  des  Vierecks  harmonisch 
coDjagirt.  Denn  sie  sind  die  Doppelpunkte  der  Involution,  welche  diese 
bestimmen. 

Aufg.  5.  Wenn  drei  Kegelschnitte  demselben  Viereck  umgeschrie- 
beQ  sind,  so  wird  eine  gemeinschafthche  Tangente  von  zweien  unter  ihnen 
durch  den  dritten  harmonisch  getheilt. 

Aufg.  6.  Wenn  man  durch  den  Schnittpunkt  der  gemeinschaft- 
lichen Sehnen  von  zwei  Kegelschnitten  eine  Tangente  an  den  einen  der- 
selben legt,  so  wird  diese  durch  den  andern  harmonisch  getheilt.  Denn 
jener  Punkt  ist  ein  Doppelpunkt,  etc.  Darum  halbirt  der  Berührungspunkt 
einer  zur  Radicalaxe  zweier  Kreise  parallelen  Tangente  die  in  ihr  gelegene 
Sehne  und  in  allen  Sehnen  des  einen  von  zwei  concentrischen,  ähnlichen 
und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten,  welche  Tangenten  des  andern  sind, 
giebt  der  Berührungspunkt  die  Mitte  an.    (Art.  244,-  Aufg.  4.) 

Aufg.  7.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  mit  einander  in  doppelter  Be- 
rührung sind  (oder  wenn  sie  eine  Berührung  dritter  Ordnung  mit  einander 
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haben),  $o  wird  jede  Taugente  des  einen  in  ihren  Schnittpunkten  mit  dan 
andern  und  in  dem  Schnittpunkte  mit  der  Berührungssehne  beider  Kegd- 
schnitte  harmonisch  getheilt.  Denn  die  gemeiuschafdichen  Sehnen  fallen 
zusammen,  etc.  Die  Anwendung  auf  concentrische  Kreise,  überhaupt 
Ahnliche  concentrische  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  ist  offenbar. 

Aufg,  8.  Man  soll  einen  Kegelschnitt  durch  vier  Punkte  «r,  6,  e^  d 
conslruiren,  der  eine  gegebene  Gerade  berührt.  Der  Berührungspunkt 
ist  einer  der  Doppelpunkte  des  Systems  involutorischer  Paare,  welches  in 
der  Geraden  durch  die  Schnittpunkte  mit  den  Gegenseitenpaaren  desVie^ 
ecks  ab  cd  bestimmt  ist  und  diese  können  construirt  werden»  wie 
Art.  308  zeigen  wird  (Aufg.  6) ;  das  Problem  hat  daher  zwei  Auflösungen. 

Aufg.  9.  Wenn  eine  Parallele  zu  einer  Asymptote  einen  Kegel- 
schnitt in  C  und  die  Seiten  eines  eingeschriebenen  Vierecks  in  den  Punkten 
a,  bj  c,  d  schneidet,  so  ist  Ca  ,  Cc  =  Cb  ,  Cd;  denn  C  ist  das  (^ntnnn 
des  Systems. 

Aufg.  10.  Man  soll  die  Aufgaben  des  Art*  295  als  Fälle  der  Inro- 
lution  behandeln. 

In  der  Aufg.  3  ist  k  ein  Doppelpunkt,  in  Aufg.  4  ebenso  7,  in  Aufg.  5 
ist  T  ein  Gentrum,  etc. 

Aufg.  11.  In  einem  System  von  Kegelschnitten  durch  dieselben 
vier  Punkte  giebt  es  auf  jeder  beliebigen  geraden  Linie  zwei  reelle  oder 
imaginäre  Punkte,  welche  in  Bezug  auf  alle  seine  Kegelschnitte  conjogirt 
oder  harmonisclie  Pole  sind.  Es  sind  die  Doppclpunkte  der  durch  die- 
selben bestimmten  Involution. 

Wenn  ein  System  von  Kegelschnitten  vier  feste  Gerade  berührt,  so 
gehen  durch  jeden  Punkt  zwei  reelle  oder  imaginäre  gerade  Linien,  welche 
in  Bezug  auf  alle  diese  Kegelschnitte  conjugirt  oder  harmuniscbe  Po- 
laren sind. 

Aufg.  12.  Alle  die  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  feste  Punkte 
gehen,  haben  ein  reelles  oder  imaginäres  System  von  parallelen  conjugt^ 
ten  Durchmessern. 

Denn  man  denke  die  Transversale  des  Satzes  der  vorigen  Aufgabe 
unendlich  entfernt,  etc. 

Aufg.  13.  Die  Polaren  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  darck 
dieselben  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  bilden  ein  SlrahlbGsohd. 
(Vergl.  Art.  114,  Aufg.  2.) 

Denn  wenn  sich  die  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  zwei  Kegel- 
schnitte des  Systems  im  Punkte  P^  schneiden,  so  sind  P  und  P^  in  Betnj 
auf  beide  Kegelschnitte  harmonische  Pole;  daher  sind  sie  es  auch  uiBezng 
auf  jeden  drillen  Kegelschnitt  des  Systems  und  somit  muss  die  Polare  toi 
P  in  Bezug  auf  einen  solchen  gleichfalls  durch  P^  gehen. 

Aufg.  14.  Der  Ort  des  Pols  einer  Geraden  in  Bezug  auf  die  dnrck 
vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  ist  ein  Kegelschnitt,  der  durch  die 
Schnittpunkte  der  Diagqnalen  und  der  Gegenseitenpaare  des  Vierecks  gehl 
Denn  wenn  mau  in  Bezug  auf  zwei  Punkte  P  und  Q  die  PoIareDbüschel 
bildet,  so  entsprechen  die  Strahlen  derselben  einer  einem  und  «e  sind 
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daber  projecUvisch;  also  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  ihrer  entsprechen- 
den Strahlen  ein  Kegelschnitt.  Diese  Schnittpunkte  sind  aber  die  Pole 
der  geraden  Linie  PQ  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  des  Systems  oder 
die  Scheitel  der  Polarenbüschel  für  den  in  der  Geraden  PQ  fortbeweg- 
ten Pol. 

Aufg,  15.  Wenn  mehrere  Kegelschnitte  demselben  Viereck  umge- 
sebieben  sind,  so  gehen  die  einer  und  derselben  Richtung  conjugirten 
Durchmesser  durch  einen  Punkt. 

Aufg.  16.  Das  Büschel  der  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
?ier  demselben  Viereck  umgeschriebene  Kegelschnitte  hat  ein  von  der 
Lage  von  P  unabhängiges  Doppelverhältniss. 

Au  fg.  17.  Die  Büschel  der  Tangenten,  welche  man  in  den  vier 
gemeinsamen  Punkten  von  vier  Kegelschnitten  an  dieselben  ziehen  kann, 
haben  gleiches  Doppelverhältniss.  Man  kann  in  Folge  dieser  Eigenschaf« 
ten  von  dem  Doppelverhältniss  von  vier  Kegelschnitten  sprechen,  die  dem- 
selben Viereck  umgeschrieben  sind. 

Aufg.  18.  Die  Reihen  der  Berührungspunkte,  welche  in  den  vier 
gemeinsamen  Tangenten  von  vier  demselben  Vierseit  eingeschriebenen 
Kegelschnitten  durch  diese  gebildet  werden ,  haben  dasselbe  Doppelver- 
hältniss. 

Aufg.  19.  Man  soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  o  eine  Gerade 
ziehen,  die  einen  festen  Kegelschnitt  S  in  Punkten  p,  q  schneidet,  welche 
mit  einem  festen  Punkte  n  desselben  und  drei  festen  Punkten  «,  6,  c 
ausser  ihm  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Durch  die  Punkte  abcn 
geht  ein  Büschel  von  Kegelschnitten ,  von  denen  jeder  den  Kegelschnitt  S 
in  drei  Punkten  p^,  q,  r  ferner  schneidet;  da  jeder  Punkt  p  von  S  nur 
einen  Kegelschnitt  dieses  Büschels  und  somit  nur  eiu  Dreieck  Py  q,  r 
bestimmt ,  so  umhüllen  die  Seiten  dieses  Dreiecks  einen  Kegelschnitt  U, 
und  die  von  o  an  diesen  gehenden  Tangenten  lösen  die  Aufgabe.  Die 
drei  Paare  von  Geraden  bCy  an;  ca,  bn;  ab^  cn^  welche  zu  deb 
Kegelschnitten  des  Büschels  gehören,  liefern  in  bc,  ca,  ab  Tangenten 
des  Kegelschnitts  ü.  Man  hat  also  den  Satz :  Jeder  einem  Dreieck  um- 
geschriebene und  einen  festen  Punkt  eines  Kegelschnitts  enthaltende 
Kegelschnitt  schneidet  diesen  in  drei  andern  Punkten,  deren  Verbindungs- 
Ibien  Tangenten  eines  dem  gegebetien  Dreieck  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitts sind. 

303.  Auf  derselben  Eigenschaft  der  Gleichung  einer  Geraden 
in  der  Normalform  xcos  a  +  y  cos  ß  —  p  =:  0  (Art.  34) ,  durch 
die  Substitution  der  Coordinaten  eines  Punktes  die  Länge  der 
von  ihm  auf  die  Gerade  gefällten  Normale  zu  liefern,  ruht  ebenso 
wie  die  Fundamentalsätze  dieses  Kapitels  die  folgende  Betrach- 
tung, welche  aber  zu  neuen  Anwendungen  führt.  In  Art.  186 
ist  begründet  worden,  dass  die  Läfige  der  vom  Centrum  einer 
Ellipse  auf  die  Tangente  derselben  gefällten  Normale   aus    den 
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coDJugirten  Durchmesser -Axen  d  und  h'  und  den  von  ihr  mit 
diesen  eingeschlossenen  Winkeln  a  und  /3  durch 
p2  =  a'^  cos^  a  +  &'2  cos^  j5  bestimmt  ist.  Sind  dann  L^  =  0, 
Zj  =  0,  Z3  =  0,  X4  =  0  die  Gleichungen  von  vier  Geraden 
in  der  Normalform,  also  Li  e=  x  cos  «,-  +  y  cos  ]5,-  —  p,-  =:  0 
und  bezeichnen  a,-  und  |?,-  die  von  ihrer  Normale  mit  den  Axeo 
X  und  y  eingeschlossenen  Winkel,  p,-  aber  den  senkrechten  Ab- 
stand vom  Coordinatenanfang  und  9,  1^;  9',  i/;'  die  Winkel,  welche 
die  Normalen  der  Axen  der  Ellipse  2  a  und  2&  mit  den  Coordi- 
natenaxen  x  und  ^  bilden,  so  hat  man  für  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung des  Centrums  (o:,  y)  von  derselben  den  doppelten  Aus- 
druck Li^  =  [x  cos  a,-  +  y  cos  j3,-  —  p^ 
^=  a^  (cos  er,-  cos  g>  +  cos  ft  cos  if^)^  +  6^  (cos  er,-  cos  fp  +  cos  ft  cos  ^7 
für  t  =  1,  2,  3,  4. 

Wenn  man  zwischen  diesen,  vier  Gleichungen  die  Gr9ssen 
a,  6,  cos  9,  cos  1^,  cos  tp\  cos  i|/'  eliminirt,  so  muss  die  entste- 
hende Gleichung  den  Ort  der  Contra  für  alle  diejenigen  Kegel- 
schnitte darstellen,  welche  die  vier  gegebenen  Geraden  berühren. 
Diese  Elimination  geschieht  durch  Addition  der  vier  Gleichungen 
nach  Miiltiplication  derselben  mit  Grössen  A^,  Aj,  A3,  A^,  weiche 
durch  die  drei  Relationen  ^U  cos  er,-*  =  0,  2?A,-  cos^  ^,-  =  0, 
2'Ac*  cos  a,- cos /?,-  =  0  bestimmt  sind,  in  denen  die  Z  SummeD 
von  vier  gleichgebildeten  Ausdrücken  für  t  =  1,  2,  3,  4  be- 
zeichnen. Da  die  rechte  Seite  in  Folge  dieser  Relationen  ver- 
schwindet, so  erhält  man  als  Summe 

ili(a;cosaj+ycos/?i— -/>i)^-+- ...  +  >t4(iCCüsa4  +  ycos/?;|— pj'^ö 
oder  2'i^A,Zj2 1=  0,   eine  Gleichung,  die  in  Folge  der  zwischen 

« 

den  \  bestehenden  Relationen  linear  und  also  die  Gleichung  euier 
Geraden  oder  genauer  gesprochen  die  Gleichung  von  zwei  Ge- 
raden ist,  deren  eine  ganz  in  unendlicher  Ferne  liegt;  da  die 
Polare  einer  Ecke  des  Tangentenvierseits  in  Bezug  auf  den  Oft 
der  Centra  der  Kegelschnitte  durch  die  gegenüberUegende  Ecke 
desselben  gebt,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Gesetz  der  harmoni- 
schen Theilung  des  Art.  109  der  letzte  Theil  und  damit  die  volle 
Begründung  des  Satzes:  Der  Ort  der  Centra  der  Kegel- 
schnitte,  welche  vier  feste  Gerade  berühren,  ist  die 
gerade  Linie,  welche  die  Mittelpunkte  der  Diagonalen 
ihres  Vierseits  verbindet.  Einige  weitere  Anwendoogefl 
dieser  Methode  vereinige|ii  wir  in  den  folgeirden  Aufgaben. 
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Aufg.  1.  Jeder  Kegelschnitt»  welcher  zwei  von  den  Diaguualen 
eiaesVierseits  harmonisch  theilt,  thut  diess  auch  mit  der  dritten  Diagonale 
desselben. 

Denn  sind  Z^  ==  0,  Zj  =  0,  £3  =  0,  Xj  =  0  die  Seiten  des- 
selben, so  hat  die  Curve  AjZj^  +  A^Zj^  +  ^3X3^  +  ^4^4^  =  0   für 

den  Punkt  l^,  l^*  l^*  I4  die  Polare  Aj/jZ,+A2^2-^2+^3'3'^3+^4^4-^4^^^^» 
und  wenn  dieser  Punlct  der  Durchschnitt  von  zweien  der  festen  Geraden 
ist,  z.  B.  /]  =  /2  ==  0»  so  geht  die  Polare  durch  den  Durchschnitt  der 
beiden  andern  festen  Geraden,  denn  sie  ist  für  das  gewählte  Beispiel 
ij/jZg  +  X^l^L^  =  0,  Die  drei  Paare  von  Gegeneckea  sind  also  in 
Bezug  auf  jede  dieser  Gurven  harmonisch  conjugirt.  Da  die  Gleichung 
derselben  drei  willkürliche  Parameter  X^  :  X.^  :  X^  :  X^  enthält,  so  kann 
eine  Curve  des  Systems  durch  drei  beliebige  Punkte  gefuhrt  werden  und 
die  harmonische  Theilung  der  drei  Diagonalen  zählt  nur  fär  zwei  Bedin- 
gungen. Wenn  insbesondere  durch  specielie  Wahl  der  X  drei  der  conju- 
girten  Punkte  in  eine  Gerade  fallen  «^  so  liegen  die  drei  andern  in  einer 
zweiten  Geraden  oder  der  Ort  der  Pole  der  Geraden  Z  =  0  in  Bezug  auf 
alle  dem  Vierseil  eingeschriebenen  Kegelschnitte  ist  eine  Gerade  Z*;=0, 
für  die  die  Identität  2^j*il,Z/^  E£Ef  ZZ*  erfüllt  jst;  und  wenn  jene  im  ün-; 
endlichen  liegen,  so  bilden  diese  die  Mitten  der  Diagonalen. 

Aufg.  2.  Wenn  die  Quadrate  der  linearen  Polynome  der  Gleichun- 
gen von  fünf  Geraden  Z^  c=:  0,  etc.;  Z5  =  0  zu  einer  linearen  Summe 
i^i^AjZi^  =  0  verbunden  werden,  so  repräscntirt  dieselbe  die  Schaar 
der  Durchmesser  des  Kegelschnitts,  welcher  die  gegebenen  Geraden  zu 
Tangenten  hat. 

Aufg,  3.  Wenn  für  sechs  Gerade  Z^  =  0,  etc.,  Zß  =  0  die  Iden- 
tität ^|^A,Z,-^  =  0  erfüllt  werden  kann,  so  sind  dieselben  Tangenten 
des  nämlichen  Kegelschnitts.  Denn  diese  Identität  legt  den  fünf  Verhält- 
nissen Aj  :  A2  :  A3  :  A^  :  Ag  :  Xq  sechs  Bedingungen  auf  und  setzt  also 
eine  gewisse  Beziehung  der  Geraden  zu  einander  voraus.  Denkt  man  den 
Kegelschnitt,  welcher  die  ersten  fünf  Geraden  berührt,  so  stellt  die  durch 
die  Wahl  der  A/  lineare  Gleichung  2^j^A,Z|^  =  0  das  Büschel  seiner 
Durchmesser  dar  und  wenn  man  zwischen  ihr  und  der  vorausgesetzten 
Identität  die  Grösse  Zj^  eliminirt,  so  erhält  mau  in  2^^A,Z|^  =  0  eine 
neue  Gleichung  desselben  Büschels  von  Durchmessern,  aber  auch  die 
Oleichung  der  Durchmesser  des  von  den  letzten  fünf  Geraden  berührten 
Kegelschnitts.  Da  hiernach  diese  beiden  Kegelschnitte  dasselbe  Cen- 
Irum  und  vier  gemeinschaftliche  Tangenten  haben,  so  sind  sie  iden- 
tisch. 

Aufg.  4.  Die  Identität  2'j®A,Z,^  =  0  für  sechs  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  wird  für  zwei  dieser  Tangenten  als  Axen  a:,  ^  in  die  Form 

«ar^  +  ßy"^  +  ü^*  A,Y^  +  |^  "  iV =0  übergeführt  und  die  Entwick- 
lung undVergleichung  der  Coef fielen icn  von  x^,  y^,  xy,  x,  y»  x^  mit  Null 
liefert  sechs  Gleichungen,  zwischen  denen  die  Grössen  a,  J?,  A^,  X^,  A3,  A^ 
eliminirt  werden  können ;  man  erhält  die  Determinante 
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blnlwickiung  nach  den  Elementen  der  ersten  Columne 
Ä:a6  +  /a  +  mft  +  «  =  0,  als  eine  Relation  zwischen  den  Ah 
schnitten  a  und  b,  welche  die  bewegliche  sechste  Tangente  auT  den  bei- 
den als  Coordinatenaxen  gewählten  Tangenten  hestimmt.  Die  Melh(Mle 
hat  damit  zu  dem  Grundgesetz  der  projectivischen  Theilung  der  Tangenten 
zurückgeführt. 

Aufg.  5.  Die  Seiten  von  zwei  Dreiecken,  welche  in  Bezug  auf  den 
seihen  Kegelschnitt  Systeme  harmonischer  Pole  und  Polaren  sind,  beriih 
ren  den  nämlichen  Kegelschnitt.  Denn  die  Gleichungen  ^|^il,Xr  =0 
und  I^^^JiiLi'^  s=  0  repräsenliren  nach  der  Voraussetzung  in  gleicher 
Weise  den  gegebenen  Kegelschnitt;  man  hat  daher  die  Ideoütlt 
2'/'A,X,-^  ^='-  0  und  damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Aufg.  G.  Der  Ort  der  Gentra  der  Kegelschnitte,  welche  demselben 
Dreiseil  Zj  =  0,  Zj  =  0,  Z3  =  0  eingeschrieben  sind,  und  für  die  die 
Summe  der  Quadrate  der  Halhaxen  einer  Constanten  gleich  ist.  ist  ein 
Kreis,  der  den  Durchschnittspunkt  der  Höhen  des  Dreiseits  zum  Centrom 
hat.  Denn  man  hat  mit  den  Bezeichnungen  des  Textes  die  drei  GleicbuDgen 
Z,  *^  =  [x  cos  Ui  +  y  cosjJ,-  —  pi)^  =  a^  (cos  a,-  cos  g>  +  cos  ßi  cosipf 

+  6^  (cos  cf,-  cos  q/  +  cos  ßi  cos  1/;')^,  (1  =  1 ,  2,3) 
und  die  Bedingung  a^  -|-  6^  =  const.:  man  eliminirt  zwischen  ihnen  wie 
vorher  durch  Addition  der  mit  den  Gonstanten  X^,  k^,  A3  respective  miil- 
tipiicirten    Gleichungen,    wenn    diese    durch      2J(^il|- cos^  a,-  =  1, 
£{^  Xi  cos^ßi  ==  1 ,  S^^Xi  cos  ai  cos  ßi  =  0  bestimmt  sind.   Man  erliäli 
dadurch  Aj  (a;cos^aj  +ycos^j3j — p^)^  -{-  A2(a;cos^cf2  +ycos2/?2 — ft)* 
+  A3(a:  cos^of3  +  ycos'^j?3 — p^)^  =  a^+  6^  oder  Xj'A,Z,*  =  consl.. 
eine  Gleichung  zweiten  Grades,  in  welcher  nach  den  Relationen  der  A  die 
Glieder  vom  zweiten  Grade  in  x  und  y  sich  auf  x^  und  y^  rcducireo.    Ha 
die  Lage  des  Mittelpunktes  des  durch  sie  dargestellten  Kreises  von  der 
Gonstanten  unabhängig  ist,  so  erhält  man  ihn  für  a^  -f~  *^  =^  0,  d.  h.  für 
den  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel  und  er  ist  daher  der  DurchschoilU- 
punkt  der  Höhen  des  Dreiseits.    (Vergl.  Art.  236,  Aufg.  1.)     Darunj  be- 
stimmen sich  auch  die  Centra  der  beiden  gleichseitigen  Hyperbeln,  di« 
demselben  Vierseit  eingeschrieben  sind,    als  Durchschnitte  der  Geraden 
durch  die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  mit  den  vier  Kreisen,  in  Bezug  aof 
welche  die  vier  aus  den  Geraden  zu  bildenden  Dreiecke  sich  selbst  conjin 
girt  sind ,  oder  solche  vier  Kreise  schneiden  sich  in  denselben  zwei  Punk- 
ten und  ihre  Gentra,    die  Höhendurchschnilte  liegen   in  einer  Geraden. 
(Vergl.  Art.  284,  Aufg.  2.) 
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Von  den  specieUen  Formen  der  homogenen 
Gleichung  zweiten  Grades*). 


304.  Ehe  wir  weitere  Ergebnisse  ent\uckeln,  die  aus  dieser 
roodamentalen  Bedeutung  der  pro jecti vischen  Büschel  und  Reihen 
für  die  Theorie  der  Kegelschnitte  hervorgehen,  wollen  wir  bei 
dem  Umstände  verweilen,  dass  die  Gleichung  des  durch  zwei 
projectivische  Büschel  erzeugten  Kegelschnitts  in  Liniencoordinaten 
(Art.  296)  von  der  Form  ÜJV  =  F*^  ist  fuv  U  =  0,  W  =  0 
als  zwei  Punkte  des  Kegelschnitts  und  FF  =  0  als  den  Pol  ihrer 
Verbindungslinie;  und  bei  dem  entsprechenden  für  zwei  projec- 
tivische Reihen,  dass  die  Gleichung  desselben  in  Punktcoordinaten 
von  der  Form  LN=M^  ist  für  Z  =  0,  2V  =  0  als  Tangenten 
des  Kegelschnitts  und  M  =  0  als  die  Polare  ihres  Schnittpunktes. 
Denn  wir  sind  damit  auf  Gleichungsformen  zurückgeführt,  die 
schon  im  Art.  273  f.  beleuchtet  wurden  und  sehen,  wie  diese 
Gleichungen  in  ganz  derselben  Weise  der  Discussion  der  Kegel- 
schnitte als  Curven  zweiter  Ordnung,  wie  der  als  Curven  zweiter 
Classe  angehören.  Dieselbe  Eigenschaft  werden  wir  der  Glei- 
cbuDgsTorm  des  Art.  278  angehörig  finden,  nachdem  wir  durch 
die  Theorie  der  Enveloppen  den  Zusammenhang  beider  Betrach- 
(uogsweisen  der  Curven  nochmals  von  anderem  Standpunkte  aus 
dargelegt  haben. 

Wir  bedienen  uns  zu  diesen  Untersuchungen  der  trimetri- 
schen  Coordinatensysteme  und  denken  insbesondere  für  Punkt- 
coordinaten das  Fundamentaldreieck  als  das  von  den  beiden  Tan- 
genten und  ihrer  Berührungssehne  gebildete  Dreieck,  bezeichnen 
also  jene  durch  «j  =0,  073  =  0,  diese  durch  a-j  =  0;  wir 
sehen  für  Liniencoordinaten  diess  Dreieck  der  zwei  Punkte  der 
Curve  und   des  Durchschnittspunkts  ihrer  Tangenten   als   Funda- 

*)  Um  die  Reihe  der  wichtigen  specieUen  Formen  vollständig  zu 
überblicken,  vergleiche  man  die  Untersuchungen  der  Art.  156,  159  f. 
über  die  Formen  der  Gleichungen  des  einem  Dreieck  umgeschriebenen 
und  des  tbm  eingeschriebeneif  Kegelschnitts. 
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Mitaidreiecko  an  iiml  üezeiclinen  jene  durch  |,  ;^  0,  ^  =  0, 
{Ren  (lurcli  1,  =  0-  O^^n  ist  die  Glcicliiing  eines  KegelschniUs 
tri  metrischen  Punktcuordiiiateii  x,  x^  ^^  x^,  die  GleichiiDg 
les  solchen  in  trimctriRclicn  Liniencoordinaten  ^jl;,  =  |j^.  In 
rselbeii  Weise  ist  a^^x^  -{•  aj,,x^  .+  a.^yx.^  =r  0  die  Gleichung 
ics  Kegelschnitts  in  Punktcoordinaten  in  Bezug  auf  ein  Fundi- 
intaldreieck ,  in  nulchem  jede  Ecke  der  Pol  der  gegenüber- 
genden  Seile  in  Bezug  auf  ihn  ist;  und  a,,||^4-«2j5,=+K3,|,*=0 
:  Gleichung  eines  Kegelsclinills  in  Liniencoordinaten.  In  l'eber- 
istimuiung  mit  den  allgemcincD  Ergebnissen  des  Art.  81  lindeo 
r,  dass  die  Behandlung  der  Gleichungen  in  Punktcoordinateo 
:  Wiederholung  einer  solchen  in  Liniencoordinaten  überflüssig 
ichE. 

305.  für  XyXj  =^  x^  als  Gleichung  des  Kegelschnitts  folgt 
s  der  Relation  fix,  ^  Xj  durch  Einsetzen  in  die  Gleirbung  . 
r  Cufve  gleichmässig  .tj  ^  ^x^  und  x^  =  f^'^i>  d.  L.  die  1 
[n  Punkte  x^  =  x-^^O  ausgehende  Gerade  ^ix^  =  x^  schDci- 
t  den  Kegelschnitt  in  einem  zweiten  Punkte,  dessen  gerade 
rhindungsUnien  mit  den  beiden  andern  Ecken  des  Fundamental- 
siecks  durch  die  Gleichungen  ^x.^  =  x^  und  a;,  =  fi^x,  dar- 
stellt sind.  Zwischen  den  Cpordinaten  dieses  Punktes  findel 
o  die  Relation  statt  Xj  :  Xj :  x^  =  l  :  it :  fi'.  Wir  könu«n 
mzufolge  denselben  als  den  Punkt  fi  bezeichnen  und  die  An- 
ndung  unseres  Coordinatensystems  bietet  alle  die  Vortheile  dar, , 
lebe  wir  im  Art.  237  aus  dem  Umstände  haben  hervorgehe» 
leu,  dass  ein  Punkt  einer  Curve  durch  eine  einzige  Variabcle 
stimmt  wird.  '  Durch  welche  Specialisirungen  geht  die  dort  ge- 
bene  Methode  aus  der  jetzigen  hervor? 

Die  gerade  Verbindungslinie 
zwei  Punkten  (i,  (i  der  Cune  >^ 
durch  fi/t'iCj  —  [fi  +  ft')  a;^  +  ^3  = 
dargestellt,  da  diese  Gleichung  durch 
jede  der  Voraussetzungen  juar,  =ir 
lixj  =  Xj-,  n'xi  =  Xj,  p.'x,=ii 
erfüllt  wii-d.  Dem  Zusammcnfalleii 
der  Punkte  ft  und  ft  entspricht  die 
eichung  der  Tangente  im  Punkte  ft,  nämlich  fi'xi~2iiX2+x^=0*r 

*)  Umgekehrt,   wenn   die  Oleichung  «iner  Bernden  Linie  in  Be»| 


"^^Fl 
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Die  gerade  Liiüe  (iix^  +  «2^2  +  ^3  ^'3  =  ^  berührt  also  den 
belracbteten  Kegelschnitt,  wenn  4:0^0^  =  ^2^  ist. 

Jufg,  1.  Man  besliiumc  die  Gleichung  der  Parabel,  welche  die 
Seilen  A^A^,  A^A^  in  den  Punkten  A^,  ^2  respaclive  berührt.  Sie  ist 
durch  die  Bedingung  der  Berührung  mit  der  unendlich  enirernlen  Goraden 
Zs,'Xi=  0  bestimmt,  also  durch  i^s^Sr^  =  $2^  oder  ihre  Gleichung  ist 

Aufy.  2.  Man  b'estimme  den  Pol  x'  der  geraden  Verbindungslinie 
der  Ponkle  (a,  fA  der  Curve.  Seine  Goordinalen  x^,  Xo,  x^  genügen  den 
beiden  Bedingungsgleichuugen 

^^x{—'2yLX2+x^=0f  (i^Xi — 2(iX2+X2':=i  0  und  man  erhält 
also  ^'        ^>      ^—        ^3 oder  ~ ^g     -— .  ^3   , 

^t//*^.  3.     Das  Doppelverhallniss  eines  Buscheis,  \vclches  vier  feste 

I'uokle  fiy  II \  fi"\  il"'  eines  Kegelschnills  mit  einem  fünften  Punkte  yi, 

desselben  verbindet,  ist  constanl.     Denn  die  Strahlen  des  Büschels  sind 

durch  die  Gleichungen 

y!  (^a:,  —  x^  +  {x<^  —  ^x^  =  0.   ^J  (ftir^  —  x^  +  [x^  —  ilx^  =  0. 

fi"  (/iX,  —  0:2)  +  {X2  —  ^0:2)  =  0,  ^""  (ft  iTi  —  X2)  +  (iTg  —  ftiTj)  ==  0 

dargestellt  und  das  Doppelverhftltniss  derselben  ist  nach  Art.  58 

=  -^« — ^  :-^///_^/7?,  d.  h.  von  der  Lage  des  Scheitels  jx  unabhängig. 

306.  Man  soll  die  Gleichung  der  Polare  eines  Punktes  x 
bezuglich  der  Curve  bestinimen.  Wir  denken  die  Coordinaten 
des  Punktes  als  der  Gleichung  einer  durch  ihn  gehenden  Tan- 
gente genügend  und  nehmen  ^C^x^  —  ^^kx,^  -{-  x^  =z  0  als  das 
Resultat  der  Substitution;  nun  ist  im  ßeruhrungspunkte 
fi'  =  X3  :  oTj ,  jii  =  oTj  :  arj  und  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes genügen  daher  der  Relation  x^x{ — 2x2X2 -{-x^x^^^O. 
Sie  ist  die  Gleichung  der  Polare.  Wäre  der  Punkt  als  Schnitt- 
punkt der  Geraden  ax^  =  otj»  bx^  =  0^3  gegeben,  so  ist  die 
Gleichung  seiner  Polare  bxy  —  2  «0:2  +  ^3  =  0. 

Liegt  der  Pol  in  der  Polare,  so  genügen  die  x'  der  Gleichung 

derselben  und  man  erhält  als  Bedingung  der  Lage  in  der  Curve 

die  Gleichung  x{ x^  =  o^j'^  wieder. 

Aufg.  1.  Wenn  man  den  vorher  implicite  gedachten  Coefficientcn 
in  die  betrachtete  Kegelschnittsgleichung  einführt,  so  ist  sie  k'^x^=^x^  x^ 
nod  die  Schnittpunkte  der  Geraden  Xy  =  fix^  mit  dem  Kegelschnitt  sind 
^x,^  =:  flx.^^  oder  kx2  =  + /^a'»  man  erkennt  darin  die  harmonische 
Theilung  der  durch  den  Pol  gehenden  Sehne  in  der  Polare  wieder.     Da 


auf  eine  unbestimmte  Grösse  fi  vom  zweiten  Grade  ist  fiiCi^—2iiX2'\'X^=0y 
so  berührt  sie  stets  den  durch  x^Xq  =  x^^  dargestellten  Kegelschnitt. 


i 
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man  audi  k'^l'^x^  >=  x^^  erhall,  so  entspricht  dem  Punkte  fi  jetzt  die 
Gruppe  von  Formeln  f*  äTj  =  X;  äTj»  0:3  =  (tt  Ar  iCj  oder  iCj :  iTj :  0:3 = A' :  fi :  ^k. 
Die  Gleichung  der  Sehne  zwischen  den  Punlilen  fi.  ft'  wird 
(ifix^  —  (/LI  +  f*')  Ar 0:2  +  x^  =  0,  daher  die  der  Tangente  in  fi  ebenso 
f*'a:,  —  2fAkx2  +  0:3  =  0.     Die   Goordinaten   des   Pols   der  Sehne 

zwischen  ^  und  ft   sind  durch  -^  =        *  ,  =  r-^,  bestimmt    Lässl 

man  jene  Sehne  mit  der  unendlich  entfernten  geraden  Linie  zusammen- 
fallen, so  erhält. man  für  die  Goordinaten  des  Gentrums 

Xi      •   Xn     r  Xn      — ^    ^  K    öo  •    ~~'   Sn   '  A  K     S  t» 

Aufg,  2.  Wenn  drei  Kegelschnitte  von  den  respecliven  Seitcnpaaren 
eines  Dreiecks  in  den  Endpunkten  der  jedesmaligen  dritten  Seite  berührt 
werden  und  durch  einen  Punkt  gehen ,  so  schneiden  die  Taugeulen  der- 
selben in  diesem  Punkte  die  Dreiecksseiten,  die  ihnen  respeclive  als  Be- 
rührungssehnen entsprechen,  in  drei  Punkten  einer  geraden  Linie. 

307.  Bei  der  Anwendung  der  im  vorigen  Art.  gegebenen 
Gleichungen  der  Polare  ist  es  Dützlicb,  zu  benfierken,  dass  die 
EliminatloD  von  x^  zwischen  den  Gleichungen  von  z\^ei  Tangen- 
ten des  Kegelschnitts  in  den  Punkten  fi  und  ^i  für  die  Gleichung 
der  Verbindungslinie  des  Durchschnitts  dieser  Tangenten  mit  dem 
Eckpunkt  arj  =  0:3  =  0  des  Fundamentaldreiecks  /xft'iCj  =  x^ 
liefert.  Wenn  also  das  Product  zweier  Werthe  von  fi  gegeben 
ist  {=  a),  so  liegt  der  Durchschnitt  der  entsprechenden  Tangen- 
ten in  der  festen  Geraden  ax^  =^  x^.  SubstUuirt  man  in  dem- 
selben Falle  a  für  ftfi'  in  die  Gleichung  der  Sehne  zwischen  zwei 
Punkten,  so  erkennt  man,  dass  diese  Sehne  durch  den  festen 
Punkt  aa:i  +  .0:3  =  0,  0:3  =  0  hindurchgeht.  Da  ferner  die 
Gleichung  der  Geraden,  welche  den  Punkt  fi  mit  dem  Punkte 
a:^  =  iCg  =  0  verbindet,  ^i^x^  =  0:3  ist,  so  liegen  die  Punkte 
+  IL  und  —  {L  m  einer  durch  den  Punkt  x^^=^x^  =  0  gehenden 
Geraden. 

Wenn  endlich  0:10:3  =  0:2*  und  x^x^^=:^y,^  die  Gleichungen 
von  zwei  Kegelschnitten  sind,  welche  o:j  t=3  0,  0:3  =  0  zu  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  und  0:3  =  0,  yj  =  ^  (^2  repräsen- 
tirt  eine  lineare  homogene  Function  der  or)  zu  den  respecüren 
Berührungssehnen  haben,  so  erkennt  man  aus  dem  Umstände, 
dass  die  Gleichung  ix?x^  =  x^  die  Grösse  X2  nicht  enthMt,  dass 
die  Verbindungslinie  des  Punktes  +  f^  in  dem  einen  EegelscfaoiU 
mit  jedem  der  Punkte  +  (a  im  andern  durch  den  Punkt 
0:1  =  0:3  =  0,  d.  h.  den  Schnittpunkt  der  gemeinschafliicben 
Tangenten  geben  muss.    Wir  wollen  sagen,  dass  der  Punkt  +^ 
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des  eineD  Kegelschnitls  dem  Punkte  +  (i  Hcs  andern  direct  und 
dem  Punkte  —  (i  desselben  indircct  oder  invers  entspreche;  und 
überdiess,  dass  die  Sehne,  welche  irgend  zwei  Punkte  des  einen 
Kegelschnitts  verbindet,  der  Verbindungssehne  der  entsprechenden 
Punkte  des  andern  Kegelschnitts  entspreche. 

Aufg.  1.  Vier  feste  Tangenten  eines  Kegelschnitts  —  setzen  .wir 
in  den  Punkten  fi\  fi",  (i'\  ft""  —  bestimmen  auf  einer  fünften  Tangente 
desselben  —  im  Punkte  (i  —  eine  Punklreihe  von  cohslanlem  Doppel- 
verhallniss. 

Das  fragliche  Doppeiverhültniss  stimmt  mit  dem  DoppelverhäUniss 
(les  Sirahlbüschels  überein,  welches  die  bezeichnete  Punktreihe  mit  dem 
Punkte  0^1  =  0^3  =  0  bestimmt;  nach  dem  Vorhergehenden  sind  die 
Gleichungen  der  Strahlen  desselben  ii(ix^  — 0:3=0,  ^"jw^i  — ^'3=0, 
,tt"^a:,  —  iCj  =  0,  (i"'fiXi  —  0^3  =  0,  das  fragliche  Büschel  ist  also 
mit  dem  über  den  Berührungspunkten  aus  einem  beliebigen  Punkte  (i  des 
Kegelschnitts  beschriebenen  Büschel  identisch  und  der  Satz  also  mit  der 
Hinzufflgung  bewiesen,  dass  das  DoppelverhäUniss  von  vier  Tangenten 
(ieoijenigen  ihrer  vier  Berührungspunkte  gleich  ist. 

Aufg.  2.  Wenn  vier  gerade  Linien  durch  den  Puukt  x^  =  0:3  =  0 
gezogen  werden,  so  ist  das  Doppelverhällniss  der  vier  Punkte  (i\fi'\(i\fi"'\ 
in  welchen  dieselben  den  Kegelschnitt  schneiden,  dem  Doppelverhclltniss 
der  vier  andern  Schnittpunkte  — fi\  — ft",  — fi",  — fi""  gleich,  die  sie 
überdiess  mit  ihm  bestimmen.  Denn  der  in  der  Aufg.  3  des  Art.  305  für 
das  DoppelverhSllniss  von  vier  Punkten  des  Kegelschnitls  gegebene  Aus- 
druck ändert  sich  nicht,  wenn  die  Vorzeichen  aller  darin  auftretenden 
Grössen  verändert  werden.  Aus  demselben  Grunde  ist  das  Doppelverh9lt- 
Diss  von  vier  Punkten  des  einen  Kegelschnilts  dem  der  vier  entsprechen- 
den Punkte  des  andern  gleich. 

Aufg.  3.  Entsprechende  Sehnen  von  zwei  Kegclschnillen  durch- 
schnciilen  einander  in  ihrer  Durchschniltssehne. 

Die  Kegelschnitte  x^x.^  —  a^j^  =  0,  XiX.^  —  ^2^  =  0  haben  die 
Geraden  x.^^  —  y»^  =  0  zu  einem  Paar  der  gemeinsamen  Sehnen.  Aber 
die  Sehnen  li'(iXi—{(i+ii)x2  +  x^^=0,  I^H''^i—ii^  +  (^')!/2  +  ^3=^ 
durchschneiden  einander  in  der  Geraden  X2  —  t/2^^^^'*  ^^^  wenn  wir 
die  Zeichen  von  fi,  fi  in  der  uveiten  Gleichung  ändern,  so  schneiden  sich 
die  entsprechenden  Sehnen  in  arj  +  ^2  ^-  ^• 

Aufg.  4.  Ein  Dreieck  bleibt  einem  festen  Kegelschnitt  umge- 
schrieben und  zwei  seiner  Ecken  bewegen  sich  in  festen  Geraden ;  man 
soll  den  Ort  der  dritten  Ecke  finden. 

Wir  denken  die  beiden  Tangenten  des  Kegelschnitts  aus  dem  Durch- 
schnittspunkt der  festen  Geraden  und  ihre  Berührungssehne  als  Funda- 
mentailinicn  und  setzen  die  Gleichungen  der  festen  Geraden  in  der  Form 
aar,  —  Xj  =  0.  bx^  —  0:3  =  0  voraus,  die  Gleichung  des  Kegelschnitts 
aber  XiX^  =  X2''  Nach  dem  Vorigen  ist  für  zwei  sich  in  ax^  —  0:3=0 
schneidende  Tangenten  des  Letztern  das  Product  der  ft  gleich-  a ;   wenn 


"  4.3 


f'-'. 


y*f' 


E*' 


rt  - 
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also  die  eine  der  Seilen  im  Funkle  (i  heruhrt,  so  berühren  die  srndern,  die 
ihr  in  den  beiden  feslen  Geraden  begegnen,.in  den  Punkten  a :  (i  und  6:fi 
und  ihre  Gleichungen  sind  also  a^  x^  —  2a(iX2  +  /*^a:g  =  0. 
b^Xi  —  2bfiX2  +  f'^x^  =  0.  Die  Elimination  von  (i  zwischen  die- 
sen Gleichungen  giebt  für  den  Ort  des  Scheitels  die  Gleichung 
(a  +  b)^  x^x^  £=  ^abx^'  Derselbe  «t  also  ein  Kegelschnitt,  der  mit 
dem  gegebenen  in  der  Geraden  a;^  ==  0  eine  doppelte  Berührung  hal^). 

Aufg.  5.  Man  bestimme  die  Enveloppc  der  Grundlinie  eines  Drei- 
ecks,  welches  einem  festen  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist  und  desscD 
beide  Scheitelseiten  durch  zwei  feste  Punkte  gehen. 

Wir  denken  die  Verbindungslinie  der  festen  Punkte  als  ^72  =  0  iiod 
setzen  die  Gleichung  des  festen  Kegelschnitts  als  von  der  Form  x^x^=^x^, 
die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  festen  Punkte  mit  dem  Piinlil 
x^  =  arg  =  0  verbinden,  von  der  Form  axy  +dr3=0,  bx^  4-3:3=0. 
Nun  entsprechen  den  Endpunkten  einer  durch  aa:(  +  .T3  =  0.  X2^=^ 
gehenden  Sehne  Werlhe  von  fi.  deren  Product  gleich  a  ist;  wenn  also/i 
dem  Scheitel  entspricht,  so  müssen  die  Basisecken  durch  a  :  ft  und  b:^ 
dfirgcstellt  sein  und  die  Gleichung  der  Basis  ist 
nbx^  —  {a  +  b)  fiX2  +  (1^X2  =  0,  Nach  Art.  305  berührt  dicselk 
daher  stets  den  Kegelschnitt  4cabXiX.^  =  {a  +  b)^  x^*  einen  Kegel- 
schnitt also,  der  mit  dem  gegebenen  in  der  Verbindungslinie  der  festen 
Punkte  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Aufg,  6.  Man  soll  in  einen  Kegelschnitt  ein  Dreieck  einschreiben, 
dessen  Seiten  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen. 

Wenn  wir  zwei  der  gegebenen  Punkte  wie  in  der  vorigen  Aufgabe 
festsetzen,    so    ist   nach   derselben    die   Gleichung   der   Basis 
abx^  —  (rt  +  b)  IJLX2  +  x.^  =  0»  und  wenn  diese  Gerade  durch  den 


Punkt    ex,  —  a:«  =  0.    dx^ 


cc^  =  0  gehen  soll .  so  muss  die 


dingung  «6  —  (a  +  b)  (ic  +  fi'^cd^=0  erfüllt  sein,  durchweiche 
also  (i  bestimmt  wird.  Im  Punkte  fi  ist  aber  fix^  =  x^.  f^'X^  ==  Jj'. 
die  Coordinatcn  dieses  Punktes  genügen  also  der  Gleichung 
abxi  —  [a  4"  b)  CX2  +  cdx^  =  0  und  es  entsprechen  daher  d^ 
Aufgabe  zwei  Lösungen,  denn  jeder  der  beiden  Punkte,  in  welchen  diese 
Gerade  den  gegebenen  Kegelschnitt  schneidet,  kann  als  Ecke  des  gesudi- 
ten  Dreiecks  genommen  werden.  Die  geometrische  Bedeutung  der  gefun- 
denen Gleichung,  die  aus  dem  VoHgen  nicht  erhellt,  wird  durch  die  fol- 
genden Betrachtungen  erkannt.  Wenn  123  und  456  die  beiden  Dreiecke 
wären,  welche  dem  Problem  entsprechend  durch  die  Punkte  A,  B,C  k- 
stimmt  sind,  so  muss  nachdem  auf  das  Sechseck  123456  angewcodetco 
Pascal'schen  Satze  die  Gerade  BC  durch  den  Schnittpunkt  von  16,  34 


•)  Das  Raisonnement  bleibt  gültig,  wenn  der  Punkt  a?,  =0:5=0 
innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt  und  daher  die  bezüglichen  TangeDten 
o?,  =  0,  iCa  =  0  imaginär  werden.  Die  im  Art.  309  gegebenen  Metho- 
den lassen  zeigen,  dass  für  die  Gleichungsform  xi*  +  a?j*  =  JCj'  die 
Gleichung  des  Ortes  in  der  Form  o?!*  +  x^^  =  Ar'arj*  erhalten  wird. 


Aufgaben  und  Sälzc.    Art.  307. 
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hiodurcligelien,  welches  Letztere  nach  Aufg.  1.  Art.  108  der  Pol  von  AL 
ist.    Umgekehrt  geht  also  AL  durch  den  Pol  von  BC  und        £ 
weil  L  nach  derselben  Aufgabe  in  der  Polare  von  A  liegt,  so      / 
erhalten  wir  die  folgende  Gonstruction :  Man  bilde  das  Dreieck  // 
DEFy  dessen  Seilen  die  Polaren  der  Punkte  A,  B,  C  // 

sind,  ziehe  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  ' 

Ecken  beider  Dreiecke,  die  sich  nach  Art.  130  in  einem 
Puokte  sclineiden,  und  bestimme  ihre  Schnitt- 
punkte  Z,    ü/,    N  mit  den  entsprechenden 
Gegenseiten  des  Poiardreiecks  DEF\   dann 
gehen  die  Geraden   LM^  MN^  NL 
(inrch   die  Eckpunkte  der   gesuchten 
Dreiecke.     Dass  die  Gerade 
ahx^—{a+h)cx2'\'Cdoc^=0 
der  Linie  MN  der  vorigen 
Construdion        entspricht, 
kann  leicht  bestätigt  wer- 
den.    Die   drei    gegebenen 
Pankte  sind  durch  /^ 

ax^  +  .Tj  =  0 ,  ir2  =  0 ; 
hx 


j  "^  %C^    i— '   VF  t      OC2    '~~~'   Vf  \ 

cx^ — Xf=  0,  dx2  —  •''^3=  0 
bezeichnet,  ihre  drei  Polaren 
haben  daher  die  Gleichungen 


flXj  — 


x^  =  0,    hxt  —  a:.3  =  0,    cdx^  —  2cx^  +  0:0  =  0;    die 


Verbindungslinien  der  entsprechenden  Ecken  also  die  anderen 
h[a-\-cä)x^  —  2c[a  +  b)  x^  +  [a  '\-  cd)  x^  =  0, 
a\b^cd)x^  — 2c[a  -{-  b)  X2  +  [b  +  cd)  ^3  =  ^»  cdx^ 


a:o=a 


Die  Gerade  abx^  —  [a  +  b)  cx.^  +  cdx^  =  0  geht  aber  nach  der 
Form  ihrer  Gleichung  durch  den  Schnittpunkt  der  ersten  dieser  Linien 
mit  der  Geraden  bxi  —  0:3  ==  0  und  durch  den  der  zweiten  mit 
aar,  —  x^==  0. 

Aufg.  7.     Die  Basis  eines  Dreiecks  berührt  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt, während  ihre  Endpunkte  sich  in  zwei  festen  Tangenten  desselben 
.bewegen  und  die  beiden  andern  Seiten  durch  feste  Punkte  gehen:  Welches 
ist  der  Ort  der  Spitze? 

Sind  Xj  =  0,  x^  =  0  die  festen  Tangenten  und  otj  x^  =  X2^  die 
Gleichung  des  Kegelschnitts,  so  sind  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
panktes  der  Linie  x^  =  0  mit  einer  Tangente  (i^Xi  —  2f*ar2  +  x^  =  0 
respeclive  zu  0,  1,  2  proportional  und  nach  Art.  65  ist  die  Gleichung  der 
Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Punkte  x\  den  wir  als  fest  be- 
trachten, iJS^Xt^'  —  ^{^3  =  ^(^{^1^2  — ÄTj'o^j)-  Ebenso  ist  die 
Gleichung  der  Verbindungslinie  des  festen  Punktes  x'^  mit  dem  Punkte 
(2,  fi.  0),  in  welchem  die  Gerade  0^3  =  0  dieselbe  Tangente  schneidet, 
2(^:24:3"  —  ^2'^^)  =  (Ji'{ix^iX^"  —  ar/'oTs).  Die  Elimination  von  ft 
zwischen  dieser  und  der  vorigen  Gleichung  giebl  den  Ausdruck  für  den 
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Ort  des  Scheitels 

die  Gleichung  eines  durch  die  heideii  festen  Punkte  gehenden  Kegelschnitts. 

Aufg.  8.  Die  Seiten  eines  Dreiecks  drehen  sich  um  feste  Punkte 
A,  B,  C  und  die  Endpunkte  der  um  C  sich  drehenden  Seite  liegen  slels 
auf  einem  die  Punkte  A  und  B  enthaltenden  Kegelschnitt;  der  Ort  der 
freien  Ecke  V  ist  ein  Kegelschnitt  durch  A  und  B. 

Denn  für  vier  Lagen  des  beweglichen  Dreiecks  ist  nach  den  SSlzeo 
der  Aufg.  2  dieses  Art.  Jaaa"a"\  :=  Ibb'b''b"'\  und   daher  auch 

'    { A,aaa"a'" }  =  { B,bb'b"b'" } oder { A.VV V" r'}  =  {B.VVr r } . 

(Vergi.  Arl.  295.  Aufg.  15.) 

Aufg.  9.  Die  Basis  eines  Dreiecks  geht  durch  den  Schnittpunkt  C 
von  zwei  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kegelschnitte,  und  von 
ihren  Endpunkten  a,  b  liegt  der  eine  im  ersten  und  der  andere  im  zwei- 
ten derselben,  während  seine  Seilen  durch  feste  Punkte  A,  B  gehen,  deren 
einer  dem  einen  und  der  andere  dem  andern  Kegelschnitt  angehört.  Der 
Ort  des  Scheitels  ist  ein  durch  die  Punkte  A,  B  gehender  Kegelschnitt. 

Der  Beweis  folgt  -aus  dem  zweiten  in  der  Aufg.  2  dieses  Art. 
ausgesprochenen  Satze.     Wenn  das  Strahlbüschcl  iO  ,ABCD\  Punkte 

verbindet,  welclie  denen  von  io.abcdX  respective  entsprechen,  so 

durchschneiden  sich  nach  dem  erwähnten  Satze  die  Sehnen  OA^  oa  io 
einem  Punkte  r  auf  einer  der  gemeinsamen  Sehnen  der  beiden  Kegel- 
schnitte; ebenso  OB,  ob  in  einem  Punkte  /  derselben  Sehne,  etc.  Daher 
werden  die  Doppclverhältnisse  beider  Büschel  durch  das  Doppelverhflltoiss 
der  Reihe  /  r  r  r"  r"  \  gemessen  und  sind  einander  gleich. 

308.  Die  Sehne,  welche  zwei  Punkte  fi  tan  9)  inid  ficolg? 
verbindet,  wo  9)  einen  beliebigen  constanten  Winkel  bezeichnet, 
berührt  stets  einen  Kegelschnitt,  der  mit  dem  gegebenen  Kegel- 
schnitt eine  doppelte  Berührung  hat.  Denn  nach  Art.  305  ist 
die  Gleichung  der  Sehne  y^x^  —  \kx^  (tan  q>  +  cot^)  +0:3  =  0 
und  diese  ist  wegen  tan  9?  +  cot  g?  =  2  cosec  2  fp  die  Gleichung 
einer  Tangente  des  Kegelschnitts  x^x^  sln^  2g?  =  iCj*  im  Punkte 
jit  desselben.  Man  erkennt  in  der  nämlichen  Art,  dass  der  Ort 
des  Durchschnittspunktes  der  Tangenten  in  den  Punkten 
ft  tan  gp,   |x  cot  97  der  Kegelschnitt  x^x>^  ==  x^  sin ^  2  9  ist. 

Aufg.  1.  Wenn  in  der  5.  Aufg.  des  vorigen  Art.  die  Enden  der 
Basis  in  irgend  einem  Kegelschnitt  liegen,  der  mildem  gegebenen  eine 
doppelte  Berührung  hat  und  die  gegebenen  Punkte  enthält,  so  soll  inao 
den  Ort  der  Spitze  bestimmen. 

Sind  arjorg  —  x^  =  0,  x^x^  sin^  2<p  —  x^  =  0  die  Gleiciwii- 
gen  der  Kegelschnitte,  so  schneidet  eine  Gerade,  die  den  letzteren  io 
Punkte  fi  berührt,  den  ersten  in  Punkten  f«  tan  90^  und  jn  cot  9;  wenn  die 
festen  Punkte  \x^  fi"  sind,  so  sind  die  Gleichungen  der  Seiten 
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HH'  laD  ip  Xi  —  ((*'  +  !«  tan  gj)  x^  +  a'^  =  0,  - 
(Cfi"  col  tp  Xf  —  {fi"  +  ft  col  (p)  aTj  +  a-3  ^=  0 
uid  die  Eliminalion  von  n  liefen  die  Gleicliung  des  Ories 
[x^  —  n'x^  (ft"j;i  —  rcj)  =  Un^  cp  [ar.,  —  (*"a:j)  (ft'a:,  —  a 

,^u/<7.  2.  Wenn  zwei  Kegelschnitle  eine  üuppelte  Berührur 
eiMnder  haben,  so  ist  das  Üoppelverli3ilniss  von  vier  Punlilen,  in  w< 
lier  Tan^nten  des  einen  den  andern  sclineiden,  dem  Duppelverhi 
der  indem  vier  Punkte,  in  welchen  dieselben  ihn  durchschneiden 
dem  der  vier  Berührungspunkte  gleich. 

Denn  der  Ausdruck  fär  das  Doppelverhällniss  bleibt  ungei 
nena  man  jedes  fi  entweder  mit  tan  91  oder  mit  cot  tp  ioulti[ 
hürius  entspringt  der  BegnlTvon  zwei  projcctivischen  Reüien  von 
len  aur  demselben  Kegelschnitt:  man  sieht  soruri,  dass  die  Doppelj 
derselben  die  Bcriihrungspunkte  der  beiden  Kegelschnitte  sind.  Sii 
nen  ohne  Vermitlelunij  der  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  durc 
jecliiische  Büschel  aus  cinejn  Punkte  des  Kegelsclioitts  erzeugt  ni 
wir  wissen  (Art.  301 .  Aufg.  2).  dass  die  geraden  Verbindungslinie 
iprechender  Punkte  durch  einen  Punkt  gehen,  falls  diese  Büschel  in 
lulion  sind;  im  AI  Ige  mei  neu  uoihiillen  sie  einen  Kegelschnitt,  der  mi 
gegebenen  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Jufg.  3.  In  der  Aufg.  8  des  vorigen  Art.  kann  die  Basis  de; 
>cks  statt  durch  einen  festen  Punkt  C  zu  gehen,  als  Tangente  eines  I 
schnills  vorausgesetzt  werden,  der  mit  dem  gegebenen  Kegelschnil 
doppelte  Beröhrung  hat. 

Aufg.  i.  Wenn  drei  Teste  Sehnen  eines  Kegelschnitts  an,  bi 
gegelien  sind,  so  umhiljil  eine  vierte  Sehne  /Id',  welche  man  so  besi 
dass  die  DoppeKeriiältnisse  der  Punkte  abcd  und  a'b'cct  einander 
lind,  einen  Kegelschnitt,  der  mit  dem  gegebenen  in  doppelter  BerQ 
ist.  Denn  bezeichnen  wir  durch. r,  b,  c,  ä,  b\  e  zugleich  die 
Punkten  entsprechenden  Wcrthc  von  ft  und  sind  ^,  fi'  dicsellien  I 
Eadpankle  der  veränderlichen  Sehnen,  so  gilt  die  Relation 
^-^  :  ?-£^  =  -,  ~  . :  ".  ~  ^  oder  mit  Beseitigung  der  Bröcl 
A^^  +  ßjt  +  C(t'  -{-  i>  =  0,  wenn  A.  B.  C,  D  gegebene  Co 
len  bezeichnen.  Bestimmt  man  ft'  aus  dieser  Gleichung  und  setzt  d 
hal te nen  Wert h  in  die  Gleichung  der  Sehne  ^p^ x^  —  {i^i■^^)x^■\- 3. 
eui.  so  erhält  man 

(.[B(i+J)a:,+jrj{f.(.4,t+C}-[R^  +  7>)}-3r,Mf.+C)  =  ( 
^\Bx^'\-ÄX^->rp.{Dx^-^{C-B)x^-Ax^}-{Dx^-\-Cx^ 
Diese  gerade  Linie  berührt  nach  der  Form  ihrer  Gleichung  (Art.  30' 
kegelschnitt 

{fia:,  +  (C— Ä)arj— ^a:j}^  +  4[flX|  +  ^a:i)(Cx3+fl-»^i)  — ' 
4(fiC—  Ä D)  {x^ x-^—x^)  +  \Dx^  +  (S  +  t)a:j+  Ax^y  =  ^ 
man  erkennt  aus  der  letztem  Form  der  Gleichung,  dass  derselbe  mi 
gegebenen  Kegelschnitt  eine  doppelle  Berührung  hat.  (Art.  2T2 
dem  speciellen  Falle  B  =  C  wird  die  die  Grössen  ft,  p.'  verbtndcm 
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lalion  Afjb-fi  -}-  B  {(i  +  (i)  +  D  =  0  und  man  sieht  daraus  nach 
Art. '51,  dass  die  Sehne  (ifAXi  —  (<"*  +  f*')  ^2  +  ^3  =^  ^  durch  einen 
festen  Punkt  geht.  Wenn  man  im  aligemeinen  Falle  die  entsprechenden 
Punkte  von  zwei  projecti vischen  Systemen  auf  demselben  Kegelschnitt 
mit  zwei  beliebigen  festen  Punkten  P,  P  des  nSmlichen  Kegelschnitts 
verbindet,  so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Strahlen 
ein  durch  P,  P'  gehender  Kegelschnitt.  Endlich  werden  in  zwei  Kegel- 
schnitten von  den  Tangenten  eines  dritten  Kegelschnitts,  der  mit  beiden 
in  doppelter  Berührung  ist,  projectivischc  Systeme  von  Punkten  bestimmt; 
aber  nicht  umgekehrt  umhüllen  die  Verbind ungslinieo  entsprechender 
Punkte  projectivischer  Systeme  in  verschiedenen  Kegelschnitten  noüiwen- 
dig  einen  Kegelschnitt. 

Insbesondere  wenn  ein  Winkel  von  constanter  Grösse  sich  um  sei- 
nen Scheitel  dreht,  so  bestimmt  er  in  einem  durch  den  letzteren  gehenden 
Kegelschnitt  eine  Sehne,  deren  Envcloppe  ein  ihn  doppell  berührender 
Kegelschnitt  ist;  die  imaginären  Berührungspunkte  sind  von  der  Grösse 
des  Winkels  unabhängig.  Offenbar  schneiden  sich  auch  die  Tangeuten 
des  Kegelschnitts  in  den  entsprechenden  Punkten  von  zwei  solchen  pro- 
jectivischen  Beihen  auf  einem  Kegelschnitt,  der  in  ihren  Doppelpunkten 
mit  dem  gegebenen  eine  doppelte  Berührung  hat.  Nach  dem  Satze  des 
Art.  276  erhält  man  z.  B.  den  Salz:  Wenn  zwei  Kegelschnitte  &  S  ähn- 
lich, concenlrisch  und  in  ähnlicher  Lage  sind,  und  von  den  Punkten  des 
einen  S  die  Tangentenpaare  an  den  andern  gelegt  werden,  so  sind  die^e 
die  Bichlungen  der  Strahlen  von  zwei  concen Irischen  projecti vischeu 
Büscheln,  deren  Doppclslrahien  den  Asymptoten  beider  Kegelschnitle 
parallel  sind.    " 

Äufg.  5.  Wenn  ein  Polygon,  dessen  Seiten  alle  bis  auf  eine  durcii 
feste  Punkte  gehen,  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist,  so  ist  die 
Enveloppe  jener  Seite  ein  Kegelschnill,  der  mit  dem  gegebenen  eine  dop- 
pelte Berührung  hat.  Denn  denken  wir  vier  beliebige  Lagen  des  Polygons, 
dessen  Ecken  durch  a,  &,  e,  etc.  bezeichnet  sein  mögen,  so  geilen  die 
Relationen  iaaa"a''\  =  fhb'h"h'"\  =  Iccc'c"\  c=:  etc.  und 

das  Problem  ist  damit  auf  das  Problem  der  vorigen  Aufgabe  zurückge- 
führt, giebt  also  auch  dasselbe  Resultat. 

Attfg,  6.  Man  soll  in  einen  Kegelschnitt  ein  Polygon  einbesclirei- 
ben,  dessen  Seiten  alle  durch  feste  Punkte  gehen. 

Denken  wir  einen  Punkt  a  des  Kegelschnitts  als  Ecke  des  Polygons 
willkürlich  gewählt  und  ein  Polygon  gebildet,  dessen  Seilen  respeclive 
durch  die  bezeichneten  Punkte  gehen,  so  fällt  im  Allgemeinen  derPnuktr. 
in  welchem  die  letzte  Seite  desselben  den  Kegelschnitt  schneidet,  uichl 
auf  a;  wenn  wir  aber  vier  solche  Polygone  eingeschrieben  denken,  so  i.<i 
wie  in  der  vorigen  Aufgabe  ^  aaa"a"\  =  /t  z'z'z'"\.    Fiele  aber 

«'"  mit  z'"  zusammen,  so  wäre  das  vierte  Polygon  das  gesuchte.  Da? 
Problem  ist  damit  auf  das  Folgende  reducirt:  Wenn  drei  Paare  von  Punk- 
ten aaa\  zz  z'  auf  einem  Kegelschnitt  gegeben  sind,  so  soll  ein  Pnokl 
if  desselben  Kegelschnitts  gefunden  werden,  für  welchen 
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!lCaaa"\  =  iKzz  z'\  ist.    In  dieser  Fassung  des  Problems  erkennt 

man,  dass  seine  Lösung  zugleich  die  Bestimmung  der  Doppelstrahien  von 
zwei  concentrischen  projectivischen  Büscheln  cnth<11t.  Naturlich  bedient 
man 'sich  für  diesen  Zweck  eines  durch  den  Scheitel  des  Büschels  gehen- 
den Kreises  als  Hiifskegelschnitt.     Man  hat  für  diesen  den  Doppelsatz : 

Sind  A,  B,  C  und  J^,  B^,  C  drei  Paare  entsprechender  Elemente 
prujectivischer  Punkte  oder  Tangenten  eines  Kreises,  so  bestimmen 
AB'  und  ÄB^  BC'  und  B^  C^  CA'  und  CA  drei  Punkte  einer  Geraden 
oder  drei  Strahlen  durch  einen  Punkt  7,  welche  mit  dem  Kreise  zwei 
Punkte  oder  zwei  Tangenten  i^,  K'  gemein  haben,  die  mit  den  beiden 
Gruppen  von  drei  Elementen  gleiches  Doppel  verbal  tniss  bestimmen. 
Die  Gerade  oder  der  Punkt  T  dient  auch  zur  Construction  entsprechender 
Elemenlenpaare.  (Vergl.  Art.  300.)  Sind  die  Systeme  involutorisch,  so 
genügen  zwei  Elementenpaare  A,  B,  A\  B'  zu  ihrer  Bestimmung  und  die 
Ätl,  Ä B\  AB,  Ä,  B'  liefern  die  Gerade  oder  den  Punkt,  welcher  die 
Doppelpunkte  oder  Doppelstrahlen  bestimmt.  Die  Bestimmung  der  Doppel- 
punkte von  zwei  projectivischen  Beihen  in  derselben  geraden  Linie,  ins- 
besondere auch  der  Doppelelemente  involutorischer  Reihen  und  Büschel 
(Art.  301,  Aufg.  9),  ist  dadurch  zugleich  gewonnen. 

Denken  wir  allgemein  az'aza'z  als  Ecken  eines  eingeschriebenen 
Sechsecks,  so  dass  az,  d z\  d' z'  die  Paare  der  Gegenecken  desselben 
sind,  so  kann  jeder  der  Punkte,  in  welchen  die 
Verbindungslinie  der  Durchschnittspunkte  der 
Gegenseiten  den  Kegelschnitt  schneidet,  als  ein 
Punkt  K  genommen  werden;  denn  wenn  in  der 
Figur  die  Punkte  A^  C,  E  den  «,  a',  d'  und  die 
Punkte  D^  F^  B  den  z,  z\  z'  entsprechen  und 
die  Seiten  in  der  Ordnung  ABCDEF  genom- 
men werden ,  so  sind  Z,  iHf,  iV  die  Durchschnitts- 
punkte der  Gegenseilen  und  da  fKPNL\  eben- 
sowohl {B.ICACEj  als  ^A.KBFB^  misst. 
so  ist  Jk  AC  E\  =  IICI)FB\ ,  wie  verlangt  wurde.     Der  gegebene 

Beweis  zeigt  zugleich,  dass  die  gegebene  Construction  auch  noch  das 
viel  allgemeinere  Problem  löst:  Man  soll  in  einen  Kcgelscbnill  ein  Polygon 
eiubeschreiben ,  von  dessen  Seiten  jede  einen  von  einer  Schaar  fester 
Kegelschnitte  berührt,  die  mit  dem  gegebeneu  in  doppelter  Berührung  sind. 

Aus  der  letzten  Aufgabe  erkennt  man,  dass  IC  ein  Berührungspunkt 
eines  den  gegebenen  doppelt  berührenden  Kegelschnitts  ist,  welcher  die 
geraden  Linien  az,  dz\  a  z'  zu  Tangenten  hat  und  es  ist  daher  im 
Vorigen  zugleich  die  Lösung  der  Aurgabe  gegeben:  Einen  Kegelschnitt  zu 
beschreiben,  welcher  drei  gerade  Linien  zu  Taugenten  und  mit  einem  ge- 
gebenen Kegelschnitt  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Aufg.  7.  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  geraden  Linie  mit 
dem  durch  fünf  Punkte  a,  hy  c,  d,  e  gegebenen  Kegelschnitt. 

Wenn  mau  die  Punkte  a^  b  mit  den  drei  Punkten  cd,  e  verbindet, 
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lall  mau  drei  Paare  entsprechen<ler  Strahlen  von  zwei  projcclii-üchen 
ein.  Dieselben  beslimmen  in  <ler  Geraden  xtvei  projeclivisclie  Rä- 
ileren  Doppelpiiukte  äie  gesuchton  Punkte  sind.  Han  cuostruirt  sie 
ter  Bemerkung  hei  der  vorigen  Aufgabe  mit  Hilfe  eines  festen  Kreises. 
Aufff.  8.  Man  soll  die  von  einem  gegebenen  Punkte  ausgehenden  Tan- 
Q  eines  durch  fünf  Tangenten  bestimmten  Kegelschnitts  construiren. 
Aufg.  9.  Man  bestiuime  die  Asymptolenrichlungen  für  eineo  durch 
'unklc  gehenden  Kegelschnill. 

309.  Auch  die  (lleicbungsrorm  des  Art.  378,  in  welcher  der 
Ischnitt.  auf  ein  Fun  da  mental  drei  eck  bezogen  ist,  in  welchem 

Eckpunkt  der  Pol  der  gegenüberliegenden  Seile  isl,  odtr 
mi  System  von  drei  barnioniscben  Polen  und  Polareu  des- 
a  liefert,  genährt  den  nämlirhen  Vorzug,  <lasä  es  möglich 
inen  Punkt  des  Kegelschnitts  durch  einen  einzigen  Parameter 
drücken. 

Denn  schreibt  man  lL  =  nNcosq>,  mM^^nNsiaq>,  su 
t  man  wie  in  Art.  132  und  239  für  die  zwei  Punkte  91,  7' 
er  bind  ende  Sehne 

cos  ^  (v  +  9"'}  +  »>  /H  sin  -J  [9  +  9')  =  « If  cos  ^  {ip  —  <p'] 
für  die  Tangente  im  Punkt«  97  insbesondere 
s  9)  4'  »i^sin  ip-^=nN.     Schreiben  wir  aber  die  Gleichunf 
T  mehr  symmetrischen  Form  a|,a;,'  + «j^arj' +  njj.T3'  =  0 

Za/iXi^  =  0  (immer  für  i  ;=  1,  2,  3,  so  dass  alle  nacb- 
nden  Summen  aus  nur  drei  Gliedern  bestehen],  so  ergiebl 
für  die  Tangente  im  Punkte  x  die  Gleichung 
1^1  +  «jja;^^:^'  +  "33^3^3'  =  0  "der  ZauXiXt  ^  0  miJ 
lie  Gleichung  der  Polare  des  beliebigen  Punktes  x  dieselbe 
I.  Die  Zusammenstellung  derselben  mit  der  allgemeiBHi 
Imng  der  geraden  Linie  Ij.r,  +  t^x^  +  l^ar,  ^  0  oder 
','  =  0  lehrt,  dass  die  Coordinalen  des  Pols  dieser  Geraden 
1  I,  :  fi,,,  Ij  :  o.jj,  I3  :  133  gegeben  sind,  und  ferner,  da  der 
einer  Tangente  ihr   Berührungspunkt  ist,    dass   die   ger«le 

i;|,a-(  =  0  den  betrachteten  Kegelschnitt  berührt,  sobaW 

13I1'  +  "sa^iiV  +  "ji-wV  =  0  "de"-  ^-^iiOijU^  =" 
Wenn  diese  Bedingung  erfOllt  ist,  so  wird  der  KegelsrhniU 
bar  durch  die  vier  geraden  Linien  l^x^  +  IjiCj  +  Ijarj^O 
lirt  und  die  Fundamentallinien  sind  daher  die  Diaganaleo  de! 
diesen  geraden  Linien  gebildeten  Vierecks.  (Vergl.  die  Auff 
^rt.  109.) 
Man    erkennt   ebenso,    dass    bei    Erfüllung   der   Bedmguai 
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£aiiXi^=0  der  Kegelschnitt  durch  die  vier  Punkte  x^,  +  .Tj',  +x./ 
hindurchgeht,  dass  also  die  Ecken  des  Fundanientaldreiecks  die 
Dnrcbschnittspunkte  der  Diagonalen  und  der  Gegenseitenpaare  des 
Vierecks  sind. 

Aufg.  1.  Man  soll  den  Ort  des  Pols  einer  geraden  Linie  ^^,cT,-=0 
Ib  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  bestimmen,  der  die  vier  festen  Punkte 
^1»  i  ^2*  i  ^n  enthält. 

Aufl.     Seine  Gleichung  ist  Z^tx/^Xj-Xfi  =  0. 

Aufg,  2.  Man  bestimme  den  Ort  des  Pols  einer  geraden  Linie 
£^Xi=^0  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  der  vier  feste  Gerade 
^i^\  i  ^2^2  i.  ^3^3  =  ö  berührt. 

Aufl.     Seine  Gleichung  ist  2ai^^j^uXi  =  0. 

Diese  Beispiele  geben  auch  den  Ort  des  Centrums  als  den  des  Pols 
<ler  unendlich  entfernten  geraden  Linie  und  die  Bediognng  der  Parahel 
als  die  der  Berührung  mit  derselben,  nämlich  für 

Si  •  I2  •  ^3  ^^  ^1  •  *2  *  *3  ^^^  ^*"  -^1  •  '*''"  ^2  '•  **"  -^3" 
Aufg.  3.  Soll  der  betrachtete  Kegelschnitt  ein  Kreis  sein,  so  muss 
!  (Üe  gerade  Linie,  welche  sein  Centrum  mit  einem  Eckpunkt  des  Funda- 
I  meulaldrciecks  verbindet,  auf  der  Polare  des  Letzteren,  d.  h.  der  gegen- 
üherliegenden  Seile  des  Fundamenlaldreiecks  rechtwinklig  sein,  oder  sein 
Centrum  ist  der  Durchschnittspunkt  der  Hohen  des  Dreiecks,  für  welchen 
!  XyeosA^r=x2COsA2^=X2CosA^  ist  und  daher  z.B.  ^22^3^*2 — ^33*2^3  =^^Ö 
i  rechtwinklig  auf  x^  =  0,  so  dass  Ö22  •  033  =  ^2  ^^^  ^2  •  *3  ^^^  -^3  ""*' 
[  überhaupt  a^^  :  0.22  »  ^33  =  ^1  cos  A^  :  ^2  cos  A2  :  s.^  cos  A^  sein  muss. 
I  Üie  Gleichung  des  Kreises,  in  Bezug  auf  welchen  das  Fnndamenlaldreieck 
j  tue  vorausgesetzte  Beziehung  hat,  ist  also  ü Xi"^  Si  cos  Ai  =  0  oder 
I  £xi^  sin  2^1==  0  und  derselbe  ist  somit  nur  für  ein  stumpfwinkliges 
I  Dreieck  reell,  was  auch  geometrische  Ueberlegungen  bestätigen. 

Aufg.  4.  Die  Ecken  von  zwei  Dreiecken  ABC,  abc,  welche  in 
Bezug  auf  den  nämlichen  Kegelschnitt  sich  selbst  conjugirt  ist,  liegen  auf 
einem  Kegelschnitt. 

Denken  wir  d,  e  als 
Schnittpunkte  von  BC  mit 
ah  und  Ab    und   ebenso 

d\  e  als  Schnittpunkte  von  y^^:^'^'\  ^fjltz^^h^^ 

^Cmit  Ac  und  ac,  und 
sind   0,    (/  die   Schnitt- 
punkte  der  Geraden    BC  ^' 
mit  dem  Kegelschnitt,  so  ist  d  der  Pol  von  Ac,  B  der  Pol  von  AC  und 
e  der  Pol  von  Ae\  d.  h.  00'  Ist  durch  dd',  BC  und  ee  harmonisch  ge- 
theilt  oder  diese  drei  Punktcpaare  gehören  zu  einer  Involution.    In  Folge 
dessen  gilt  die  Kette  von  Belatiouen 
{a.BbCcj  =  {BdCe}  =  {Cd'Be}  =  {BeC(f\  =  \A.BbCc} 

e 

QDd  somit  liegen  a,  A^  B,  6,  C,  c  auf  dem  nämlichen  Kegelschnitt. 


IK-. 
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<  Aufg,  ö.  Wenn  die  Dreiecke  ABC  jundlabc  einander  so  ent- 
sprechen, dass  die  Seiten  bc,  ca,  ab  des  einen  die  Polaren  von  den  Ecken 
Ay  By  C  des  andern  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  sind,  so  sdineiden 

sich  die  geraden  Verbindungslinien  eul- 
sprechender Ecken  in  einem  Punkte  odpr 
•  das  Sechseck  AbCaBc  ist  einem  Kegel- 
schnitt umgeschrieben. 

Denken  wir  die  Schnittpunkte  ^},  B^ 
von  ac  mit  AC,  Bb  respcctivc,  so  isl 
J5|  der  Pol  von  B  b  und  B  der  Pol  von 
B^  ^2»  ^^s^  *^*^  Gruppe  der  Punklc 
jp,  i^j ,  B^  eine  Gnippe  harmonischer 
Pole,  ebenso  C,  Cj,  Cj,  wenn  C,  uml  C, 
die  Scliniltpunkle  von  ab  mit  ^^,  Tc 
respcctivc  bezelclmcn.  Daher  liegen  ^^,^2  ^^1^2  ^^^  demselbeu 
Kegelschnitt  nach  dem  Satze  der  vorigen  Aurgabe;  dann  aber  gehören 
nach  deni  Satze  von  Pascal  die  Schnittpunkte  von  BC^^  CB^ ;  BB^^  CC^\ 
B^  B^y  C\C2  einer  geraden  Linie  an  und  es  gehen  daher  Aa,  Bby  Cc 
durch  einen  Punkt  oder  AbCaBc  ist  einem  Kegelschnitt  umgeschriebeii 
nach  dem  Salze  von  ßrianchon. 

310.  Die  Gleichung  des  vorigen  Art.  wird  mit  Vortheil  bei 
der  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Brennpunkte  verwendet. 
Denn  wenn  x^  =  0,  0:2  =  0  die  Gleichungen  von  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Geraden  durch  den  Brennpunkt  und  ^3=0 
die  zugehörige  Directrix  darstellen,  so  ist  die  Gleichung  der  Curre 


Xi 


♦*'2      — "    ^    **'3  * 


eine  specielle  Form  der  hier  betrachteten 
Gleichung,  ihre  Gestalt  zeigt  (Art.  278),  dass  der  Brennpunkt 
{a:j  ==  X2  ==  0)  der  Pol  der  Directrix  ist,  und  dass  die  Polart 
jedes  Punktes  der  Directrix  die  auf  seiner  Verbindungslinie  mit 
dem  Brennpunkte  in  diesem  errichtete  Normale  ist  (Art  200); 
denn  0:2  =  0,  die  Polare  von  0:^=^=  0:3=0,  ist  zu  0:,  =  0  normal 
und  0*^:^0  kann  jede  durch  den  Brennpunkt  gehende  Gerade  sein. 
Nach  der  Terminologie  des  Art.  294  kann  man  sagen ,  dass  jede 
zwei  conjugirle  Gerade,  die  durch  den  Brennpunkt  gehen,  zo 
einander  rechtwinklig  sind;  die  Paare  dieser  conjugirten  Geraden 
bilden  eine  Involution  von  rechten  Winkeln.  (Art. 301,  Aufg. 5— 7) 
Die  Form  der  Brennpunktsgleichung  zeigt  ferner,  dass  die  zwei 
imaginären  geraden  Linien  0^,^+0:2^=0  Tangenten  der'Curve  sind, 
welche  vom  Brennpunkt  ausgeben;  da  diese  Linien,  die  Doppelstrahlefl 
jener  Involution,  von  0:3  oder  von  der  Lage  der  Directrix  ganz  unab- 
hängig sind,  so  sieht  man,  dass  alle  Kegelschnitte,  welche  eioea 
Brennpunkt  gemein  hahen,   zwei  gemcinscbafüiche  durch  diesen 


—^ 
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firennpunkt  gehende  imaginäre  Tangenten  besitzen.  In  Folge  dessen 
haben  alte  Kegelschnitte,  denen  beide  Brennpunkte  gemeinsam  sind 
—  man  nennt  sie  confocale  Kegelschnitte  —  vier  geraein- 
schafUiche  imaginäre  Tangenten  oder  sind  als  Kegelschnitte  zu 
betrachten,  die  demselben  Vierseit  eingeschrieben  sind.  Und  da 
endlich  die  imaginären  Tangenten  aus  einem  Brennpunkt  nach 
Ihrer  Gleichung  sich  als  identisch  mit  den  geraden  Linien  erwei- 
sen, die  von  da  nach  den  imaginären  Punkten  eines  Kreises  im 
Unendlichen  gezogen  werden  können  (Art.  277),  so  erhält*  man 
die  wahrhaft  allgemeine  Auffassung  der  Brennpunkte  wie  folgt: 
Von  jedem  der  imaginären  Punkte  eines  Kreises  im 
Unendlichen  gehen  zwei  Tangenten  an  einen  belie- 
bigen Kegelschnitt;  dieselben  bilden  ein  Vierseit, 
welches  zwei  reelle  Ecken  besitzt,  die  Brennpunkte 
des  Kegelschnitts,  und  dessen  zwei  weitere  imaginäre 
Ecken  als  imaginäre  Brennpunkte  desselben  ange- 
sehen werden  können. 

Aufg.  1.     Die  Tangenten    einer   Parabel    aus   einem   Punkte    der 
Directrtx  siqd  rechtwinklig  zu  einander.     Denn  die  Tangenten  der  Gurvc 
»OD  dem  Punkte  arj  =  0:3  :=  0  sind  oiTeubar  durcli  €x^  +  Xi  =  0  dar- 
gestellt.   Für  die  Parabel  ist  ^  =  1  und  diese  Tangenten  sind  die  innere 
'und  äussere  Halbirungslinie  des  Winkels  {x^  x^),  . 

Da  im  allgemeinen  Falle  wegen  x'^  =  ex>^  cos  <p,  X2=^  ex^  sin  q> 
aach  X2  ^==  x^  tan  q>  ist,  so  drückt  q>  den  Winkel  dus,  welchen  ein  be- 
liebiger Radius  vector  mit  der  Fundamcnlallinie  oTj  macht.  In  Folge  des- 
sen kann  man 

Aufg.  2.  die  Enveloppc  einer  Sehne  bestimmen,  die  am  Brenn- 
punkte einen  constanten  Winkel  spannt.     Denn  die  Sehne 

x^  cos  i  (g?  +  9)  +  X2  sin  |  (g>  +  9')  =  ex^  cos  i  {(p  —  (p') 
berührt  nach  dem  vorigen  Art.  immer  den  Kegelschnitt 
X|'  -|^  X2^  =  ^ x^  cos*  -J-  [q>  —  q>)\  d.  h.  einen  Kegelschnill,  der  mit 
dem  gegebenen  den  Brennpunkt  und  die  Directrix  gemein  hat. 

Aufg,  3.  Die  Verbindungslinie  des  Brennpunktes  mit  dem  Schnitt- 
punkte von  zwei  Tangenten  halbirl  den  Winkel  zwischen  den  Radien 
vectoren  der  Berührungspunkte  und  ist  rechtwinklig  auf  der  Geraden, 
welche  vom  Brennpunkte  nach  dem  Durchschnitt  der  Directrix  mit  der 
Benihrungssehnc  gezogen  wird. 

Die  Gleichung  der  Linie  vom  Brennpunkt  nach  dem  Schnittpunkt 
der  den  Punkten  9,  tp  entsprechenden  Tangenten  geht  hervor  aus  der 
Subtraclion  von   x^  cos  9  -|-  0:2  sin  9?  —  ex^^=^0   und 
x^  cos  q>  -+-  X2  sin  9'  — ^x^  ■==■  0   und  ist  also 
Xj  sin  4-  (9  +  ^')  —  ^2  ^^^  i  (^  +  9^')  =  ö »  *!•  h.  sie  bildet  mit  der 
Geraden  x^  den  Winkel  ^  (9  +  ¥)  ^i"<l  halbirt  »Iso  den  Winkel  der  Ra- 
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(liep  vcctoren  der  Berührungspunkle.  Die  Gerade  vom  Brenopunkt  nadi 
dem  SchniUpuukt  der  Directrix  uml  der  Beröhrungssehne  ist  aiher  darch 
x^  cos  -J-  (9  +  (p)  +  0C2  sin  ^  (9  +  9')  =  0  ausgedrückt  und  also 
auf  der  vorigen  normal. 

Aufg»  4.  Man  bestimme  den  Ort  des  Durcliscliniltspunkles  der 
Tangenten ,  deren  Berührungspunkte  mit  dem  Brennpunkt  den  constaaleo 
Winkel  2d  bestimmen. 

Durch  eine  Elimination,  wclclie  genau  mit  der  inAurg.2  desArt.  132 
übereinstimmt,  Hndct  man  die  Gleichung  des  Ortes  In  der  Form 
{x{^  +  X2^)  cos^  S  =  e^x^'^  sie  repräsenürt  einen  Kegelschnitt,  der 
denselben  Brennpunkt  und  dieselbe  Directrix  hat  und  dessen  Excenlridläl 
gleich  e  :  cos  d  ist.  Wenn  die  Curve  eine  Parabel  ist,  so  ist  in  dem  Falle 
unserer  Aufgabe  der  Winkel  zwischen  den  Tangenten  gegeben;  denn  die 
Tangente  x^  cos  9  +  3:2  sin  9  —  x^  =  0  halbirt  den  vo»  ^3  =  0 
und  Xi  cos  9  +  X2  sin  q)  z=0  gebildeten  Winkel,  Der  Winkel  der 
Tangenten  ist  daher  der  Winkel  zwischen  den  Linien  Xi  cos  9 +^2  sin  9=0 
und  x^  cos  q/  +  X2  sin  q/  =  0  oder  gleich  ^  (9  —  9'),  oder  der  Win- 
kel zwischen  zwei  Tangenten  einer  Parabel  ist  die  Hälfte  des  Winkels, 
welchen  ihre  Berührungspunkte  mit  dem  Brennpunkte  bestimmen.  Der 
Ort  der  Schnittpunkte  derjenigen  Tangenten  einer  Parabel,  welche  etnei 
bestimmten  Winkel  mit  einander  bilden,*  ist  eine  Hyperbel  von  demseibeo 
Brennpunkt , und  derselben  Directrix  und  von  einer  Excentrici tat ,  welche 
der  Secante  des  gegebenen  Winkels  gleich  ist,  oder  deren  AsymptoLen- 
winkel  doppelt  so  gross  ist  als  der  gegebene.  (Art.  175.) 

Aufg,  5.  Die  Punkte  der  grossen  Axe,  welclie  Tangente  nnd  Not^ 
male  in  demselben  Punkte  eines -Kegelschnitts  bestimmen,  sind  zu  don 
Brennpunkten  harmonisch  conjugirt,^  denn  Tangente  und  Normale  sind  die 
Halbirungslinien  der  von  den  Radien  vectoren  gebildeten  Winkel.  Die 
Brennpunkte  sind  daher  die  Doppelpunkte  der  in  der  grossen  Aie  dordi 
die  Paare  zusanunengehöriger  Tangenten  und  Normalen  bestimmten  Invo- 
lution, das  Gentrum  ist  der  Centralpunkt  derselben. 

Aufg.  6.  Das  zwischen  zwei  festen  Tangenten  gelegene  Stuck  der 
Tangente  eines  Kegelschnitts  spannt  am  Brennpunkte  desselben  eina 
Winkel  von  constanter  Grösse.  (Art.  200,  Aufg.  1.) 

Denn  die  von  dem  Punkte  ausgehenden  Tangenten  sind  die  Doppel* 
strahlen  der  beiden  projeclivischen  Büschel  von  Geraden,  die  voo  ihn 
nach  den  Durchschnitten  der  beweglichen  Tangente  mit  den  beiden  festen 
Tangenten  gehen ,  und  sie  sind  zugleich  die  nach  den  iroaginiren  Kreis* 
punkten  im  Unendlichen  gehenden  Geraden;  darum  ist  nach  Art  299.301 
der  Winkel  der  Paare  entsprechender  Strahlen  von  constanter  GrSssfr 
Da  ferner  nach  Art.  302  die  beiden  Tangenten  eines  Kegelschnitts  an> 
einem  Punkte,  die  Geraden  nach  den  Brennpunkten  und  die  nach  den  iffln- 
ginären  Kreispunkten  —  diese  bilden  mit  den  Brennpunkten  GegeoeckeB* 
paare  eines  umgeschriebenen  Merseits  —  drei  Paare  einer  InvolatiM 
sind,  deren  Doppelstrahlen  als  hariiftnisch  zu  den  imaginSrea  Kreis* 
punkten  einen  rechten  Winkel  mit  einander  bilden  (Art.  301 ,  Aufg.  7)' 
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so  erhält  man  den  Satz  des  Art.  197 :  dass  der  Winkel  der  Tangenten  von 
einem  Punkte  an  den  Kegelsclinitt  dieselben  Halbirungslinien  hat,  wie 
derjenige  der  nach  den  Brennpunkte  gehenden  Geraden. 

Aufy,  7.  Man  bestimme  den  Ort  der  Brennpunkte  der  durch,  vier 
feste  Punkte  gehenden  Kegelschnitte. 

Die  Frage  ist  in  der  allgemeinem  nach  demselben  Orte  für  die  Kegel- 
schnitte eines  Systems  enthalten,  welche  vier  Bedingungen  unterworfen 
sind  und  daqjit  in  der  nach  dem  Ort  der  Durchschnitte  der  Tangenten, 
die  an  diese  von  zwei  festen  Punkte^  q,  o  ausgehen  oder  die  ihnen  mit 
einem  festen  Kegelschnitt  V  gemeinsam  sind.  Wir  denken  die  Kegel- 
schnille  des  Systems  und  n  als  die  Anzahl  derselben ,  welche  eine  feste 
Gerade  berühren  und  bestimmen  die  Zahl  der  Schnittpunkte  des  frag- 
lichen Ortes  für  die  festen  Punkte  o,  d  mit  einer  durch  o  gehenden 
Geraden.  Eine  solche  Gerade  wird  von  n  Kegelschnitten  des  Systems 
henihrt  und  von  d  gehen  an  diese  2n  Tangenten,  welche  dieselbe  in 
ebensoviel  Punkten  des  Ortes  schneiden;  die  Gerade  od  ist  äberdiess 
Tangeute  von  n  Kegelschnitten  des  Systems,  an  welche  von  o  aus  n  an- 
dere Taugenten  gehen ,  die  in  o  einen  n  fachen  Punkt  des  Ortes  erzeugen. 
Somit  ist  der  fragliche  Ort  von  der  Ordnung  Sn  und  also  insbesondere 
für  die  durch  vier  feste  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  mit  «  ==  2  eine 
Corve  sechster  Ordnung  mit  Doppelpunkten  in  o,  d .  Fallen  o,  d  mit  den 
imaginären  Kreispunkten  6),  m  im  Unendlichen  zusammen,  so  ist  der  be- 
trachtete Ort  der  Ort  der  Brennpunkte,  auf  welchen  die  Frage  sich  richtet 
uud  ist  somit  eine  Gurve  sechster  Ordnung,  welche  jene  Kreispunkte  zu 
Doppelpunkten  hat. 

Aufg.  8.  Die  Frage  nach  dem  Ort  der  Brennpunkte  der  einem 
festen  VIerseit  eingeschriebenen  Kegelschnitte  ist  wegen  n  =  1  in  der 
vorigen  Aufgabe  mit  ge- 
lösL  Analoge  Betrachtun- 
gen liefern  aber  für  diese 
die  Kreispunkte  enthaltende 
Cnrve  dritter  Ordnung  noch 
nähere  Data.  Unter  den  dem 
Viersei  t  abdd  eingeschrie- 
benen Kegelschnitten  sind 
drei  Punktepaare  a,  a\ 
h,  d;  c,  c  und  eine  Para- 
bel ;  jene  gehören  der  Gurve 
an,  diese  hat  einen  endlichen  Brennpunkt  f  und  einen  unendlich  fernen  f 
in  der  die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  verbindenden  Geraden.  Da  das 
Dreieck  f(ü<d  mit  jedem  der  Dreiecke  hca\  cah\  ahc,  ad  c  dem- 
selben Kegelschnitte  (der  Parabel)  umgeschrieben  ist,  so  sind  dieselben 
Paare  von  Dreiecken  auch  respective  demselben  Kegelschnitt  eingeschrie- 
ben, d.  h.  /ist  der  gemeinschaftliche  Punkt  der  vier  den  Dreiecken  umge- 
schriebenen Kreise.  So  kennt  man  bereits  neun  Punkte  der  Gurve.  Sie 
gehl  aber  auch  durch  die  Fusspnnkle  der  Höhen  des  Dreiecks  ABC, 
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Denn  für  den  Fusspunkl  l  der  Höhe  in  aa  sind  laD,  Im'  Tangenten  eines 
Kegelsctinitts  des  Systems  und  gehören  somit  zu  einer  Involution,  welche 
aa  und  lA  i\i  Doppelstraiilen  hat,  das  Letzlere,  weil  A  der  Pol  von  aa 
rrir  alle  Kegelschnitte  des  Systems  ist;  somit  ist  lA  die  Tangente  des 
durch  /  gehenden  Kegelschnitts  des  Systems.  Als  Doppelstrahlen  der 
Involution  sind  aber  endlich  laa'  und  lA  harmonisch  conjiigirt  zu 
ia,  l(o\  d.  h:  zu  einander  rechtwinklig. 

311.  Zwei  beliebige  Kegelschnitte  h'aben  ein  gemein- 
schaftliches System  harmonischer  Pole  und  Polaren 
oder  ein  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck. 

Denn  wenn  die  Kegelschnitte  sich  in  den  Punkten  A^  B^  Cy  D 
durchschneiden  (Aufg.  1,  Art.  109),  so  ist  das  Dreieck  EFO, 
welches  die  Durchschnittspunkte  der  drei  Paare  gemeinscbafl- 
licher  Sehnen  bilden,  in  Bezug  auf  jeden  von  ihnen  sich  selbst 
conjugirt;  wenn  die  Seiten  dieses  Dreiecks  durch  x^==0,  ar.2=0, 
x^^=0  dargestellt  sind,  so  können  die  Gleichungen  beider  Kegel- 
schnitte in  der  Form  SaaXi^  =  0,  Zailxi^  =  0  dargcsleIH 
werden.  Das  analytische  Problem  der  Ueberfuhrung  von  zwei 
allgemeinen  Gleichungen  in  diese  Form  vermittelst  linearer  Snb- 
stitutionen  werden  wir  später  erledigen.  Hier  bemerken  wir  be- 
stätigend, dass  diese  Gleichungen  durch  Elimination  von  ^i  di« 

Gleichung  («,1022'  —  «ii'«22)  ^2^  —  («11' «33  —  «11  «83')  ^3^  =  ^» 

d.    h.      (öjj  «2,'   —   Öll'ö22)   ^2  ±   («1/033   —   «11  «33')  ^3    =  ^^    ^^ 

Gleichung   des   einen  Paars  von  gemeinschaftlichen  Sehnen  lie- 
fern;   sie  gehen  durch  den  Eckpunkt  des   Fundaroentaldreiecks 
X2  =  x^  =  0.     Da  das  Analoge  den  andern  Eliminationen  eol- 
spricht,  so  schfiesst  man,  dass  die  drei  Paare  gemeinschaftlicher 
Sehnen  durch  die  Ecken    des  Fundamentaldreiecks    gehen   und 
mit  diesem   die  Figur  eines  vollständigen  Vierecks   bilden.    Da.« 
die  Punkte  des  zwei  Kegelschnitten    gemeinschaftlichen  Systeim 
harmonischer  Pole  nur  die  Schnittpunkte  der  Paare  gemeinscbsfl* 
lieber  Sehnen  sein   können,   erkennt  man  auch  aus  der  Grund- 
eigenschaft  harmonischer  Pole;  nur  eine  gemeinschaftliche  Seho« 
enthält    für   beide    Kegelschnitte    dasselbe  System    harmonü^clicr 
Pole,  weil  diese  zu  den  Schnittpunkten  derselben  mit  den  Kegel- 
schnitten harmonisch  conjugirt  sind.     Der  Durchschniltspunkt  vcs 
zwei    gemeinschaftlichen    Sehnen    hat    daher    in    beiden  Kegel* 
schnitten  dieselbe  Polare.    Auch  wenn  die  vier  Schnittpunkte  (i<*r 
Kegelschnitte  imaginär  sind,  bleiben  die  Linien  xy  =  0,  Xj  =  ^^' 
0:3  =  0  reell;  denn  irgend  eine  Gleichung  mit  reellen  Goeffiden- 
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teD,  die  durch  die  Coordinaten  x'  +  x'i,  y  +  y"i  befriedigt  ist, 
liird  auch  von  den  Werthen  x'  —  x'i,  y  —  y'i  erfüllt  und  die 
Verbindungslinie  dieser  Punkte  ist  reell;  die  vier  imaginären 
Schnittpunkte  von  zwei  Kegelschnitten  eiistiren  in  zwei  Paaren 

J^  +  iP»»y±y«;  ^  dt^  *»y  iy  *»  und  zwei  von  den 
gemeinschaftlichen  Sehnen  sind  reell,  die  vier  andern  aher  ima- 
ginär. Die  Gleichungen  dieser  imaginären  Sehnen  sind  von  der 
Form  Z  +  Mi  -^  0,  t  +  Mx  =  0  und  sie  bestimmen  daher  die- 
reellen  Schnittpunkte  i  =  0,  TJf  =  0;  Z'  ==  0,  ^  ==  0.  Somit 
sind  die  drei  Punkte  E^  jP,  0  sämmllich  reell. 

Wenn  die  Kegelschnitte  sich  in^  zwei  reellen  und  in  zwei 
imaginären  Punkten  durchschneiden,  so  sind  zwei  von  den  ge- 
meinschaftlichen Sehnen  reell,  nämlich  die,  welche  die  beiden 
reellen  und  die,  welche  die  beiden  imaginären  Durchschnilts- 
puokte  mit  einander  verbinden;  die  übrigen  vier  gemeinschaft- 
lichen Sehnen  sind  aber  imaginär.  Und  da  jede  der  Letzteren 
durch  ein%n  reellen  Schnittpunkt  geht,  so  können  sie  keinen 
^eitern  reellen  Punkt  enthalten;  deshalb  sind  in  diesem  Falle 
von  den  drei  Punkten  E^  F^  0  zwei  imaginär  und  einer  ist  reell 
ond  von  den  Seiten  des  sich  selbst  conjugirten  Dreiecks  ist  eine 
reell  und  die  beiden  andern  sind  imaginär. 

Aufg.  1.  Man  soll  den  Ort  der  Spitze  für  ein  Dreieck  bestimmen, 
dessen   Basisecken   sich   längs   eines   Kegelschnitts 

*i!^i*  +  ^22^2^  —  ^33^3^=0  j)e wegen ,   während   zugleich   seine 
Seilen  einen  andern  Kegelschnitt   a;,^  +  x,^  i —  x^  =  0   berühren. 

Wie  in  der  Aiifg.  1  des  Art.  132  sind  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnitts  der    Tangenten    in    den   Punkten    q>^,    (p^   durch 
cos  ^  (qpj  +  93) .  sin  ^  (9,  +  93) ,  cos  ^  (g?,  —  q>^  gegeben  und  die 
Bedingungen  des  Problems  liefern  zuerst  die  (rleicliung 

«II  C05'  i(9^i  +  ^3)  +  «22  sin^  ^{9i  +  gPa)  =  «33  ^^'^  i(9^i  — 9^3) 
oder     («,,   +   «22  —  Ö33)  +   (öj,  —  «22  —  033)  cos  <p^    cos  q>.^ 

+  (aj2  —  <*33  ■•""  ^11)  singjj  sin 93  =  0.     Ebenso  ist  [a^y  4-  «22  —  ^33) 

"t"   !«11  —  ^22  —  ^33)  C0S92  cos 93 -h    («22 — «33 — «n)  ^*"  9'2^'"9^3  =  Ö» 

also 

'«ll  +  Ö22~«33)C0Sj^(9,+^2)  =  («22  +  «33— «lO^^sil^^l  — 9>2)C0S93. 
(«ll+«22— «33)C04(9>l+^2)  ==  (öll+«33— «22)cOS^(9i— 92)»>ö^3l 

vnd  da  die  Coordinaten  des  Punktes,  dessen  Ort  wir  suchen, 

^*  "i  (9^1  +  9*2> »  ^^^  i  (9^1  +  9^2)  •   ^^^  \  (9^1  —  9^2)  ^*°^ '  ^^  *^^  ^^^ 
Gleichung  des  Ortes 

•'^i  -  •+  ^ ^ä . 

(<7«  +  fl38  — fl„)*  («33 +  «11  — ''«2)'  («II  +  ««2  — «33)* 

Aufg.  2.     Ein   Dreieck   ist   dem  Kegelschnitt   x^  +  x^  =  0:3^ 


SiebeDzehDtcs  Kapitel.  Art.  312. 

>en  uud  zwei  setner  Seilen  lierQhren  den  KegelsduiiU 
,^x^  =  033X3^:  welches  isl  die  Enveloppe  der  dritten  Seile! 
Ihre  Gleichung  ial 

==("!!  "33  +  "ja  "11        "ii^m)    *j.  ■ 
Wenn  ein  System  von  KegeisehniUen  ein  geuieiaschaft- 
selbst  conjugii'l«s  Dreieck  besitzt,  so  nird  jede  Trans- 
ie   durcb  einen   der   Eckpunkte   dieses  Dreiecks  gdil, 
Kegelschnitte  des  Systems  in  Paaren   einer  Involutioo. 

da  jener  Eckpunkt  in  allen  diesen  KegelscbntUen  die- 
e  hat,  so  sind  die  Schnittpunkte  der  Transversale  mit 

diesen  harmonisch  conjugirt  in  Bezug  aur  dieselben 
le,  nämlich  den  gewählten  Eckpunkt  des  Dreiecks  und 
»er  Polare  oder  der  Gegenseile  desselben  gelegenen 
se  sind  also  die  Doppelpunkte  einer  Involutioii,  nelche 
gebildet  wird.   Wenn  wir  in  ayyX^-^a^^x^-^a^x^=:^ 

substituiren ,  so  wird  (a,,*  +  o^J  x^  +  a^^x^  =  0 
Gleichung  stellt  zwei  zu  x^  ^  Q  und  ;c,  =  0  hii* 
onjugirte  Gerade  dar. 

»ndere  wird  z.  B.  ein  System  von  Kegelscbnittea, 
ieselben  vier  Geraden  berührt,  von  einer  TransversJe 
:h  geschnitten,  welche  durch  einen  der  Diagonaien- 
ite  des  Vierseits  geht  [Art.  109) ;  die  Schnittpunkte  in 
nalen  sind  die  Doppelpunkte  und  die  in  den  Gegen- 
:n  des  Vierseits  gelegenen  Punkte  sind  conjugirte  Punkte 


1.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  V  und  V  ihre  gemeintduft- 
enten  A,  B,  C,  D  in  ilen  Punkten  a,  b,  c,  d;  a,  h\  c\  i 
0  hat  ein  Kegelschnitt  S^  der  durch  die  Punkte  a,  h,  c  getal 
berülirt,  zur  zweiten  Durclischnillsselnie  mit  Fdie  gendc 
he  die  Schnittpunkte  von  A  mit  bc,   B  mit  ca,   C  miici 

der  Kegelschnitt  P  die  Linie  ab  in  a,  ß  schneid«!,  so  je- 
dem SaUe  des  Artikels,  ät  ab  durch  einen  Diagonalenselmill- 
ABCD  hindurchgeht,  ab,  aß  zu  einem  inrolulori»cfaen  S*- 
elchem  die  Schnittpunkte  von  ab  mit  (7  und  D  conjugirtt 
I.  Nach  dem  vorigen  Art.  schneiden  aber  die  gemeinscbiri- 
en  von  S  und  Tdic  Linie  116  in  Punkten,  welche  zu  dersdbM 
;chören,  in  der  die  Schnittpunkte  von  ab  mit  S  und  F.  i'  !<' 
entsprecliende  Punkte  sind.    Ist  daher  ß  die  etae  der  gcmei»- 
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sebaAIicIien  Sehnen .  so  muss  die  andere  durch  den  Schnillpunkt  von  C 
ml  ah  gehen. 

Aufg.  2.  Wenn  in  ein  Dreieck  eine  Ellipse  eingeschrieben  wird, 
die  in  den  Millelpunklcn  a,  6,  c  der  Seilen  berührl  und  a\  b\  c  die  Be- 
rührungspunkte des  eingcschriej}enen  Kreises  sind,  und  wenn  die  vicrlc 
geffleinscbarüiche  Tangenlc  D  des  Kreises  und  der  Ellipse  jenen  in  d'  be- 
rührt, so  beriUirt  der  durch  die  Mittelpunl(te  der  Seiten  gcliendc  Kreis 
flen  eingeschriebenen  Kreis  in  d'.  Nach  der  ersten  Aurgal>e  berührt  ein 
durch  a,  bj  c  gehender  Kegelschnitt  den  Kreis  in  d\  wenn  er  auch  durch 
diePunkte  geht,  in  welchen  der  Kreis  von  der  Verbindungslinie  der  Schnitt- 
punlLte  von  A  mit  bc,  B  mit  ca^ 
C  mit  a  b  geschnitten  wird.  Diese 
Linie  ist  aber  in  unserm  Falle  un- 
endlich entfernt,  der  berührende 
Kegelschnitt  also  auch  ein  Kreis.  So 
ergiebt  sich  der  Feuerbach'schc  Satz 
(Art  162,  Aufg.  4)  als  ein  speciellcr  /^ 
Fall  von  Aufg.  1. 

Der  Punkt  cf   und  die  gerade 
Linie  D  können  ohne  Verzeichnung 

I  d^r  Ellipse  conslruirl  werden.  Denn 

1  da  die  Diagonalen  eines  eingeschric- 

I  benen  und  des  entsprechenden  um- 
gescliricbenen  Vierecks  sich  in  einem 

I  hinkte  schneiden,  so  gehen  die  ge- 

I  raden Linien  ab,  cd,  ab\  cd'  und 

I  die    beiden    Verbindungslinien    von 

!  AD^  BC;   AC^  BD  durch  den  nämlichen  Punkt.     Sind  also  a,  /3,  y 

1  die  Ecken  des  Dreiecks,  welches  von  den  Durchschnittspunkten  von 
6c,  6V;  cö,  ca\  ab,  ab'  gebildet  wird,  so  schneiden  sich  die  geraden 
Linien  a'a,  b'ß^  c  y  in  d'.  Oder  in  andern  Worten,  das  Dreieck  ctßy 
ist  mit  abc,  d b* c   für  die  Gentra  der  Homologie  d,  öl  homolog  oder 

perspeclivisch.     In  derselben  Weise  ist  das  Dreieck  «/3y  mit  ABC  per- 

spectivisch  für  die  Linie  D  als  Axe. 

313.  -Endlich  lassen  sich  an  die  Gleichungsform  für  den 
durch  vier  Punkte  A^  B^  C,  D  gehenden  Kegelschnitt  XYX.^^=kx2X^, 
in  welcher  x^=0,  x^^^O,  0:3  =  0,  a;.,  =  0  die  Gleichungen 
der  auf  einander  folgenden  Seiten  ab,  ba,  ab\  b'a  des  durch 
jene  gebildeten  Vierecks  darstellen  und  somit  durch  eine  Relation 
«,x,  +  «2^2  +  ^3^3  +  ^4^1  =  ^  verbunden  sind  —  weil  jede 
derselben  mittelst  der  drei  andern  auf  lineare  Weise  ausdrückbar 
ist,  —  Betrachtungen  anknüpfen,  die  gewissermassen  ein  System 
von  Vierliuiencoordinaten  begründen  und  zu  interessanten 
Resultaten  fuhren. 
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SJebcDzeiinies  Kaptlel.  Arl.  313. 

Han  erhält  für  die  Tangente  im  Punkte  x  des  Kegelscboilk 
—kx^x^-=()  die  Gleichung  x^x^-\-x(x^—k{x^x^-\-3Ux^=^ 
ler  Bedingung  XyX^  —  kx^'x(  =^0,  abo  durch  Eliminiliai] 
k  die  Gleichung  der  Tangente   eines  Punktes  in  Bezug  aaf 


,  +  %^%  =  0,    Soll  sie  niil  der 
x^         Xf 


feste  Punkte  - 

ürlichen  Geraden  1,3:,  +  |j 
lallen,  so  muss 

■*)  ar,  =  -  (S,  +  *)  Xj  =  (|3+  k)x^  =  ~  (1^  +  *)*j  =  ^, 

.  einer  Conslanten  gleich  sein.     Nun  ist  auch 

-a;,'+  x.^+  x^=Q  und  i^x{+l^x^■{-i^x^  +  lixi  =  f!i, 

(li  -  ti)  Xi  =  —  {Si  —  Si)  a^i'  —  (Is  —  I*)  ^j'  "•'<'  "»i^^ 

vorigen  KelaÜonen 


li'  I2 

1  ,  1 


=  0,  I3  +  *— : 


^0  oder 


I  ;c,"  {|,-|,)a:,'+(S3-|J<'  3:3- 


61 -i4 


I3-S4 


l,-!,)«,"  (Ii-l,)'c,'+(li-l()ät, 

■  1h -it)',: 

l>  -  1,        1,  -  s. 

suniil 

i. -I4    ■      I.-I. 
(Ii  -  {,)  ">     (ä,  -  li)  .1,' 
(li-IJ-V  (Ij-I))«.' 

=  0  die  Glei 

i  Geraden,  welche  die  Derührungspunkte  der  beiden  Ktgel- 
littc  des  Systems  ab  ab'  mit  dem  Punkte  c,  dem  Schoillpunbl 

ab  und  ab'  verbinden. 

Denkt  man  die  Ordnung  von  x-^  und  Xi  vertauscht,  so  hat  m» 
Vorigen  die  analoge  Enlwickelung  für  das  System  der  Kegel- 
litte  bb'cc   für  c   als  Durchschnitt  von  ab  und  ab'.    Man  ^ 

den  Satz:  Wenn  der  Durcliscbniti  von  zwei  gemein' 
aniichcn  Sehnen  zweier  Kegelschnitte  mit  den  Be* 
irungspunkten  einer  gemeinschaftlichen  TaDgenl' 
'ch  gerade  Linien  verbunden  wird,   so  entsteht  ri« 


r" 


Veher  ein  System  von  Viciiinien-CoordinalcD.   An.  ; 

faarntooisches  B&scliet.  Insbesondere  ist  die  Ti 
x,Xj  —  kxjXf^^O  im  Punkte  a:,  =  a:,  =0  durch  a^] 
au^edrüclil  und  bildet  also  mit  den  anstosseiiden  Seil 
IHagonale  des  Viereclis  x^  +  ^2  =  0  ein  harmoniscl 
lur  k  =  —  1.  Den  vier  Geraden  entsprechen  also  i 
nungen  XfX^x^x^,  XjX^XfXf,  x^x^x^Xi  die  drei  ü 
XjXj  +  X2X^==  0,  iCjiCj  +  a;ja;4  =  0,  ar,  x,  +  a:^, 
solche,  deren  Tangenten  in  den  Ecken  des  Vierseits  i 
teil  mid  der  Diagonale  ein  harmonisches  Uüschel  bild 
Jufg.  1.  Hau  findet  die  Gleichungen  der  Geraitei 
nie  folgL 


bb'-.Xi  +a:j=0  oder  x^  +  x^^O;  aa:X2  +  Xy=0,  s 
ec  :x,-^  x^^O  oder  a;j-|- jj^^O;  cC:Xj—Xj=:0;c'C\ 
aA:x, — x,=0;  a'J-.Xj—Xj^O.bS-.Xi — x.^=li;b'£ 
Daher  sciineiden  sich  c'Cütn]bB\naA;  cCunAa'AinbBi  cC\ 
c'C  und  n'A  in  b'B. 

Aufg.  2.  Die  TaogeDlen  des  Puukles  P  oder  x  in  Bczi 
und  in  Bezug  auf  bb'cc  sind  durch  -^  —  *.  +  ^. 
^,  —  ^,  —  -',  +  ^  =  0  rcspeciive  dargestellt  und  b 

.Geraden  ^—^  =  0.  ^■—^'•  —  ^  ""  harmonis 
d.  h.  mit  den  Geraden  Pb.  Pb'. 

Aufg.  3.  Für  zwei  Kegel  sei  in  i  ( tc ,  welclic  sicli  in 
Punkten  schneiden,  sind  a;, ar^  ^kx^x^.  XyX^  =  iA'j ar, 
gen  nnd  wenn  x'  der  Berührungspunkt  des  zweiten  Keg( 
einer  gemeinschalilichen  Tangente  beider  KegeUchnille  isl 
die  durch  %~%-\-  -  5,  _  "^^  =  0  dargestellte  Gcrad 
Kegetschnilt  und  die  Relation  a-,  +  x^  -^  x^  ■{■  x^  =  0 
Berührungspunkt  fBr  den  Fall  gleicher  Wurzeln  der  Gleichu 

^ ?i      J^     J_^    I 

n  f.    tT_     —  "■ 
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wegen 

'=/a:j'a;,'rür4A/(a?2'+ar3')'={A(a;,'— Äj')+/(arj'— a:/)|'wler 

A  (a;,'  —  .13')*  —  '  Ix,'  —  a-j')*  =  0. 
Darnacli  liegen  die  vier  Punkte  x'  in  zwei  Geraden',  die  dnrcl)  den 
llpunkt  von  Xi=Xy  und  XJ^x^  gehen  und  mit  diesen  ein  liarBw- 
!S  BQsciiel  bilden,  oder  in  iive!  Geraden  durcli  C,  welche  mit  cC 
C  ein  harmonisches  Büschel  hilden.  Dieselbe  Gleichung  erliilt  aber 
die  Form  ft  (ar/  —  x^'f  —  /  {2a-j'  +  x,'  +  x^T  =  0  oder 
■  -  ^,r  +  ilxj'x;  -  l  Ix,'  +  .r,?  oder 
'  —  3^3')*  +  4x,'xy  -  l  {Xi'  +  3-/)'  =  0  und  zeigt,  dsss 
:r  Punkte  x  in  zwei  Geraden  aus  dem  Punkte  Xf  ^  0,  1C3  ^  0 
c  liegen  und  ^ic  liegen  nach  itcr  Symmetrie  der  Relationen  audi 
>  in  zwei  Geraden  aus  c. 

Man  hat  also  den  Satz:  Wenn  die  dem  einen  Kcgelscijnilt  aogebü- 
Berilhrungspunklc  der  gemein  sei  1.1  rtli  dien  Taugcnlen  eines  Paan 
cgelschnillen .  die  sich  in  reellen  Punkten  schneiden,  durch  secb) 
e  verbunden  werden,  so  fallen  die  drei  Schnittpunkte  dersclbfo  mil 
:hntU|iuDktea  der  drei  I'aare  gemeinsamer  Sehnen  zusammen. 
4ufg.  4.  Der  durch  a:j'  -f-  a^j^  +  a;j-  +  ^4^  ^  0  dargeslellle 
ivhnitl  sehneidel  jede  Seite  des  Vierecks  in  zwei  Punkten,  deren 
mit  den  drei  in  derselben  liegenden  Ecken  ein  System  von  vier 
cn  bildet,  deren  Doppel vcrliSl In issc  einerlei  Werlli  haben.  Derselbe 
idcl  die  Seile  a;,  ^  0  in  den  Punkten  a^*  +  a^j'  +  ar^*  =  0 
ivegcn  x^  +  aTj  .+  a;,  =  0  in  x^'  +  a:^'  +  x^x^  =  0  unJ 
:i  <lieser  Seite  angehörigeu  Ecken  b,  c,  a  sind  durch  a:2=0.  x^=^0. 
jr j  =  0  bestimmt. 

lic  Diagonale  a:,  -{-  x^  =  0  oder  arj  +  a:^  ^  0  (66')  begegne! 
sjten  des  Vierecks  a:,  ^^^  0,  0^3  ^  0  in  den  auf  ihr  liegcndeo  Edieo 
b',  und  den  Diagonalen  x-j  —  a:3  ^^  0,  X2  -i-  x.^  =^  0  in  inei 
en  Punkten  einer  Involution,  deren  Doppelpunkte  durdi  Xj+ixf=(f. 
ix^  ^  0  bestimmt  sind  und  die  somit  gleichralls  auf  dem  bctracfc- ' 
Kegelschnitt  liegen.  Derselbe  enlliill  somit  ausser  den  acht  Punt- 
ir  vier  Paare,  welche  auf  den  vier  Seiten  Systeme  von  gleichen 
I Verhältnissen  mit  den  je  drei  Ecken  derselben  bilden,  auch  noch  die 
Punkte  der  drei  Paare,  welche  den  in  den  Diagonalen  des  Viereci^ 
imten  Involutionen  als  Doppelpunkte  angehören. 
)a  der  he  trachtete  Kegelschnitt  imaginir  ist  für  jedes  reelle  Vienti. 
il  man  ihn  geeigneter  als  in  Beziehung  auf  zwei  gegebene  Ke^- 
le  betrachten,  Mr  welche  die  vier  Punkte  das  System  der  gemein- 
lieben  Punkte  bilden;  denn  In  dieser  Anschauung  sind  alle  Fälle  der 
I  und  imaginären  Existenz  eingeschlossen. 

lie  Itezichungcn  dieser  Aufgabe  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  auch 
Dctrischeo  Punktcoordinalen  ausdrücken,   in  der  einrachsien  nixl 


r 
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Achtzehntes  Kapitel. 
Von  der  Theorie  der  Enveloppen. 


314.  Wenn  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  eine  unbe- 
stimmte Grosse  in  irgend  einem  Grade  enthält,  so  repräsentirl 
dieselbe,  falls  wir  dieser  unbestimmten  Grösse  eine  Reihe  ver- 
schiedener Werthc  geben,  eine  Reihe  von  verschiedenen  geraden 
Linien,  die  alle  eine  gewisse  Curve  berühren,  welche  man  als 
die  Enveloppe  des  Liniensystems  bezeichnet.  In  der 
2.  Aufg.  des  Art.  311  ist  die  Gleichung  dieser  Enveloppe  bereits 


syiuinetrischslen  Form  für  die  drei  Diagonalen  des  Vierecks  als  Funda- 
ffleolalliiuen.  ^ 

Aufg.  5.  Der  Kegelschnitt  der  vorigen  Aufgabe  hat  mit  den  drei 
Kegelschnitten  je  eine  doppelte  Berührung,  welche  zu  den  drei  Vierecken 
aas  vier  Geraden  so  bezogen  sind,  dass  die  Tangenten  in  den  Ecken  die 
vierten  harmonischen  Geraden  zu  den  beideu  Seiten  und  der  betrcflcnden 
Diagonale  bilden  —  und  zwar  in  den  Diagonalen  des  Vierecks. 

Der  Kegelschnitt  x^^  +  x^  -f-  0:3*^  -}-  x^^  =  0  kann  auch  durch 
x^x^  +  ^Äj^'s  +  iCjiCj  •\'  x^x^  -\-  Xooc^  +  ^3  ^^4  c=  0  dargestolit 
werden,  weil  a'j  +  0^2  +  ^3  +  ^4  =  0  durch  Quadriren  die  Relation 

Xt     f-^Co   "i  ''''S     f"*'^4     1" ^\X\Xt) ^j~ XnX^'j' XoX t  "^ XiXt  "T" XtfXt'^X'tXiJ^—Kj 

liefert   Diese  Form  ist  aber  mit  X2 ^3+  ^1 0C\  +  (oc^  +  x^  (3:2+  ix:.^)  =  0 

oder  mit  x^x^  -{-  Xy^x^  —  (0:2  +  x^^  =  0  äquivalent  und  zeigt,  dass 

der  betrachtete  Kegelschnitt  mit   ^2^3  "^  ^i^i  =  0    in  der  Geraden 

^2  -f-  0:3  =  0  eine  doppelte  Berührung  hat.     Ebenso  ergeben  sich  die 

Formen  Xr^Xj^  +^2^1 — (^1  "H 3:2)^= 0  und  x^x^ + x.tX^ — [x^  -f-  x^'^  =  0  '^ 

als  äquivalent  mit  den  vorigen. 

Aufg,  6.      Die    zwölf    Kegelschnitte,    welche    die    Gleichungen 

X*  ■    <«.     /M  Af.    £   _—    /».     /v*  /y»    *    — ^—    <y>     /y>     •      1*    *  — ^    f     nfi  ir»    *    ■  ^v*     ■y*' 

y   *  «     <M       «M      •      /M     «    ■  ■     yv»      /v»  .Tr"     *     ^—     'V       1/*  IT»     *     i  Ol»       ir«      •       /**    *    »■       ■     'V*      1» 

*2    —^  **''l •*'4  »  **''i     "    '  «vi  iX*  I  »  •C'3     — —  t*»2  *^4  »  **'J1     '      '  •*'|  •*'2  »    **'4     '      '  **'i  «^O' 

X|^  =  o:,  0:3,  x^  =  ^2^3  repräsenliren ,  enthalten  je  drei  Punkte  des 
Vierecks,  berühren  zu  zweien  in  jedem  dieser  Punkte  die  Nachbarscilen 
des  Vierecks,  und  gch^n  zu  dreien  durch  die  acht  Punkte,  welche  die  Sei- 
len des  Vierecks  mit  dem  Kegelschnitt  der  vorigen  Aufgaben  gemein 
haben.  Die  Seite  ar^=0  schneidet  den  Letzterer^  in  Punkten,  für  welche 
zugleich  ir,  -^  x^  -{-  x^  ==■  0  und  0:20:3  -^  x^x^  '•\-  x^X2  =  0  sind, 
die  also  den  Gleichungen  x(^  =  x^x^^  x^  =  x^x^y  x^  =  x^X2 
entsprechen. 


*• 


•\ 
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,,.  h.  für  (±.-lL_l.,+  iy  +  i,(l,  +  l\  (l-.  +  l-\  =  o 

\Xi  X3  X^     *     X^J       *  \Xi  Xi^)   \x^  X^J 

oder  wegen 

x^x^^r^lx^Xj^  für  4 /r/ {x2'\'X^Y = { ^[^\ — ^3)  + ' [^% — ^\) V  ^^ 

kl  [x(  —  0:3'  +  x^ —  x^Y  =  ik{x^—  x^)  +  /  (0:4' —  ^2')}'  ^^^^ 

k[x{  —  .TgT  —  l  (^4'  —  ^2')^  =  0. 
Darnach  liegen  die  vier  Punkte  x'  in  zwei  Geraden',  die  dnrcli  den 
Schnittpunlct  von  x^=^x^  und  0:2=^4  gehen  und  mit  diesen  ein  harmo- 
nisches Büschel  bilden,  oder  in  zwei  Geraden  durch  C,  welche  mit  cC 
und  cC  ein  harmonisches  Büschel  bilden.  Dieselbe  Gleichung  erhült  aber 
auch  die  Form  k  {x{  —  x.^)'^  —  /  (20:2'  +  x^  +  0^3')^  =  0  oder 
k  {x{  —  0:3')^  +  4:1  Xqx/  — ^  /  (a:,'  +  x^')^  oder 
k  (»r/  —  0:3')'  +  4:XiX.^'  —  /  (a?/  +  x^')^  =  0  und  zeigt,  dass 
die  vier  Punkte  x'  in  zwei  Geraden  aus  dem  Punkte  a:|  =  0,  0:3  =  0 
oder  c  liegen  und  sie  liegen  nach  der  Symmetrie  der  Relationen  aucii 
ebenso  in  zwei  Geraden  aus  c. 

*  Man  hat  also  den  Satz:  Wenn  die  dem  einen  Kegelschnitt  angehö- 
rigen  Berührungspunkte  der  gemeinschaftlichen  Taugenten  eines  Paars 
von  Kegelschnitten,  die  sich  in  reellen  Punkten  schneiden,  durch  sechs 
Gerade  verbunden  werden ,  so  fallen  die  drei  Schnittpunkte  derselben  mit 
den  Schnittpunkten  der  drei  Paare  gemeinsamer  Sehnen  zusammen. 

Au  fg.  4.  Der  durch  a;|^  +  X2^  +  x^^  +  3:4^  =  0  dargeslcllle 
Kegelschnitt  schneidet  jede  Seite  des  Vierecks  in  zwei  Punkten,  deren 
jeder  mit  den  drei  in  derselben  liegenden  Ecken  ein  System  von  vier 
Punkten  bildet,  deren  Doppel verhrdtnissc  einerlei  Werth  haben.  Derselbe 
schneidet  die  Seite  x^  =  0  in  den  Punkten  X2^  +^3^  +  x^^  =  0 
oder  wegen  X2  +  0:3 .+  x^  =  0  in  otj^  +  x^^  +  0:2^:3  =  0  und 
die  drei  dieser  Seile  angchörigen  Ecken  6,  c',  a  sind  durch  0:2=0,  a^3=0, 
^2  "t"  ^3  ^^  ^  bestimmt. 

Die  Diagonale  o:,  +  ^2  ^^^  ^  ^^^^  ^3  +  ^4  =  0  [bb')  begegnet 
den  Seiten  des  Vierecks  0:3  =  0,  0:3  =  0  in  den  auf  ihr  liegenden  Ecken 
b  und  b\  und  den  Diagonalen  0:2  —  a:3  =  0,  äTj  +  a:^  =  0  in  zwei 
weiteren  Punkten  einer  Involution^  deren  Doppelpunkte  durch  0:2+10:3=0. 
0:2  —  1 0:3  =  0  bestimmt  sind  und  die  somit  gleichfalls  auf  dem  betracli- ' 
leten  Kegelschnitt  liegen.  Derselbe  enthält  somit  ausser  den  acht  Punk- 
ten der  vier  Paare,  welche  auf  den  vier  Selten  Systeme  von  gleiclien 
Doppelverhällnissen  mit  den  je  drei  Ecken  derselben  bilden,  auch  nodi  die 
sechs  Punkte  der  drei  Paare,  welche  den  in  den  Diagonalen  des  Vierecks 
bestimmten  Involutionen  als  Doppelpunkte  angehören. 

Da  der  betrachtete  Kegelschnitt  imaginär  ist  für  jedes  reelle  Viereck, 
so  wird  man  ihn  geeigneter  als  in  Beziehung  auf  zwei  gegebene  Kegel- 
schnitte betrachten ,  für  welche  die  vier  Punkte  das  System  der  gemein- 
schaftlichen Punkte  bilden;  denn  in  dieser  Anschauung  sind  alle  FAllcder 
reellen  und  imaginären  Existenz  eingeschlossen. 

Die  Beziehungen  dieser  Aufgabe  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  ancli 
in  trimetrischen  Punklcoordinaten  ausdrücken,   in  der  einfachsten  und 
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sjrounetrischsten  Form  für  die  drei  Diagonalen  des  Vierecks  als  Funda- 
juenUllmieD.  ^ 

Aufg,  5.  Der  Kegelschnitt  der  vorigen  Aufgabe  hat  mit  den  drei 
Kegelschnitten  je  eine  doppelle  Berührung »  welche  zu  den  drei  Vierecken 
aus  vier  Geraden  so  bezogen  sind ,  dass  die  Tangenten  in  den  Ecken  die 
rieften  harmonischen  Geraden  zu  den  beiden  Seilen  und  der  betreflcnden 
Diagonale  bilden  —  und  zwar  in  den  Diagonalen  des  Vierecks. 

Der  Kegelschnitt  x^  +  x^  +  x^^  +  ^^^  =  0  kann  auch  durch 
XjX,  +  a^^Ä's  +  iJc^x^  +  x^x^  +  X2Xj^  +  x^x^  c=  0  dargestellt 
werdep»  weil  Xy  +  ajj  +  ^3  +  ^4  =  0  durch  Quadriren  die  Relation 

liefert  Diese  Form  ist  aber  mit  x^  x^-^-  x^  Xj^  +  (^i  +  ^4)  (-^2+  ^3)=^^ 
odermit  x^x,^  '\'  x^x^  —  (0:2  +  x^^  =  0  äquivalent  und  zeigt,  dass 
der  betrachtete  Kegelschnitt  mit  0:20:3  +  o:ja:4  =  0  in  der  Geraden 
^2  H~  0:3  =  0  eine  doppelte  Berührung  hat.     Ebenso  ergeben  sich  die 

Formen  0:30:4  +^2^1  — (^1  +^2)^= ^  ^^^  ^3^1  H" ^2^4 — (^'1  +  ^3)^ = ^ 
als  äquivalent  mit  den  vorigen. 

Aufg,  6.      Die    zwölf    Kegelschnitte,    welche    die    Gleichungen 

•tj      ■  tAtf%  *C4  >    «ui        ■  •C/3  •Ä'J  f    •«/«       '  »Co  **'Jl  »     *''**}      \  "^'i  *    v^'}         '  '  *    «t/l  «(■4> 

^.   *  ■    jvt      M»     m     /v.    *    I         ■    /v«      /v»  Ä.    *    — —     «»      ry*  Ol*    •    I        -i     /»»      /v»     •       /y»    *   ■  .       ■    »>»      <>* 

j|'  =  o:,o:3,  0:4^  =  0:20:3  repräsentiren ,  enthalten  je  drei  Punkte  des 
Vierecks,  berühren  zu  zweien  in  jedem  dieser  Punkte  die  Nachbarseilen 
des  Vierecks,  und  geh^n  zu  dreien  durch  die  acht  Punkte,  welche  die  Sei-, 
teo  des  Vierecks  mit  dem  Kegelschnitt  der  vorigen  Aufgaben  gemein 
haben.  Die  Seite  X4==0  schneidet  den  Letzleren  in  Punkten,  für  welche 
zugleich  iCi  +  0:2  +  0:3  =  0  und  X2  x^  +  0:3  o:j  +  0:4  Xj  =  0  sind, 
die  also  den  Gleichungen  0:,^  =  0:20:3,  0:2^  =  0:30:1 ,  0:3*  =  0:40:2 
entsprechen. 


Achtzehntes  Kapitel. 
Von  der  Theorie  der  Enveloppen. 


314.  Wenn  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  eine  unbe- 
stimmte Grösse  in  irgend  einem  Grade  enthält,  so  repräsentirt 
dieselbe,  falls  wir  dieser  unbestimmten  Grösse  eine  Reihe  ver- 
schiedener  Wertbe  geben,  eine  Reihe  von  verschiedenen  geraden 
Linien,  die  alle  eine  gewisse  Curve  berühren ,' welche  man  als 
die  Enveloppe  des  Liniensystems  bezeichnet.  In  der 
2.  Aufg.  des  Art  311  ist  die  Gleichung  dieser  Enveloppe  bereits 
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für  einen  sehr  einfachen  Fall  ermittelt  worden.  Die-  nähere  Un- 
tersuchung des  Probl<^ms  ist  aber  von  Wichtigkeit,  weil  sie  das 
Mittel  liefert,  durch  welches  man  von  der  Darstellung 
der  Curven  in  Punktcoordioaten  zur  Darstellung  in 
Liniencoordinaten  übergehen  kann,  so  dass  man  in  bei- 
den Darstellungsweisen  die  nämliche  Curve  erhält.  Wir 
erläutern  die  allgemeine  Methode,  die  zur  Bestimmung  der  Glei- 
chung einer  solchen  Enveloppe  fuhrt,  dadurch,  dass  wir  unab- 
hängig von  Art.  305  beweisen,  dass  die  gerade  Linie 
fi^Xi  —  2|[Aa:2  +  0:3  =  0,  in  deren  Gleichung  fi  ^ne  unbe- 
stimmte Grösse  ist,  die  Curve  x^x.^  —  arj^  =  0  berührt.  Der 
Durchschnittspunkt  der  den  Werthen  ft  und  (ft  +  k)  entsprechen- 
den Geraden  ist  durch  die  Gleichungen  (i^x^ —  2 (1X2,+  ^^=0» 
2  {fix^  —  X2)  +  kx^  =  0  bestimmt,  von  denen  die  zweite  aus 
der  ersten  hervorgeht,  indem  man  (ft  -f-  k)  für  (i  setzt,  dann  die 
in  Folge  der  ersten  verschwindenden  Glieder  beseitigt  und  den 
Rest  durch  k  dividirt.  Je  kleiner  k  ist,  desto  mehr  näheil  sieb 
die  zweite  Linie  dem  Zusammenfallen  mit  der  ersten  und  für 
Ar  =  0  finden  wir,  dass  der  Schnittpunkt  der  ersten  Geraden 
mit  einer  unendlich  nahe  benachbarten,  d.  h.  nächstfolgenden 
Linie  des  Systems  durch  die  Gleichungen  (i^x^ — 2^0^2  +  0:3=0, 
fixi  —  X2  ^=  0  bestimmt  ist,  oder,  was  dasselbe  ist,  dtirch  die 
Gleichungen  fia:,  —  0:2  =  0,  (1X2  —  x^  :=s  0.  Da  nun  jeder 
Punkt  der  Curve  als  der  Durchschnitt  von  zwei  auf  einander  fol- 
genden Tangenten  derselben  angesehen  werden  darf  (Art.  107), 
so  ist  der  Punkt,  den  eine  Linie  des  Systems  mit  der  Enveloppe 
gemein  hat,  eben  der,  in  dem  sie  auch  die  nächstfolgende  Tan- 
gente der  Enveloppe  schneidet;  die  beiden  letzten  Gleichungen 
bestimmen  also  den  Punkt  der  Enveloppe,  welche  die  Gerade 
fiXi^  —  2^10^2  +  ^^3  =  0  zur  Tangente  hat;  und  die  Elimination 
von  fi  zwischen  diesen  Gleichungen  giebt  die  Gleichung  des  Orles 
aller  Punkte  der  Enveloppe  in  der  Form  x^x^  =  X2^. 

Analoge  Gründe  beweisen,  dass  auch  für  x^=0,  0:2=0,  xf=0 
als  Gleichungen  von  Curven  die  durch   /Lt^a:,  —  2  (1x2  +  ^3  =  0 


dargestellte  Curve    stets    die    Curve 


tangirt     Die 


Enveloppe  von  x^  cos  q>  +  x^  s\n  g)  —  x^  ==  0,  für  q>  als  eine 
unbestimmte  Grösse,  kann  in  derselben  Weise  untersucht  werden; 
man  führt  sie  auf  die  Form  einer  in  (i  quadratischen  Gleichung 
zurück,  indem  man  tan  ^  97  =  fi  annimmt»  d.  h.  durch  die  Sub- 


r 
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1 — u^  2tt 

sütulion  cos  o)  =  - — — =-k,    sin  g>  =  - — p— ^»    und    die   Beseitigung 

1  +|X'*  1  H-  fA-  . 

der  Brüche. 

315.  Zu  denselben  Ergebnissen  fuhrt  auch  folgendes  V^r- 
faliren:  Die  gerade  Linie  (i^xi  —  2fix^  -j-  0:3  =  0  ist  oßenbar 
eine  Tangente  einer  Curve  zweiter  Classe  (Art.  106)»  da  durch 
jeden  Punkt  nur  zwei  Linien  des  Systems  hindurchgehen,  näm- 
fich  die,  weiche  den  aus  f*^a:/  —  2fix2  +  x^'  ==  0  bestiipmten 
Werthen  von  jia  entsprechen,  für  x^',  etc.  als  die  Coordinaten  des 
Punktes.  Diese  beiden  Werthe  von  fi  fallen  aber  zusammen  oder 
der  betrachtete  Punkt  ist  der  Durchschnitt  von  zwei  auf  einander 
folgenden  Tangenten,  wenn  seine  Coordinaten  der  Gleichung 
XiOTj  =  X2^  genügen.  Un'd  allgemein,  ^wenn  die  unbestimmte 
Grösse  f(  im  n^^^  Grade  und  algebraisch  in  der  Gleichung  einer 
Geraden  enthalten  wäre,  so  würde  diese  Gerade  eine  Curve  ;i^^' 
Classe  stets  berührei\,  deren  Gleichung  gefunden  wird,  indem 
man  die  Bedingung  ausdrückt,  unter  welcher  die  Gleichung  in  (i 
ein  Paar  gleiche  Wurzeln  hat. 

^hifg.  1.  Die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  bewegen  sich  in  drei  festen 
Geraden  oTj  ==  0,  0^2  =  0,  x^  =  0,  und  zwei  seiner  Seilen  gehen  durch 
die  heideu  festen  Punkte  x\  x';  man  soll  die  Envcloppe  der  dritten  Seite 
bestimmen. 

Wenn  ar,  -{-  (1X2  =  0  die  gerade  Linie  ist,  welche  den  Punkt 
X,  =  a;.2  =  0  mit  dem  längs  der  Geraden  x^  =0  sich  bewegenden 
l:)ckpunkt  des  Dreiecks  verbindet,  so  sind  die  Gleichungen  der  durch  die 
festen  Punkte  gehenden  Seiten  respective 

Und  die  Gleichung  der  Kasis  ist 

(^r + f«a:2 Va^ar,  +  (a:/' + ft.T2")l^3'^2 — (^i'+ f^^a')  (^i"+f*^2")-'«^3=  ^  i 
denn  man  bestätigt  leicht,  dass  die  dieser  Gleichung  entsprechende  Gerade 
sowohl  durch  den  Durchschnitt  der  ersten  Geraden  mit  orj  =^  0  als  auch 
durch  den  der  zweiten  mit  0:2  =  0  hindurchgeht.  Indem  man  sie  nach 
Potenzen  von  fi  ordnet,  findet  man  als  Gleichung  der  Envcloppe 

(/  /f  I  t  tl  »  //  //  '\0 

12       1  1^  **«o  •*'3  »t»!       ^^   »t»»»**»!    «X«9      ^^    •c4«*'i     **'2  / 

4f       tf  t  //  ''       \  f  '  '        \ 

I  5  \*^1  Xn       "■"""    *C j      X'iJ   l"***  **•••  '      Xty   Xnj» 

Man  kann  dieselbe  Aufgabe  auch  auf  Grund  der  nach  den  Potenzen 
von  a  geordneten  Gleichung  der  Aufg.  3  im  ArL  50  auflösen. 

Aufg,  2.  Man  soll  die  Envcloppe  einer  geraden  Linie  bestimmen, 
för  welche  das  Product  ihrer  senkrechten  Abstände  von  zwei  festen  Punk- 
ten constanl  ist. 

Wenn  die  Verbindungslinie  der  festen  Punkte  und  die  in  der  Mitte 
ihrer  Entfernung  zu  dieser  errichtete  Normale  als  Coordinatcnaxen  ge* 
wählt  werden,  so  dass  die  Coordinaten  der  festen  Punkte  y=0,  ar=+r 
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so  gilt  Tür  y  —  mx  —  n  =  0  als  Gleichung  der  beweglidiea  Ge- 
il als  Ausdruck  des  Problems  die  Itelalion 

-  fflc)  (b  -  mc)  =  &^  (1  +  m')  oder  w'  =  6^  +  b^m^  +  c'»i>; 
wegen   n^  =  j/'  —  2mxy  +  »t'a;'  aucli 

K*  —  b^  —  c*)  —  2mxt/  +  y^ —  b'^  =  0  und  die  Gleichung  der 
loppe  ist  daher  ^^^^  +  ^  =  1. 

Jufg.  3.  Bestimme  die  Enveloppe  einer  geraden  Linie,  Sir  welcbe 
iumme  der  Quadrate  der  normalen  Abstünde  von  zwei  Testen  Punklta 
tunl  ist. 

Aufg,  i.  Bestimme  die  Enveloppe  aus  der  Diflerenz  der  Quailnle 
ir  normalen'  Abstände. 

Aiifi.     Sie  ist  eine  Parabel, 

Jiifg.  5.  Um  einen  Testen  Punkt  0  dreht  sich  eine  gerade  Linie  OP 
schneidet  eine  Teste  Gerade  in  P;  man  soll  die  Enveloppe  der  gcwJen 
:  PQ  linden,  welche  mit  der  drehenden  Geraden  den  consunira 
kel  OPQ  bildet. 

Wir  nehmen  an,  OP  bilde  den  Wmkel  fi  mit  der  auT  die  fesi« 
de  gelallten  Normalen  und  ihre  Länge  also  gleich  p  Kec  S;  die  loi 
if  PQ  geßlltc  Normale  bildet  mit  OP  den  Testen  Winkel  ß  und  bl 
r  die  Linge  p  sec  S  cos  ß  und  da  sie  mit  der  Normalen  der  Teslrn 
den  deu  Winkel  (8  +  ß)  bildet,  so  ist  Tflr  diese  als  Aie  dera;ii( 
iliung  von  PQ  a:  cos  (fl  +  jS)  +  y  sin  (e  +  /J)  =  p  secS  cosjS  (*» 
.»  (2  e  +  ft  +  y  sin  (2  S  +  ?)  =  2p  cos  ^  -  .^  cos  ^  -  y  sii  ^, 

eine  Gleichung  von  der  Form  arj  cos  ?>  +  x^  sin  ip  ^=  Xy  Die 
loppe  derselben  ist  daher  durch  a:'+y''^a:cos^+ysiu^— 2paBjä)' 
eslellt  und  somit  eine  Parabel,  die  den  Punkt  0  zu  ihrem  Brennpunkt  hii. 

Aufg.  G,  Man  soll  die  Enveloppe  der  geraden  Linie  —  -4-  -,  =:  1 
eilen,  wenn  die  unbestimmten  Grössen  fi,  ^' in  der  Gleichun;;  Ilt^ 
n  durch  die  Relation  fi.  ■\-  fi  ~-  C  Verbunden  sind. 

Indem  man  Tflr  fi  den  Wcrtb  {C  —  ft)  einsetzt  und  die  Brüche  \*- 
^t,  llndel  man  Tilr  die  Gleichung  der  Enveloppe 

ß'+fTi— 2^B— 2BC— 2C,i=0.  oder  ± /5  + j/ä  + /C=ft 
n  7..  R.  der  Winkel  an  der  Spitze  und  die  Summe  der  Seilen  ri>R 
icks  gegeben  sind,  so  ist  ilJe  Gleichung  der  Basis  -^ — j-  ^  :^-  I  Für 
}-=c  und  die  Enveloppe  ist  also  a-^+y' — 23;y — 2ra^— 2ry+r*=(l. 

eine  die  Seiten  .r  =  0,  y  =  0  be röhrende  Parabel.  Oder  imii 
Bestimmung  einer  Ellipse  die  Lage  von  zwei  conjugirten  Itur^ 
em    und   die    Summe    ihrer  Quadrate    gegeben    sind,    wenn  ilw 

-  |i,  =  1  und  o'*  +  y  ^  c^  sind ,  so  Ist  die  Enveloppe  (Bes« 
!e  durch  a^  +  y  +  r  =^  0  dargeslelll.  d.  h.  dieselbe  Iierühri  itf» 
Teste  gerade  Linien. 


r 
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316.  Wenn  die  Coefficienten  in  der  Gleichung 
einer  geraden*  Linie  ^^x^  +  $2^2  +  ^3^3  ====  ^  durch 
irgend  eine   Relation  vom  zweiten  Grade 

mit   einander   verbunden    sind,    so   ist   die  Enveloppe 
derselben  ein  Kegelschnitt. 

Wenn  man  zwischen  der  gegebenen  Relation  und  der  Glei- 
chung der  geraden  Linie  die  Grosse  $3  eliminü't,   so  erhält  man 
\^i\^3  ^Ai^^x^Xi  +  ^33 a:^  )  §j     + 

2  (A^^X^      —    -^31^3^2   "~   -^23 *''^d ''^l    "t"    -^33^1^2)  Si52    + 
(-^22^3  2-<«23^2^3      *      -^33^2  )  »2     ^^^  ^ 

und  die  Enveloppe  hat  daher  die  Gleichung 

('^11^3   —  2^3jir3a;j -j-  -433^:1  )  (-«22^3        2^4230:23^3+  -«33^2  )  = 

\-^12'*^3  -^31^3^2  ^'^23^Z^l     •      ^33*^^1  ^'^2/    » 

lodern  man  diesen  Ausdruck  entwickelt  und   durch  x^"^  dividirt, 
erhält  man 

(ifo,  y^33  -^23  )  ^1       I     (^33-^11  ^^31  /  ^2       •     (-^11^2'i  "*   ^12  )  ^3 

+    2(^3,^12    —    -^11^23)    ^2^3    +    2   (^12^23    —    ^22^3l)    ^3^1 

"t"  2  (-*423^3i         A.J^^A^2)  XyX2  =  0. 

Dabei  bemerken  wir,  dass  die  Coefficienten  der  Veränder- 
tichen  in  dieser  Gleichung  die  Unlerdeterminanten  AipA22>A]3,  A23, 
elc.  der  Discriminante  J  der  gegebenen  Gleichung  zweiten  Gra- 
des sind.  Das  Ergebniss  dieses  Art.  kann  so  ausgesprochen  wor- 
den: Eine  Gleichung  vom  zweiten  Grade  in  Tangential- 
coordinaten  §  repräsentirt  einen  Kegelschnitt,  dessen 
Gleichung  in  Punktcoordinaten  x  aus  jener  durch  das 
nämliche  Verfahren  gefunden  wird,  wie  die  Gleichung 
in  Tangentialcoordinaten  aus  der  Gleichung  in  Punkt- 
coordinaten. 

Denn  auf  demselben  Wege  wie  in  Art.  114  beweist  man, 
dass  die  Bedingung,  unter  welcher  d^ie  gerade  Linie,  die  durch 
^1^1  +  £2^2  +  ^33^3  =  0  dargestellt  ist,  den  Kegelschnilt 
«n^i^  +  «22^2^  +  «33^3^  +  2  «23^2^3  +  2^3,  oTgir,  +  ^a^^x^  0:3=  0 
berüiirt  oder  dass  die  Gleichung  dieses  Kegelschnitts  in  Tan- 
gentialcoordinaten ist 

K2«33   —   «23*)    ^1^    +    («33«11    "    «31^)  ^2^  +    («ll«22  —  «12^)  ^3^ 
+     2     («310,2     —     «11023)    ^2^3     +     2     («,2  023     —     «22  «3l)    ^3^1 

+    2    («23  «31     -"    «33^12)    ^1^2   =  ^• 

Damit  ist  in  der  allgemeinsten  Form  der  analytische  Beweis 


.■f 


•■(■ 


'A 


■  fj 
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1^  ■ 


dafür  gegeben,  dass  jede  Curve  zweiter  Ordnung  von  der  zweiten 
Classe  ist  und  umgekehrt;  es  ist  statthaft,  beide  unter  der  neu- 
tralen/ auf  den  Grad  der  Gleichung  bezüglichen  Benennung 
Curven  zweiten  Grades  zusammenzufassen. 

Wenn  umgekehrt  die  Coefficienten  der  Gleichung  einer  ge- 
raden Linie  die  letztgeschriebene  Bedingung  erfüllen,  so  ist  die 
Enveloppe  derselben  ein  Kegelschnitt 

«11^1^+  «22^+  «33^3^+  2 «23  ^2  ^3+  2031^3^1  +  2  aijiCi  OTj  =  0. 

Die  Gleichung  dieses  Art.  kann  diess  ihrerseits   bestätigen;  denn 

wenn  wir  für  A^i,  ^22» ®^^'  ^'®  Binome  022^33 ""«23^»  «33«ii"~%i^*^<^- 
substituiren,  so  wird  die  Gleichung 

in  das  Product  von 


(«11  «22  «33    +    2  «23  «31  «12    "    «II  «23* 


«22  «31 


—  «33  «12^)  «n«^ 


«Jl  ^1^  +  «22^2^  +  «33^3^  +  2  «23^2^3  +  ^«31  ^3^1  +  ^öj^^l  i^j  =0 

übergeführt.  Denn  in  demselben  ist  (0,1022  «33  +  ^^^)  die  Deter- 
minante z/  der  Gleichung  0,^0:1^+ etc. =0  und  (^22 '^ss ~"  ^23^)»  ^^ 
sind  die  Unterdeterminanten  A,,,  etc.  der  Determinante  des  ihr 
adjungirten  Systems;  diese  sind  aber  nach  dem  im  Art.  80  be- 
wiesenen  allgemeinen  Gesetze  den  Producten  von  J  in  die  ent- 
sprechenden Elemente  der  Originaldcterminantc  gleich. 

Aufg.  1.  Wir  können  als  specieile  Fälle  des  Vorigen  die  Resultate 
der  Art.  156,  159  ableiten';  nämlich,  dass  die  Enveloppe  einer  Geradeo, 
welche  die  Beilingung  ^23^2^3  +  -^3ifeSi  +  ^12^1^2  =  ^  ^^^^^ 
durch  die  Gleichung  (-^23^1)^  +  (^31^2)^  +  (^12^3)^  =^  und  die 

Enveloppe  derselben  unter  derBedingung(^235i)^+(^3iS2)^+(-^i2l3)^^ 
durch  A^^x^x^  +  -^310^30:,  +  -^jj^Cja^j  ==  0  dargestellt  wird. 

Aufg.  2.  Man  zeige,  dass  die  durch  Gleichungen  von  der  Form 
x^x^  =  0^2^  und  von  der  Form  öjjo:,^  +  «22^2^  +  «33^3^  =^^  ^' 
gestellten  Kegelschnitte  in  Liniencoordinaten  durch  Gleichungen  von  der- 
selben Form  dargestellt  werden. 

Atifl,     Man  findet   41,^3  =3  Ij^  für  die  eine  und 
«22«33^i'^"l"  «33 «11  ^2^+  «11  «22^3*  =  ^  ^"''  *'*^  andere,  well  respeclirf 


^  = 


und  J  = 


a, 


0 


0 
0 


ist.     In  Folge  ilessea  lie- 


11» 
0  ,  Ö22 

0,0,  «33 

fern  die  in  den  Art.  305  f.,  309  f.  gegebenen  Entwickelungen  durch  Inier» 
pretation  als  Gleichungen  in  Tangential-  oder  Liniencoordinaten  ^sf^' 
Schäften  der  nUmlichen  Kegelschnitte. 

317.    Auf  dieselbe  Art  wie  im  Art.  89  wird  bewiesen,  dass 
unter  der  Bedingung 


W*J    ^T- 


jy  T" 


1 ' 
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^11 -^22 -^33   +    *  ^23 -^31 -^12  ^11-^23  ^22^31     ,        -^33-^12     ^^   ^ 

die  Gleichung  A^^^^^  +  A<^^^^  +  ^33 §3^+  2^23  52^3  +  «tc-  =  ^ 
io  zwei  lineare  Factoren  zerlegbar,  also  einer  Gleichung  von  der 
Form  (o^i'S,  +  x^^^  +  x^^^)  (ic,"Sj  +  -x^l^^  +  x."l^^)  =  0 
äquiyalent  ist.  Und  da  diese  Gleichung  durch  das  Verschwinden 
ihrer  Factoren  erfüllt  ist,  so  drückt  sie  aus  (Art.  51),  dass  die 
Gerade  l^x^  +  ^2^2  +  ^3^3  =  0  stets  entweder  durch  den  einen 
oder  den  andern  von  zwei  festen  Punkten  geht. 

Die  Grösse  A^^A22A^^-\-2A2^A^^A^^ — etc.  für^]j=(i22<233 — «23^» 
etc.  wie  im  letzten  Art.  ist  die  Determinante  des  adjungirtcn  Sy- 
stems von  der  Determinante  011022^33  +  2023031012  ~~  ®^c.  oder 
A  und  nach  Art.  80,  da  diese  eine  Determinante  dritten  Grades 
Ist,  gleich  A*^. 

Aufg,  1.  Wenn  ein  Kegelschnitt  durch  zwei  feste  Punkte  gehl 
und  mit  einem  festen  Kegelschnitt  eine  doppelte  Berührung  hat,  so  geht 
die  Beruhrungssehne  desselben  mit  diesem  Letzteren  stets  durch  einen 
festen  Punkt.  Denn  wenn  durch  S  =  ^  der  feste  Kegelschnitt  und  durch 
S=  (SjaTi  +  12^2  "^  ^3^3)^  tler  andere  Kegelschnitt  dargestellt  wird, 
so  giebt  die  Substitution  der  Goordinaten  der  beiden  gegebenen  Punkte 

also  auch  [IxX^-^'l^^^'^l.^x.^  (5")^=  ±Äa^i"+l2^2"+^30(^')*- 
Diese  Gleichung  drückt  aber  aus,  dass  die  Linie  ^^x^  +^2^2  +  ^3^3  =  ^ 
durch  den  einen  oder  den  andern  von  zwei  festen  Punkten  geht,  weil 
S^  S'  bekannte  Gonstanten  sind. 

Wir  verbinden* hiermit  einige  weitere  nützliche  Aufgaben.  ^ 

Aufg,  2.  Man  bestimme  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  welcher 
mit  zwei  durch  S  =.0 ,  5"  =  0  gegebenen  Kegelschnitten  je  eine  dop- 
pelte Berührung  haL 

Bezeichnen  wir  durch  z^  =  0,  Zj  =  0  ein  Paar  der  Durchschnitts- 
sehnen der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte,  so  dass  S —  S'  •=■  Zj  z^  ist, 
so  repräsenlirt  \l^^\  —  2ft  (iS'  +  S")  +  Zj^  =  0  einen  Kegelschnitt, 
der  mit  6^  =  0,  0  =0  eine  doppelte  Berührung  hat;  denn  diese  Glei- 
chung kann  in  den  heiden  äquivalenten  Formen  geschrieben  werden 
IjiZi  -|-  Z2)*  =  4^15*,  {11  Zi  —  Z2)^  =  4f*S".  Da  die  Gleichung  in  ft 
vom  zweiten  Grade  ist,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  zwei  Kegelschnitte 
des  Systems  und  weil  uberdiess  drei  Paare  von  Durchschniltssehnen  z 
der  beiden  Kegelschnitte  existiren,  so  giebt  es  drei  solche  Systeme  um- 
geschriebener Kegelschnitte.  Ihre  Anzahl  reducirt  sich  auf  zwei,  wenn 
der  Kegelschnitt  ^^'  =  0  in  ein  Paar  von  Geraden  degenerirt,  weil  dann 
nur  zwei  von  diesen  verschiedene  Durchschnittssehnen  existiren.  Wenn 
endlich  sowohl  S'  =  0  als  auch  5"  =  0  in  gerade  Linien  degeriren ,  s(^ 
;?iebt  es  wie  bekannt  nur  ein  System  doppelt  berührender  Kegelschnitte. 

Man  erhält  aus  der  Gleichung  des  die  Kegelschnitte  S  =0   und 

Salmon,  Anal.Gcom.d.Kog-oUchn.  2.  Aufl.  24 
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=  0  doppelt  berdhreDdec  Kegelschnitts  leicht  den  Satz:  Wenn  ein 
tlschnilt  S  =  0  mit  zwei  andern  ^  =  0,  S"  =  0  je  eine  doppelle 
hrung  hat,  so  sind  die  Sehneo,  die  ihoi  mit  einem  durch  die  vier  ge- 
samen  Punkte  von  S"  =  0,  S"  =^  0  gehenden  Kegelschnitt  ^emetn- 

sind.  ebenso  wie  die  Sehnen  der  Benlhrung  zu  den  Sehnen  des 
hscbnitts  von  $*  ^  0  und  5"  =  0  iiarmonisch  conjugirL  Denn  die 
tilntionvonS'+5"=OinaieGleichungfi=2,*— 2n(S'+S")+ri'=0 
L  (f(Zj  —  x^  (|u;,  -f-  ^j}  ^  0.  Diess  Beispiel  kann  eine  Reihe  von 
)gen  vertreten. 

Aufg.  3.  Man  entwickle  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  der  *ier 
de  Linien  y,  =  0,  y^  =  0.  yj  =  0,  y,  =  0  berührt. 

Anft.     Für  z^=0,  2j  =t  0  als  die  Gleichungen  der  Diagonale« 

von  jenen   vier  Geraden   gebildeten  Vierseits   und  wegeu 

1  —  y^Vi  =  *i^i   ist  ft*j,*  —  2fi  (y,y3  +  j/^yj   +  z^  =  fi 

gesuchte  Gleichung.     Setzt    man    nach  eiocinder  die  y  gleich  Null. 

;rhjlt   mau  die  Berührungspunkte  der  Seiten  undsiehl,    dass  ihre 

indungslinicn  mit  den  Diagonalen  ein  harmonisches  Büschel    bildea 

;1.  Aufg.  2).     Ein    durch  diese  Berührungspunkte  gehender  Kegfl- 

itt  hat  eine  Gleichung  von  der  Form 

*-2^(y,yj  +  !/3y,)  +  Zj'  +  i(p^V-ij^  =  0.   nnd.die 

Verthen  fii'  und  i.'  entsprechende  Gleichung  wird  mit  dieser  idenlisch 

\  =  —  k'  ^=    1      **•     Der  durch  die  acht  Berührungspunkte  ivm 

solchen  eingeschriebenen  Kegelschnitten  gehende  Kegelschnitt  — 

ein  solcher  eiislirt  hiernach  —  hat  also  die  Gleichung  j 

:,'  -  0*  +  ti)  (y.y,  +  y.^y^)  +  i,'  =  0.  Man  kann  ähnlich 
bnisse  bei  Au  Ig.  2  erhallen. 

Wenn  man  das  Diagonalendreieck  des  Vierseits  zum  Fundamental- 
!ck  wählt,  so  dass  x^  ^0,  x^^:  0.  x^  ^=  0  diese  Diagonalen  dar- 
Bu  und  Xj  +  ■^■j  +  iC^  r=  0  die  Seiten  des  Vierseils  beieichnen. 
It  man  die  Gleichung  des  eingeschriebenen  Kegelschnitts  in  der  m 
netrischen  Form  (i'a:i'  — |u(a:,'+ Xj'  —  a;g')  +  x^"  =  0.  Die 
ilschnitl  berührt  stets  die  Envcloppe  {x,*  +  a:j^ — x^*  =  ix,^. 

[xt  +  x^+x^]  {x^+x-i—Xi)  (xj+a:,— iCj)  (a:,  + jtj  — 3:,!= 
ileichung  kann  endlich  auch  in  der  Form  x^^  ^  — ^ —  +  -r-7 
hrieben  werden  (vergl.  Art.  309),  was  auf  den  engen  Zusammenhang 
!s  Problems  mit  der  wahren  Natur  der  Brennpunkte  hinweist 

Aufg.  4.  Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  welcher  mit  iwe 
gen  v  ^0.  C"  =  0  je  eine  doppelte  Berührung  hat,  nimmt  eio« 
chere  Form  an.  nümlidi  i«'  —  2  ft  (C '  +  C")  +  (C  —  O*  =  ^ 
Berührungssehnen  des  Kegelschnitts  mit  den  beiden  Kreisen  sii' 
h  (f  —  C"  +  fi^^O,  C'  —  C"  —  (t  —  0  dargestellt  und  daher 
llel  zu  einander  und  gleich  entfernt  von  der  Badicalaie  der  Krtüt- 
nan  die  Gleichung  dieses  doppelt  berührenden  Kegelschnitts  auch  11 
Porra  Ci  +  C'i  =  n^  scbreibeu  kann,  so  ist  der  Ort  eines  Pari- 
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tes.  ffir  welchen  die  Summe  oder  Diflerenz  der  Tangenten  zu  zwei  ge- 
gebenen Kreisen  constant  ist,  ein  Kegelschnitt,  der  mit  diesen  Kreisen 
je  eine  doppelte  Berührung  hat.  Denken  wir*  beide  Kreise  als  unendlich 
Ueio,  so  erhallen  wir  die  Eigenschaft  der  Brennpunkte  des  Kegelschnitts 
nicksichtlich  der  Summe  und  Diflerenz  der  Radien  vectoren.  Nehmen 
wir  ft  dem  Quadrate  des  Abschnittes  gleich,  welcher  zwischen  den  beiden 
Kreisen  auf  einer  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangenten  liegt,  so  bezeichnet 
die  Gleichung  ein  Paar  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  beider  Kreise. 

Aufg.  5.  Man  löse  nach  dieser  Methode  die  Aufgaben  über  die  Be- 
stimmung der  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu  Kreisen  in  Art.  143, 144. 

Aufl.     Aufg.  1.    (fi  -f  C"i  =  4  oder  =  2. 

Aufg.  2.    (/*  +  C"i  =  1  oder  =  (—  79)i 

Aufg.,  6.  Drei  Kreise  sind  gegeben  durch  C'=0,  (/'=0,  ^"'=0; 
siad  dann  Xi  =  0,  1/^  =  0  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu 
C  =  0,  Cf"  =  0;  ebenso  oTj  =^  0.  yj  =  0  die  zu  C"  =  0,  C'  =  0 
und  oTj  =  0,  yj  =  0  die  zu  C=  0,  C"  =  0  und  gehen  or,  =  0, 
Xf=0,  0:3=0  durch  einen  Punkt,  so  gehen  auch  yj=0,  ^2^=^^»  ^3^^^ 
durch  einen  Punkt.     Denn  sind  die  Gleichungen  der  Paare  gemeinsamer 

Tangenten  C'^  +  5"'^=  {,  C"i  +  C*  =  t'\  C*  +  C"^=r,  so 
ist  die  Bedingung,  unter  welcher  iCj  =  0,  0:2  =  0,  x^  =  0  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  f '  jf  /"  =  i"'  und  man  sieht,  dass  mit  der  Er- 
füllung dieser  Bedingung  auch  y^  ==  0,  ^2  =  ^»  ^3  ^=^  ^  ^^^^  ^^  einem 
Punkte  schneiden  müssen. 

Aufg.  7.  Daran  knüpft  sich  die  Lösung  des  Problems  von  M  a  1  f  a  1 1  i : 
Drei  Kreise  zu  bestimmen,  die  einander  berühren  und  deren  jeder  zwei 
Seilen  eines  gegebenen  Dreiecks  zu  Tangenten  hat.  Steiner  gab  die 
Losung:  Man  zeichne  die  eingeschriebenen  Kreise  der  Dreiecke,  welche 
ron  je  einer  Seite  des  gegebenen  Dreiecks  und  den  Halbirungslinien  der 
anliegenden  Winkel  gebildet  werden;  da  diese  Kreise  drei  gemeinschafi- 
üebe  Tangenten  haben ,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  so  gehen  auch  ihre 
andern  gemeinschaftliclien  Tangenten  durch  einen  Punkt.  Diese  sind  die 
gemeinschafllichen  Tangentefi  der  gesuchten  Kreise. 

Aufg.  8.  Der  Salz  der  vorigen  Aufgabe  iSsst  sich  auf  Kegelschnitte 
fibertragen,  welche  mit  einem  gegebenen  Kegelschnitt  in  doppelter  Be- 
rührung sind. 

Drei  Kegelschnitte  S  —  ir^^  =  0.  5  —  a^j^  =  0,  S  —  x^^^  =  0, 
die  mit  einem  gegebenen  Kegelschnitt  eine  doppellc  Berührung  haben, 
werden  von  drei  gemeinschaftlichen  Sehnen ,  die  ein  Dreieck  bilden ,  wie 
OTj  -f  ^2  =  0,  0^2  +  3^3  =  0,  0:3  +  arj  :=  0  in  sechs  Punkten  ge- 
schnitten, die  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  Denn  es  ist 
S  +  x^x^  +  x.^oc^  +  x^x^  =  (S  —  ari^)  +  (xi  +x.^)  (o;,  +  x^). 
Liegen  also  Yon  jenen  Punkten  drei  in  einer  geraden  Linie,  so  liegen  die 
andern  gleichfalls  in  einer  geraden  Linie.  Diesem  Satze  entspricht  nach 
der  Interpretation  der  Gleichungen  in  Liniencoordinaten  der  auf  Kegel- 
schnitte bezügliche  Satz. 

24* 
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318.  In  den  vorigen  Entwickelungen  hat  die  Theorie  der 
Enveloppen  zur  Anwendung  der  Liniencoordinaten  und  damit  ?on 
Neuem  zudem  Princip  der  Dualität  geführt,  zu  weichem  wir 
bei  Betrachtung  der  Coordinatensysteme  im  Art.  81  bereits  ge- 
langt waren.  Eine  Gruppe  von  Aufgaben,  mag  hier  noch  zur 
Uebung  im  Gebrauch  desselben  und  der  Betrachtungsweise  io 
Liniencoordinaten  zusammengestellt  werden. 

Äufg.  1.  Man  soll  die  Gleichungen  der  dem  Fundameotaldreicck 
eingeschriebenen  Kreise  und  des  ihm  umgeschriebeneu  Kreises  entwickeln. 
(Vergl.  Art.  157,  160.) 

Die  Gleichung  eines  eingeschriebenen  Kegelschnitts  ist 
^23^2^3  "1"  ^z\^ziv  "J"  ^12^1^2  =  ö  ^"^d  seiiiQ  Bcrühruugspunkte  mit 
den  Seiten  des  Dreiecks  sind  durch  ^xi^^  +  *^i3S3=0.  <^23^3+*^i2^i=^^' 
cTgtSi  +  «23 fe  =  ^  dargestellt;  ihre  geraden  Verbindungslinien  mit  den 
Gegenecken  des  Dreiecks  gehen  durch  einen  Punkt  von  der  Gleichung  ; 

'^12^31^1  +  "23^12^2  ■!■  ^^31^23^3  ^^  ^'  ^"'*  ^^^  eingeschriebenen 
Kreis  ergiebt  sich  für  2  s  als  den  Umfang  des  Fundamental dreiccb 
die  Gleichung  der  Berührungspunkte  in  der  Form  • 
[s  —  53)  ^2  +  (*  —  ^2)  ^3  =  ^»  ^^^'  ""^  damit  die  Gleichung  des  ein- 
geschriebenen Kreises  [s  —  s^  ^2  S3  +  (*  —  ^2)  ^3  Si  +  (* — ^3)  5i  I2  =^  ^' 
den  äusscrlich  berührenden  Kreisen  entsprechen  Gleichungen  von  der  Fom 

—  «I2I3  +  (*  —  h)h^\  +  («  —  *2)SiS2  =  Ö.  etc. 
Die  Gleichung  eines  dem  Fundamenlaldreieck  umgeschriebenen  Kegel- 
schnittes ist 
«iV+«2'^2H«3'^J3^-2a2«3feSs-2a3aJ3li  — 2of,ofj|i^=0; 

die  Tangente  im  Punkte  §,  =  0  ist  durch  J^  =  0  und  »212 — ^3^3  =  ^ 
dargestellt  und  da  sie  für  den  umgeschriebenen  Kreis  die  Relalioo 
«2^12  —  ^3*^3  =  ^  erfüllen  muss,  so  muss 

^l    5l     r*2   »2   "^*3   53  — 2*2    *3   52b3 — '^  H   ^1   »3  5l "Sj    S^   Si  52^^^* 

oder  +  ^iSi^  +  52^2^  i  ^sls^  =  ö  sei'ie  Gleichung  sein. 

Aufg.  2.  Man  soll  den  Pol  einer  geraden  Linie  S/,  ^,  S3'  oder  t 
und  die  Schnittpunkte  mit  einer  geraden  Linie  für  diesen  eingeschriebeneD 
Kreis  bestimmen. 

Die  Gleichung  des  Pols  ist 

!,{(«-  %)  I2'  +  {«  -  H)  ii)  +  I2  {(s  -  h)  13'.+  («  -  »a)  «•'} 

+  S3  {(s  -  «2)  li'  +  (s  -  «1)  I2'}  =  0. 

die  Gleichung  des  Centrums  also  s^  ^^  +  *2  ^2"!"  *3  ^3 =^-  ^""*  **'^  Dnrdi- 
schnittspuukte  des  Kreises  speciell  mit  der  unendlich  entfernten  geraden 
Linie  erhält  man  die  Gleichung 

s  {(*-«.)  I2  53 + (*-*2)  I3  ii + («-«3)  Si  I2}  -  (*'  ^i-+£«^»i»y =0 

oder 


r 


Probleme  für  Gleichungen  in  Tangentialcoordinaten.     Art.  318.  '373 

Das  Kriteriui;n  des  Art.  317  zeigt  in  der  Tliat  die  Zerlegbarkeit  dieser 
Gleichung  in  lineare  Factoren  an;  denn  die  Determinante  derselben  wird 
1  —  2  cos  A^  cos  A.^  cos  A^  —  cos  ^  A^  —  cos  ^  A2  —  cos  ^  A^  und  ist 
also  für  die  Winkel  eines  Dreiecks  wirklich  immer  gleich  Null. 

Bezeichnet  man  den  für  die  imaginären  Kreispunkte  gewonnenen 
Ausdruck  durch  Ä*  =  0,  so  ist  Ä*  =  Jüf ^  die  Relation  der  Aufg.  2 
des  Art.  79,  welche  die  senkrechten  Abstände  einer  geraden  Linie  von 

den  Fundamentalpunkten  stets  erfüllen  und  für  -r^  =  Sl   ist   Sl  =:  1 

eine  Relation,  durch  welche  (vergl.Art.  69}  nicht  homogene  Gleichungen 
in  homogene  Form  gebracht  werden  können ;  man  führt  einen  Factor  f  in 
die  Gleichung  ein  und  eliminirt  ihn  durch  die  Relation  ^^  =  Sl.  Die 
Gleichung  eines  Kreises  vom  Halbmesser  r  und  dem  Mittelpunkt 
Zoi^  ==  0  Ist  durch  £cci^i  =  rZccf  dargestellt  und  wird  durch  Multi- 

pllcation  mit  l^  =z  Sl^  auf  der  rechten  Seite  homogen  und  durch  Qua- 
driren  entwickelt  zu  (2;'of,|,)'^  =  r^  {Zaij^Sl, 

Aufg.  3.  Sind  00'  =  0 ,  00"  =  0  die  Gleichungen  der  imaginären 
uoendlich  entfernten  Kreispunkte,  ist  also  ma/'  =  52,  so  sagt  eine  Glei- 
chung von  der  Form  i/j  ^2  =  ^  «^  =  const.,  in  welcher  i^j  =  0.  ri2  =  0 
die  Gleichuugen  von  Punkten,  d.  h.  lineare  homogene  Polynome  in  den  g 
darstellen,  aus,  dass  für  einen  Kegelschnitt  das  Product  der  normalen  Ab- 
stände einer  Tangente  von  den  Brennpunkten  constant  ist.  (Vergl.  Art.  195 ; 
315,  Aufg.  2.)  Denn  sie  repräsentirt  einen  Kegelschnitt,  der  einem  Vierseit 
etogesch rieben  ist,  das  die  imaginären  Kreispunkte  zu  einem  Paar  von 
Gegenecken  hat  und  dessen  Brennpunkte  also  17^  =  0,  9/2  =  ^  ^''^^l- 
Fallen  diese  zusammen ,  so  ist  i/j^  =  const. ,  d.  h.  alle  Tangenten  sind 
von  dem  dann  vorhandenen  Doppelbrennpunkt  (Centrum]  gleich  weit  ent- 
fernt. Oflenbar  kann  diess  Zusammenfallen  nur  eintreten,  wenn  zwei 
Gegenecken  des  Vierseits  dem  Kreise  selbst  angehören. 

Aufg.  4.  Wann  stellt  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  in 
Lioiencoordinaten  einen  Kreis  dar? 

Nach  der  vorigen  Aufgabe  hat  ein  Kreis  vum  Centrum 
*jSi  +  ''2^2  +  *^afe  ^^  ^  ®^°®  Gleichung  der  Form 

Vdl— IJ  (ll-y +  »2^(12-13)  (I2-I1)   +  V(l3-Il)  (I3-I2) 

=:(aj|]  -|-  a.^^  +  0^3 §3)  und  die  Bedingungen  des  Kreises  ermöglichen 
die  Identität  einer  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  mit  dieser  Form; 
für  ffjjgi^  ^  „^^1^2  ^  ^^^1^2  ^  2  «23^213  +  etc.  =  0  sind  die  Re- 
lationen Folge  der  Coefficienteuvergleichung 

«,*  —  «1* «,•  —  a,* 53*  —  «3* A'i'  —  s^^  —  gs'   —    2gtCg3 

«11                  «22                 «33  2a„ 
Ä,*  —  «,'  —  «,*—  2a3ai A3*  —  Äi*  —  «t*  —  2  a,  a, 

äöai  '  2«!, 

Ist  c  der  gemeinsame  Werth  dieser  Ausdrücke,  so  bildet  man  aus 

*i'  —  a,j  c  =  «j^  ^2*3  ^osA^  +  «23^=  -^cc^ce^,  etc.  die  Gleichungen 

^'K2«3.3 — ^23^)  - ^(«22*3^  +  ^'A^^2^  +  2«23^2*3  ^^^A)  +  *2^  «3* «iu^^,  =  0 

und 
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oder 

^'^  («31«12— «1 1«23)  +<?  {  *l(*l«fi3+*2  «"'OS^S  «31  +  *3  «OS^j  «I2)  "  Vj^OSiiOfi,  ^ 

—  «1*^  ^2  ^3  sin  A2  sin  -^43  =  0 ; 
Gleichungen,  welche  durch  50*^53^  sin  J4j^  =  ^1^*2*3  ^^^^  sin ^3  =  Jf' 
vereinfacht  werden  können.    Combinirt  man  sie  mit  den  zwei  Paaren  von 
analogen  Gleichungen,  welche  man  erhalt,  so  findet  man 

(«11  +  ««2  +  «33  +  2a2,  +  2  «„  +  2a,j)  «,« 
und  druckt  als  Bedingungen  der  allgemeinen  Gleichung  für  den  Kreis 

«M«n  —  «st*+«ii«?g  —  «12*  — ^(«8i«i2— «iittta)  

«11^22  -  ai2H-_«2«a33  -  ^n   —  *^(«ig«2^  — «y«ai)   

*2 
«22  «88  —  «23*'+  «83  «11  —  «31*  —  2  («„  a.,,  —  «33  «12). 

*3 

Aufg,  5.  Man  soll  die  Bedingungen  feststellen,  unter  welchen  die 
allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  in  Liniencoordiuaten  eine  Parabel, 
Ellipse  oder  Hyperbel  darstellt. 

0ie  Bedingung  fär  die  Parabel  fordert,  dass  die  Goefßcicnteusumrae 
der  Gleichung  gleich  NuU  sei;  denn  der  unendlich  entfernten  geraden 
Linie,  welche  dann  eine  Tangente  derCurve  ist,  entspricht  die  Coordinalen* 
rclation  ^^  =  £2  =  Is*  Daher  ist  z.  B.  I^lj  =  ^f  die  Gleichung  einer 
Parabel  und  man  erkennt,  dass  das  Product  der  Abstände  von  zwei  Punk- 
ten der  Curve  von  einer  beliebigen  Tangente  derselben  dem  Quadrat  des 
Abstandes  dieser  Letztern  vom  Pol  der  sie  verbindenden  Sehne  gleich  ist 

Die  Unterscheidungscharaktere  für  Ellipse  und  Hyperbel  werden 
durch  die  Untersuchung  der  Realität  der  Schnittpunkte  erhalten;  welche 
die  Curve  mit  der  unendlich  entfernten  geraden  Linie  bestimmt.  WeoD 
ein  Punkt  Eciili  =  0  in  dieser  geraden  Linie  liegt,  so  besteht  unter  deo 
Goefficienten  seiner  Gleichung  die  Relation  £ai  :=  0.  Entwickelt  man 
nun  die  Bedingung,  unter  welcher  jener  Punkt  der  durch  die  allgemeioe 
Gleichung  zweiten  Grades  in  Liniencoordiuaten  ausgedrückten  Curve  ange- 
liört  (Art.  114,  316),  d.  i. 

(«22  «33   —  «23^)  «1^    +    KaO^ll   —    ^u)  "i     +    («11  «22  —    *^i2^  ^t 

+  2  (a3,of,2  —  ßfn«23)  «2«f3  +  2  («12 «23  —  «22 «31)  «3«1 

+  2  («23^31  —  «33^12)  «1«2  =  Ö, 

so  liefert  diese  für  «3  =  —  (a^  +  ct.^  eine  quadratische  Gleichung  zur 
Bestimmung  des  Verhältnisses  cc^  \a^,  und  die  Bedingungen,  nach  welchen 
ihre  Wurzeln  reell  oder  imaginär  sind,  geben  die  analytischen  BediDguDgen 
für  die  Hyperbel  oder  Ellipse  in  Liniencoordinaten. 

319.    Den  Gebrauch  derselben  allgemeinen  Methoden   erläa- 

tern  wir  ferner  noch   durch  die  folgende  Gruppe  von  Aufgaben. 

Aufg.  1.  Man  beweise  folgende  Sätze:  Wenn  zwei  Kegelschnille 
mit  einem  dritten  Kegelschnitt  in  doppelter  Berührung  sind,  so  liegeo  die 
Schnittpunkte  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  den  Polen  der  Sehnei 
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gemeinschaftlicher  Berührung  in  einer  geraden  Linie  und  bilden  mit  ihnen 
ein  harmonisches  System. 

Die  Schnittpunkte  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  drei 
Kegelschnitten ,  welche  mit  einem  vierten  Kegelschnitt  je  eine  doppelte 
Berührung  haben,  liegen  viermal  zu  dreien  in  einer  geraden  Linie.  Wenn 
drei  Kegelschnitte  zwei  zu  allen  gemeinschaftliche  Tangenten  haben»  so 
liegen  die  Schnittpunkte  der  übrigen  jedem  Paare  gemeinsamer  Tangenten 
in  einer  geraden  Linie.    (Vergl.  Art.  283.) 

Äufg.  2.  Der  Form  der  Kegelschnittsgleichung  g^gjsAr^lj^ 
entspricht  fi^|^  —  2f(A-|2  +  ^3  ==  0  als  Gleichung  des  Berührungs- 
punktes der  Tangente  ft,  welche  die  Punkte  |^§i  ==  ^^2*  f^^^2  ^^  ^3 
mit  einander  verbindet.  In  andern  Worten,  wenn  in  irgend  einem  System 
der  Goordlnaten  x,  y\  z\  x\  y\  z  die  Goordinateh  von  zwei  Punkten 
eines  Kegelschnitts  und  x'\  y'\  z"  die  Goordinaten  des  Pols  ihrer  Sehne 
sind,  so  können  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes  desselben  in  der 
Form  |»^a:'+  2 /x Ära:'"  +  x'\  fA^y'+  2 ft ky"'-^ y\  ^^z'+  2 fikz''+  z' 
gesclirieben  werden,  indess  die  Tangente  desselben  die  beiden  Tangenten 
nach  den  Verhältnissen  \k\k,  (ik  :1  theilt  Für  Ar  =  1  ist  die  Gurve 
eine  Parabel. 

Aufg.  3.  Man  soll  den  Ort  eines  Punktes  (die  Enveloppe  einer  ge- 
raden Linie)  bestimmen ,  welcher  (welche)  den  zwischen  zwei  festen  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts  gelegenen  Abschnitt  einer  veränderlichen  Tan- 
gente desselben  (den  von  zwei  festen  Punkten  eines  Kegelschnitts  an 
einem  veränderlichen  Punkte  desselben  bestimmten  Winkel)  nach  gegebe- 
nem Verhältniss  (Sinus- Verhältniss)  m  :  n  theilt. 

Aufl.    Für  ^}|3  =:  k^^  als  Gleichung  des  gegebenen  Kegelschnitts 
ist  die  Gleichung  des  Theilpunktes 
^*{m|2-f  «|,}Ä  +  ,i{fi|,+  mS3+(m4-n)Ä^l2}  +  (n?2  +  m|3)Ä=0 

und  sein  Ort  also  durch 

4*2  [n^,  +  m^^)  (n52  +  ^^3)  =  {nl,  +  m^j  +  (m  +  n)I^^^Y 

dargestellt. 

Aufg.  4.  Wenn  man  von  einem  Punkte  aus,  welcher  auf  einer 
festen  geraden  Linie  fortrückt,  an  eine  Gurve  zweiten  Grades  die  Tangeu- 
ten zieht  und  zu  diesen  und  der  festen  geraden  Linie  in  jedem  Falle  einen 
vierten  Strahl  so  bestimmt,  dass  er  mit  jenen  ein  constantes  Doppelver- 
bäilniss  hat,  so  umhüllen  alle  Lagen  desselben  einen  Kegelschnitt,  der  mit 
dem  gegebenen  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Denken  wir  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  der  Form 

*ii5i^  +  «22^2^  +  «^3353^  +  2  «23  ^2^3  +  ctc  ==  0  uud  lasscu  wir 
▼om  Durchschnittspunkte  der  geraden  Linien  ^,  17  (d.  i.  von  den  Goordiua- 

^^  li»  §2'  S3I  '»7i»  ^2'  %)  d»®  %^Y^^^  Linie  ik^  +  fti/j»  ^^2  +  f*^2' 
^^3  +  fA%  ausgehen  (Art  67),  so  ist  sie  Tangente  des  betrachteten 
Kegelschnitts,  wenn  die  Substitution  ihrer  Goordinaten  für  |j ,  ^2  •  ^%  sei- 
ner Gleichung  Genüge  leistet.  Die  Substitution  liefert  eine  Gleichung 
von  der  Form  ^^2:'  +  2AfAl7  +  ft22r'  =  0,  in  welcher  2'  die  linke 
Sdte  der  Kegelschniltsgleichung  mit  den  gegebenen  Wertheu  |,  2"  die- 
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sulbe  mil  den  gegebenco  Wertlien  i)  und  II  ein  in  |  sowohl  als  in  i) 
linearer  Ausdruck  ist.  namtich 

Jene  Glerchunt,'  giclit  fQr  l-.fi  zweiWenhe,  welche  in  J|[  +  (iij,,  «ic. 
eingesetzt  die  CoordinalcD  der  Tangenten  liefern.  Sind  diese  Wcrthe durch 
1  und  b  und  ist  das  gegebene  Uoppelverhillniss  durch  d  bezeichDet,  m 
ist  entweder  a:ft=^rfoder  Aro^rf,  d.i.  a  —  fcrf^O  oder  ft  — ad=0, 
so  daas  («  —  bd)  {b  —  ad}  =  0  oder  a6  (1  +  rf=)  =  {a»  +  *1rf 
und  daher  auch  oft  (1  +  rf]''  =  (h  +  (.)'d  ist. 

Setzt  man  nach  der  Tfieorie  der  Gleicliungen  für  das  Product  der 
Wurzeln  und  für  üirc  ßumme  die  Wertlie,  so  crf>ieht  sich  als  Gleichung 
der  Enveloppo  £l"  (1  +  rf)*  —  4dl7*  =  0.  Denkt  man  ij  als  be- 
kannt, so  ist  £"  eine  Conslante  und  kann  mit  den  ührigen  ConslanM 
zusaqimeu  in  einem  Zeichen  v  vereinigt  werden,  so  dass  dun 
JE  +  vJT^  =  Ü  die  Glcicliung  der  Envcloppe  ist.  Sie  slelll  ein  System 
von  Ke^tel schnitten  dar,  welche  mit  dem  festen  Kegelschnitt  £  =  Oätt 
<lappeltc  Berüiirung  lial)cn ,  fQr  welche  der  Punkt  11  =  0  der  Pol  iler 
Berühr ungsseline  ist.   (Vergl.  Art.  272.) 

^ufg.  5.  Man  soll  ein  Polygon  conslruiren ,  wcldies  einem  feslu 
Kcfclschnilt  umgeschrieben  ist  und  dessen  Ecken  je  eine  in  einer  ge- 
gebenen geraden  Linie  liegen.   (Vergl.  Aufg.  6  in  Art.  308.) 


Neunzehntes  Kapitel. 

Von  der  allgemeinen  homogenen  Gleichung 
zweiten  Grades. 

320.   Es  giebt  keinen  Kegelschnitt,   dessen  Gleichung  nirhl 
in  der  Form 

geschrieben  werden  kann.  Denn  diese  Gleichung  ist  vom  zndM 
Grade  und  neil  sie  fünf  unabhängige  Constanten  enthält,  ro  küartni 
wir  diese  Constanten  so  bestimmen,  dass  die  Curvc,  velcbe  at 
darstellt,  durch  fünf  gegebene  Punkte  gebt  und  daher  mit  einem 
beliebigen  gegebenen  Kegelschnitt  zusammenfallt.  Die  so  ge- 
schriebene Gleichung  in  Irimetrischea  Punktcoordinaten  enlAäH 
die  Gleicliuiig  in  Cartesiscben  Coordinaten  als  einen  specielleD 
Fall;  wir  erhalten  ihn,  wenn  nir  x,  und  x,  durch  x  uod  j>  ^' 
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setzen  und  die  Seite  x^  =  0  des  Fundamentaldreiecks  im  Unend- 
lichen annehmen,  so  dass  0:3  =  1  geschrieben  ^Verden  kann. 
(Vergl.  Art.  69.)  Andererseits  kann  die  Gleichung  ofj  j  Sj^  +  etc.=0 
io  trimelrischen  Liniencoordinaten  jeden  beliebigen  Kegelschnitt 
darstellen,  ^eil  sie  für  fünf  uillkührlich  gewählte  Tangenten  eines 
solchen  erfüllt  werden  kann*). 

In  gleicher  Weise  kann  jede  Curve  von  einer  gegebenen  Ordnung 
mittelst  einer  homogenen  Function  von  demselben  Grade  in  Xi,X2,x.^ 
dargestellt  werden;  denn  man  erkennt  leicht,  dass  die  Zahl  der  Glie- 
der in  der  yollstandigen  Gleichung  n^'"  Grades  zwischen  zwei  Verän- 
derlichen ,   nämlich  — —  -^ (Art.  91),  übereinstimmt  mit  der 

1  *  2 

Zahl  der  Glieder  in  der  homogenen  Gleichung  n'*^"  Grades  zwischen 
drei  Veränderlichen.  Diese  beiden  Gleichungen  sind  daher  gleich 
iahig  irgend  eine  besondere  Curve  darzustellen,  da  sie  dieselbe 
Zahl  von  Constanlen  enthalten. 

Attfg.  Man  soll  die  geometrische  Bedeutung  der  Goefßcienten  der 
allgemeinen  Gleichung  untersuchen. 

Die  Substitution  x^=0  giebt  in  a^iX^^  +  (1.22X2^  +  ^ (^12^ iOC2=0 
die  Gleichung  der  Geraden,  welche  von  der  Ecke  ^3  des  Fundamental- 
dreiecks nach  den  Durchschnittspunkten  ^3,  B^'  der  Gegenseite  A^A2 
mit  dem  Kegelschnitt  gezogen ;  man  erhält  für  das  Product  der  Wurzeln,  die 
Sorome  derselben  und  die  Summe  ihrer  reciproken  Werthe  die  drei  Ausdrücke 

an         's,KAyli~.A,ß^'  a,,    ~  \A,B^   "^    A,B^)s,* 

—  =  i-r^  +  -T^Äi  -   und  somit  durch  Multlplication  der 

on  \Az^B         A^B^  y  «,  ^ 

beiden  letzteren  -"'"'  =  i'^'/'^'^  +  ^^^^'4'  +  2  oder 

«11012         AiBs.A.B^        A^B^.A^B^ 


«.!««        ~    a,b,,a,b;.a^b^.a^b;  ^  ""^  ^"'^  ^3  —  ^3^3  ««^le 

wegen  53  ,B^B^  =:.  A^B^,A2B^  —  AyB^ .A^B^ 

ZU  A^A^  parallelen  Halbdurchmesser,  so  ist  AyB.^.A^B>^\d^^  =  Pi^ 
-^j&j.-^ij-^a'-^iz^  =  ^2»  ^^'®  -^1»  ^2  Constanten  sind  (Art.  112)  und 
man  hat  — *  =  -Vh  »  -^^^^—  =  1  +  ttt^-^-i   und  somit   kann    die 

«II  V^l      «11022  4P,P,V 

*)  Die  besondere  Erwähnung  der  entsprechenden  Interpretation  in 
Tangentialcoordinaten  wird  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  zumeint 
nnterlassen,  könnte  aber  in  allen  Fällen  leicht  nachgetragen  werden; 
das  Vorhergehende  wird  hingereicht  haben,  um  diese  Uebertragung  zur 
selbstverständlichen  Qewohnheit  zn  machen. 


I    'i 


•.*^ 
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Gleichung  des  Kegelschnitts  in  der  Form 

geschrieen- werden,  in  welcher  die  Bedeutung  dert 
raen  ersichtlich  ist.  Für  P^=P^=P^:=0  hat  ma 
umgeschriebenen  Kegelschnitts,  filr  Si^s^=s^= 
cingeschnebenen  Kegelschnitts  respective  in  den  For 

Z*^=«,  E$,^P,x?-\-^£siSjXiXj{l 

und  die  Relation  PiPj  +         ,   =  0  entsprichl  der  Beziehung  an!  eine 

Gruppe  harmonischer  Pole,  weil  die  liarmonische  Theiluog  von  A^A^ 
durch  B^,  B^  die  Relationen 

s^.BgB^'^  -  2AjB^'.AjS^,  s^.B^B^'^^iA^B^.A^B^  tinidtmi 
Sj*.  BzBf= — AA^B2■A.B.^  .A^B^.A^B^  WcttTl.  Die  Coefficienlen 
jener  Gleichung  haben  also  scPj  zum  geometrischen  Aasdruck. 

321.  Da  nach  Art.  67  die  CuordiDateDwerthe  irgend  eines 
in  der  geraden  Verbindungslinie  von  x  und  x"  liegenden  Punktes 
von  der  Form  Ja:,'  +  mx{',  Ixj  +  mxj",  Ix^'  +  mxj"  sind.  « 
können  die  Punkte,  in  welchen  jene  Gerade  irgend  eine  Gurre 
schneidet,  durch  die  Siibslilution  dieser  Wertlie  an  Stelle  der 
Veränderlichen  in  ihre  Gleichung  hesümmt  werden ,  indem  man 
die  aus  der  resulUrenden  Gleichung  entspringenden  Wertbe  des 
Verhältnisses  I :  m  ermittelt. 

So  werden  (vergl.   Art.  110]   die   Durchschnittspunkte  Jen» 
geraden  Linie  mit  einem  durch  die  allgemeine  Gleichung  darge- 
stellten Kegelschnitt  durch  die  quadratische  Gleichung 
/^(«„a.,''+  a^xP  +  a3,x^'^+  2  a,^x,-x^-+2a,,Xi'x,'+  a«,,:^,^) 
+  ^tm  {a,tx,'x,"  +  a,^X3'x.i'  +03^X3  x^"+aj^{XjX3"  +x,''xy 

■+  033^:3"^+  2a^^X2"x3"+  2o3,a:j"ar,'  +  2ajjXi"x^")  =0 
bestimmt,  die  wir  in  Gebrauch  leicht  verslindlicher  Abkümu^c 
in  der  Form  l'S'  +  2lmP+m^S"=0  schreiben  wollen,  ffen 
der  Punkt  x'  in  der  Curve  liegt,  so  verschwindet  S*  und  di 
quadratische  Gleichung  reducirt  sich  auf  eine  lineare,  ihre  .lul 
lOsung  für  /:ni==:— S":2i>giebt  für  die  Coordinaten  des  Pnnhtc! 
in  welchem  der  Kegelschnitt  durch  die  gerade  Linie  von  eineii 
seiner  Punkte  x'  nach  einem  willkürlich  ausser  ihm  gewiblt« 
Punktea:"gcschnitten  wird,  die WertheS"a:,' — 2Px",S"xj—2Pxi' 
S"«,' — iPx«';  dieselben  reduciren  sich  auf  a:,',  x,',  x,',  siAali 


eate  und  Polare.    Art.  322.  379 

P=0  ist;  d.  h.  wenn  die  Coordinateii  x",  x.^',  x^'  die  Gleichung 
a^x^x^  •Yo^-iX.iX2  'V'^i^^y^z  "■'"jat^i^s  t^j  ■'^j)+  "sil-'^j"'^!  4"  •'^3  •'^v 
■{■rl^^{x^x^-\-x^'x^)  =  Q  erfüllen,  ao  schneidet  die  gerade  Ver- 
bioiluDgslinic  der  Punkte  ar'  und  x"  die  Curve  in  zwei  iu  x' 
zusammenrallenden  Punkten,  oder  mit  andern  Worten:  der  Punkt 
x"  lieft  in  der  Tangente  des  Kegelschnitts  im  Punkte  x'.    Die 

,  'ebea  geschriebene    Gleichung    ist   somit   die   Gleichung    der 

I   Tangente  des  Kegelschnitts. 

332.   Aut  Grund  der  vollständigen  STmmetrie  der  betrachteten 

,  Gleichung  nach  den  Grössen  xi  und  Xi  erkennen  wir  wie  im 
Arl.  106,  dass  diese  Gleichung  die  Polare  des  Punktes  x' 
iJarstellt,  sobald  derselbe  nicht  in  der  Curve  liegt.  Wir  können 
iIpd  Dämlichen  Schluas  aus  der  Bemerkung  begründen,  dass  P=i) 
die  Bedingung  ausdrückt,  unter  welcher  die  gerade  Verbindungs- 
linie der  Punkte  x  und  x"  durch  die  Curve  harmonisch  gelbeill 
nird. 

Die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes  x'  kann  iu  der  Form 

x,'(o„a:,  +  a„arj  +  «,3^3)  +  x^(a,^x,  +  «,,x,  +  a^^x^] 

+  x^ (a^^x^•\■a2^x^•\■a^^x^=■Q  geschrieben  werden  und  wenn  mau 

bemerk),  dass  die  in  derselben  auftretenden  trinomtschen  Factoren  von 

x^,  X,',  Xg'  respective  die  Hülflen  der  nach  x,,  xj,  x^  genommenen 

DilTerentialquotienten  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  r^,  - — ,  ^ 

sind,  welche  wir  abkürzend  durchs,,  S^,  S^  bezeichnen  wollen, 
so  geht  sie  in  3;,'S|  +  X2'S2  + x^'S^^O  über.  Insbesondere  ist 
für  a7j'=0,  a;3'=0  die  Polare  des  Fundamentalpunktes  A,  durch 
Si=0  dargestellt*),  die  Gleichung  der  Polare  des  Durchschnitts- 
punktes von  zwei  Fundamentallinieu  vrird  gebildet,  indem  man 
dea  nach  der  Veränderlichen  der  Dritten  genommenen  DilTeren- 
tialquotienten der  Gleichung  des  Kegelschnitts  gleich  Null  setzt. 
Da  die  Gleichung  der  Polare  bei  der  Verlauschung  der  x  mit  den  x' 
nngeänderl  bleibt,  so  kann  dieselbe  auch  in  der  Form 
XfS^' +XjS^'  +  X3S^'=0  geschrieben  werden.    Sie  hat  in  beiden 

*)  Die  DarstelluDg  der   allgemeinen  Qleichnng  zweiten  Orsde«   in 

det  Form  {fl,|j:,-(-n„a4  +  fl|jj:a)»+{aiiff|,  — fl„')j^'  +  2(fl,|fl„— ai,fl|,)3:pi;j 
*f"(''ii''si  —  «n*)j^j'^0,  in  welcher  die  letzten  drei  Glieder  durch  ihr  Ver- 
«chwinden  zvtei  dnrcb  den  Fundamentalpniikt  A,  gebende  Gerade  dar- 
«teilen,  ßiebt  auch  a„3^,-f  ii,t3-,-t-a,j3:3:=0  uls  die  Polare  von  Ai  und 
bekundet  damit  das  Folgende, 


NeunzeliDtes  Kapilel.  Art.  323. 

eil  die  allgemeine  Form  der  Gleichung  der  geraden  Liuk'. 
;e  Vurtausclibarkelt  der  x  und  x  begründet  aber  den  Sali: 
in  der  Punkt  .'c  in  der  Polare  von  x  liegt,  so  liegt  auch  x 
ler  Polare  von  x\  woraus  ferner  folgt,  dass  die  Polare  sie}) 
einen  Punkt  drebt,   d.  h.   ein  Strahlbüscbel  bildet,  nähretHl 

Pul  eine  gerade  Linie  d.  i.  eine  Punktreibe  durchläuft  und 
[ebehrt.  (Art.  108.) 

323.  Wenn'  ein  kegehchnitl  in  ein  Paar  von  geraden  Limen 
inerirt,  so  geht  die  Polare  eines  jeden  Punktes  ihrer  Ebene 
:li  den  Durclischnitl«punkt  dieser  Geraden.  Es  ist  geometriscli 
ibar,  dass  der  Ort  der  harmonischen  Mittel  der  durch  deo 
kt  gehenden  Ftadien  vectoren  die  vierte  harmonische  Gerade 
len  beiden  gegebenen  Geraden  und  der  Verbindungslinie  ihre« 
nittpunkLes  mit  jcnent  Punkte  ist.  Aus  der  Formel  des  leUten 
kels  gebt  auch  hervor,  dass  die  Polare  irgend  eines  Punktes 
lextig  auf  das  Linienpaar  a:, ^0,  x.^-=Q  durch  a.j';r,+Xja;j'=0 
;eBteilt  wird,  die  harmonisch  conjugirte  Gerade  zu  jenen  beiden 
e-Eug  auf  die  Verbindungslinie  x^x^—x^x(=Q  von  Xy=x.=^ 
dem  gegebenen  Punkte.  Wenn  daher  die  allgemeine  Gleiclmng 
Paar  von  geraden  Linien  darstellt,  so  sind  die  Polarea  d«r 
da  mentalpunkte  x.^^=x^-^=Q,  x^^=Xx^^,  Xy^x^=-i) 
1*1  +  «n-"«^!  +  OniTj  =  0,  «1.^3:,  +  ti-^^x.^  +  0,3^-,  =  «. 
H  +  "sa-'^'f  +  "3S*3  =  0  'ä'"^'  gerade  Linien  durch  eioM 
kl;  und  indem  nir  wie  im  Art.  38  die  Bedingung  daffir  diirrb 
Elimination  von  x, ,  ;c.,,  x.^  znischen  diesen  Gleichungen  aus- 
sen, erhalten  wir  die  früher  durch  andere  Methoden  gefun- 
e  Goentcientenrelalion ,  welche  erfüllt  sein  muss,  damit  <fic 
ünieine  Gleichung  zweiten  Grades  ein  Paar  von  geraden  Linien 
:lelle,  in  der  Form  einer  Detcrminanle 
,«11.  "iii  «ij . 
"in  <i;2<  '*-a    ^=  ^  (mit  ä(,' =?  fljf)  und  entwickelt 

l";«)   "321    "33  ' 

''ii"ji'>j3+2(ijjaj|a,2      "uOja       "«'''31       "ss^ii  ^^''■ 
nennt  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  die  DiscriminanK' 
Gleichung  des  Kegelschnitts*)  und  wir  werden  sie  im 
;enden  stets  durch  den  Ruchstaben  ä  bezeichnen. 

■)  Wenn  allf;eiaein  eine  homofjene  Function  von  einer  beliebi^n 
tili  von  Veränderliclien  nach  einander  in  Bezog  «uf  nlle  diese  Virii- 
differentiirt  und  «wischen  den  resiiltirenden  Gleichungen  die  Elimi- 


Die  Discrimiuante  und  der  Doppelpunkt.    Art.  323.  381 

Nach  Art.  76  ergiebt  sich  für  den  Fall  ihres  Verschwindens, 
d.  b.  wenn  der  Kegelschnitt  der  allgemeinen  Gleichung  in  ein 
Paar  von  geraden  Linien  degenerirt,  zwischen  den  Coordinaten  des 
Durcbschnittspunktes  dieser  Geraden  die  sie  bestimmende  Relation 

Aufg.  Wenn  man  einen  Kegelschnitt  durch  die  allgemeine  Gleicliung 
tf,!«!^  +  . ..  +  2ai2^iX.2=0  und  eine  geradeLinie  durch  die  Gleichung 
0(0:1-1-02^2  H~  ^3^3=0  darstellt,  so  schneiden  die  Polaren  der  Funda- 
mentalpunkte aj^x«4~Oi2^2H~Oi3^3=G,  a^iX^-i-  ...=0j  a3|a:j+...=0 
die  gegebene  gerade  Linie  in  Punkten 

and  die  geraden  Linien,  die  man  von  diesen  nach  den  Eclcen  sell)st  ziehen 
kann,  sind  durch  X2((i\i(i'2 — '^i 2^1) ^=^^3(^13^1 — ^11%)» 

0:3  («2203  ~  Ö23'^2)  =  '^l  (^12  ^2  ~"  "22  «l)» 
^1  («33  «1  —  «1 3  «3)  =  ^2  («23  «3  —  «^33  «2) 

dargestellt  und  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  wenn  die  Goefficienlen  a] 
in  der  Gleichung  der  geraden  Linie,  sagen  wir  lieber  ihre  Coordinaten  $,- 
die  Bedingungsgleichung  erfüllen  (011^2  —  «12^1)  («22^3 —  «23^2) 
(«saSi  — «i353)=(«i3^i  — «11S3)  (0I252  — «22S1)  («23^1—  «33I2)   oder 

2(«11Ö22«33  — «12  «23  «13)^1^2^3 +  «11  {^13  52^3^  +  ^12^2^13} 

+  a22\-^125s5l   "t" -^2353  5l/ "1"  «33  {-^23  öl  52    "t'-^JSSl    52}  =  ^^ 

die  gerade  Linie  umhflllt  dann  eine  Gurvc  dritter  Classe.  Diese  Enveloppe 
kann  zerfallen  in  einen  Punkt  und  eine  Enveloppe  zweiter  Classe ,  d.  i. 
ihre  Gleichung  identisch  sein  mit 

iß\ii+  ß2^  +  ß3^2){ßi2^i^2  +  ß23^2k  +  ßi^^3^i)'^  <^»ess  bedingt  die 
Relationen  /323/?i  +  ^nft  +ft2/^3=2(aiia22«33  — «12«23«13)  ^ 

ri3Fl^=^«22-^12»    rl2Pl^^«33-^l3'    Pl2  P2=^«33'^23»     P23r2^^^«Il -^12  ♦ 

P23r3==«U^13»    ft  3  P3==^  «22-^23- 

Man  erhall  ^23  =  ^-,  ßi=j^'A3'A2y  ß^i  =  "^f]^»  ß^— k  '  "^^^  ^^23» 
^j2  =  -^^,    /J3  =      .  ^23-^13  3"s   den   sechs   letzten  Gleichungen 
und  reducirt  damit  die  erste  derselben.    Man  erhält 


nstion  der  Veränderlichen  vollzogen  wird,  so  nennt  man  diess  Resultat 
der  Elimination  die  Discriminante  dieser  Function.  So  ist  insbesondere 
die  Bedingung,  unter  welcher  eine  algebraische  Gleichung  [/=0  zwei 
gleiche  Wurzeln  besitzt,  das  Verschwinden  ihrer  Discriminante;  denn 
wenn  man  durch  Einführung  einer  neuen  Variabcln  ,v  die  Gleichung 
homogen  macht,  so  wird  die  fragliche  Bedingung  erhalten,  indem  man 

(}[/  d  u 

zwischen  den  Gleichungen  -^  =  0  und  .:—  =  0   die  Grössen  x  und  y 

ex  dy 

eliminirt. 


'.Vi»"'*^ 


ff-: 


n 
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+  ^  \~f-  +  ^  +  ^1  =  ö  ««*'  ^'"''ch  Substitution  der  Wcrlhe 
Jenes  Zerfallen  tritt  also  ein  für  J  =  0  und  1  +  ^  +  -f*  +  ^=0. 


Die  Gleichung  der  Enveloppe  ist  ^£  +  A  +  jaj  ^|i^  g^g^  +  J  j^t^ 

+   f  \k  &  )  =  0  and  zerfällt  also  in  einen  Punkt  und  einen  dem  Drei- 

eck  eingeschrieb  een  Kegelschnitt.   Für  z/=0  fSllt  der  Punkt  mit  dem 
Doppelpunkt  des  gegebenen  Kegelschnitts  zusammen. 

324.  Die  Ergebnisse  des  Art.  76  wenden  mr  ferner  an  auf 
die  Frage  nach  der  Bestimmung  der  Coordinaten  des 
Pols  einer  Geraden  a^x^^-^- a^k^^-^- a^x^^=i^  in  Bezug  auf  den 
durch  die  allgemeine  Gleichung  dargestellten  Kegelschnitt.  Siod 
a:/,  iFj',  x^  die  gesuchten  Coordinaten,  so  gelten  die  drei  Glei- 
chungen (für  welche  aij=aji  ist)   a^^x^'  +  «12^2'  "J"  ^13^3' ^=^^1» 

%i^'  +  «22^2'  +  ^23^3'  =  «2»  «31^/  +  ^32^2'  +  «33 ^3=  äs- 
endem wir  sie  für  a?,',  x^^  x{  auflösen,   erhalten  wir  nach  der 

im  Art.  323  festgesetzten  Bezeichnung  der  Discriminante 

dA  dA  dA 

=  («22^33  —  «23^)  ^^1   +  («23<^13  ~"  «33 «12)^2  +  K2«23  "*"  ^2^\^^ 

dA  dA  dA 

==(«23«13  —  «33«12)«1   +  (a33«11  —  «13^)«2+  («13«12  "~  «11  «23.>*3' 

dA  dA  dA 

=  («12«23  "-  «22«13)«1    +   («13«12—  «11  «1 3) «2  +  («11  «22""  «1 2^5* 

Die  Coordinaten   des  Pols  sind  also    respective  zu  den  Grdsseo 

^ll«l+  ^12«2  +  ^13«3»    ^12«l+^22«2+^23«3>    ^13«1+ ^23«2+^M^ 

proportional;  sie  sind  stets  reell,  so  lange  die  gerade  Linie  es 
ist  und  umgekehrt:  Jedem  Pol  entspricht  also  eine  Polare  uihI 
jeder  Polare  ein  Pol.  (Vergl.  Artikel  114.)  Da  insbesondere  der  Pol 
einer  Tangente  des  Kegelschnitts  ihr  Berührungspunkt,  also  eio 
Punkt  dieser  Tangente  selbst  ist,  so  erhalten  wir  durch  £iasetien 
dieser  Coordinatenwerthe  an  Stelle  der  Veränderlicben  in  die  Glei- 
chung der  Geraden  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Gerade 
a^x^  +  020:2  +  «30:3=0  den  durch  die  allgemeine  Gleichung  darge- 


Die  Coordinalea  und  die  Gleichuug  des  Pols.   Art.  324.        383 
stelllea  Kegelschnitt  berührt,  in  der  Form 

4l«l^  +  -^22  V  +^33«3^  +  2^23 «2«3  +  ^^13  «3^1  +  2^,2«1Ö2  =  Ö, 

oder  för  g,  Xi  +  . . .  =  0  als  Gleichung  der  Geraden  in  A^^  1^^+  •  •  • 
+  2y^j2lt^2=^  ^^^  ^'^^^hung  des  Kegelschnitts  in  Tangentialcoor- 
dinaten  wie  früher. '  Diese  Entstehung  der  Tangentialgleichung  kann 
auch  dadurch  ausgedrückt  werden,  dass  man  sagt,  sie  sei  das  Resul- 
tative  der  Elimination  von  x^\  x^,  x^  und  q  zwischen  den  ^fer 
Gleichungen,  denen  die  Coordinaten  des  Pols  genügen  müssen, 
«iia^i'  +  «i2 V+  «ia^3'+?5i=0,  a^2^(+a^^x^+a^x^+Ql^=0, 

«13^/ +  «23^2' +  «33^3+^53  =  ^»    Sl^l'+^a^2'  +  ^3^3'  =  ^- 

Dann    erhält    man    sie    nach    Artikel    72    in    der    Form    einer 

Ojl»    ^12»    ^13>    »1 


Determinante 


=  0.    Sie  soll  überall  im  Fol- 


^12'    ^22»    ^23»    «2 

^13'    ^23»    ^33»    53 

bi  >       §2  '       »3  •     ^ 

genden  durch  das  abkürzende  Symbol  Z=0  bezeichnet  werden, 
so  dass  27=0  dieGleicjiung  des  Kegelschnittes  in  Linien- 
coordinaten  ausdrückt,  dessen  Gleichung  in  Punkt- 
coordinaten  5  =  0  ist.  Man  sieht  sofort,  dass  die  Coordinaten 
des  Pols  der  Geraden  IjoTj +§2^2  +  ^3*3==^  ^^  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  ^  =  0  bis  auf  einen  gemeinschaftlichen  Factor  durch 
die  in  Bezog  auf  ^j,  I2?  £3  respective  gebildeten  Differentiale  von 
2*  ausgedrückt  werden ,  also  entsprechend  der  Bezeichnungsweise 
des  Artikel  322  durch  Zy^  2^^  2*3.  Ebenso  wie  dann  dort  die 
Gleichung  der  Polare  eines  beliebigen  Punktes  dargestellt  ward 
durch  XySy'+X2S2+x^S^'=0,  so  erhält  man  jetzt  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  Gerade  ayXy  +  «2^2  +  ^3^3==ö  (li  ^1  +  •  •  •  =  0) 
durch  den  Pol  von  a^'xy  +02^2  +  a^'x^=0  (S/o:,  +  ...  =0)  hin- 
durchgeht, in  der  Form  a^S^  +  a^Z^  +  «3!^'  ==  0  oder 
$i^i'  +  52-^'  +  S3^8'=^'  d.  h.  diese  letztere  ist  dieGleichung 
dieses  Pols  in  Linien-Coordinaten. 

Und  die  Bedingung,  unter  welcher  zwei  gerade 
Linien  |,a:|  +  . . .  =  0,  i^Xy  +  ...  =0  in  Bezug  auf  den 
durch  die  allgemeine  Gleichung  dargestellten  Kegel- 
sehüitt  einander  conjugirt  sind,  d.h.  unter  welcher  die 
eine  dieser  Geraden  den  Pol  der  andern  enthält,  kann  offenbar 
in  jeder  der  beiden  äquivalenten  Formen  1/2*1  + 12'^2  +  53-^3=0» 
ij^/  -f  Ij-^j'  +  13-^3'==^  geschrieben  werden.  Das  Nämliche 
ergiebt   sich  als  Folge  des  Princips  der  Dualität. 


[■'  ^•!F■•'>■•l  1"    .-  ■  1"" 


1^- 


'i 


384  Neunzehn les  Kapitel.  Art.  324. 

I 

I 

Aufg.  1.    Mau  soll  die  Coordinaten  des  Pols  der  Geraden 
Si^i  +12^2  +  ^3^3=^^  *"  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
{fiiX ^p+ [02X2)^ -{- {a^x^)i  =  0  (\rl,  IQO)  bestimmen.    In  diesem  Falle 
ist  nach  dem  a.  0.  die  Tangentialgleichuug  01^2^3  +  ^2^3^i  + "3^1  S2=^' 
die  Coordinaten  des  Pols  sind  also 

Aufg,  2.  Den  Ort  des  Pols  der  Geraden  J,  x^  +  $2^2  "t"  ^3^:5=0 
in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  zu  bestimmen»  ffir  welchen  drei  Tangen- 
ten und  eine  andere  Bedingung  gegeben  sind. 

Wenn  wir  die  vorhergehenden  Gleichungen  für  a, ,  a^,  a^  auflösen, 
so  finden  wir  «j,  «2»  ^3  ^"  Grössen  |i(l2^2'  +  ^3^3'  —  ^i^i)' 
§2 (^3 ^3'  +  Si ^i—  ^2 ^2) '  ^3 (Si^i'  + 12 ^2  ~ ^3 ^3')  proportional. 

Die  Gleichung  {a^x^p  +  {«2^2)^  +  {<*3^3)^  =  ^  bezeicimet  aber 
einen  Kegelschnitt»  der  die  drei  Fuudamentalliuien  0:^=0,  X2^=^,  ^3=^ 
berührt  und  eine  vierte  Bedingung,  welcher  der  Kegelschnitt  geoägeu 
muss»  begründet  eine  weitere  Relation  zwischen  (Zj,  a.2%  a^,  aus  welcher 
durch  Einsetzen  der  eben  angegebenen  Werthe  die  Gleichung  des  Orles 
hervorgeht,  den  der  Pol  von  l^x,  +  ...  =  0  beschreibt.  Schreiben  wir 
[t;  für  §1 ,  I2)  £3  ^i^  Seitenlängen  s^^  $2,  53  des  Fundamentaldreiecks  respec- 

tivc»  so  erhalten  wir  in  derselben  Gleichung  den  Ort  des  Cenlrums.  So 
schiiessen  wir  aus  dem  Nachweis  des  Art.  160,  dass  der  Kegelschoilt  die 

Gerade  A^Xi  +  A^x^^ ^2X0  =  0  berührt,  wenn  -y  -{-  ^-  +  t^' 

f  jetzt,  dass  der  Ort  des  Pols  der  Geraden  liiCj  +^2^2  +S3^'3=0  in  Be- 

|;.^  zug  auf  den  die  vier  Geraden  x^=0,  ir2==0, 0:3=0,  ^jiCj +^2^2"f"^3^3^^ 

f-  berührenden  Kegelschnitt  die  durch 

ji  Ai  A^  A^ 

l  dargestellte  gerade  Linie  ist. 

Oder  weil  der  Kegelschnitt  durch  den  Punkt  x    geht,  wenn  die 

Bedingung  [a^x(^  +  (02^2)^  +  (<^3^3')-=ö  erfüllt  ist,  so  ist  der 
Ort  des  Pols  der  Geraden  l,^x^  +  ^^^i  +  13^3=^  ^^  Bezug  auf  die  Kegel- 
schnitte, welche  die  Geraden  ic,  =0,  a;2=0,  0:3=0  berühren  und  den 
Punkt  X  enthalten ,  durch 

{gia:/(^a:2  +  %^x^  —  Si^^i)}*  +  {S2'^2'(S3^3  +  ^\^\  —'k^\^ 

+  03^3'(Si^i +^2^2—13^3)  }^  =  0 
ausgedrückt,  d.  h.  dieser  Ort  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  dieGeradeo 

berührt.  Wenn  man  den  Ort  des  Gentrums  sucht,  d.  i.  bei  Ersetzung  der 
I,-  durch  die  5,-,  so  sind  diese  Geraden  die  geraden  Verbindungslinien  der 
Mittelpunkte  der  Seiten  des  von  ä:i=0,  0:2=0,  a:3==0  gebildeten  Dreiecks. 

Aufg,  3.    Man  soll  die  Coordinaten  des  Pols  der  geraden  Linie 
£1  ^'1+52^2+^3^3=^  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  von  derGleichuiH? 

^23^2^3  +  ^'s\  ^3^1  +  ^12^1  ^2^^^^  bestimmen. 

Nach  Art.  157  ist  in  diesem  Falle  die  Gleichung  in  Tangen tialcoonlroaten 


r 


Coordinaten  und  Gleichung  des  Pols.    Art.  325.  385 

die  Coordinaten  des  Pols  sind  daher  x{  ==  öjn  (^23  Si  —  <^u  5? — ^12  ^3)» 

^=Ö3t{a3lfe  — ÖJ2^3  —  «23^1)»    ^3'=«I2(«12&  —  «23^1  ""  Ö31,fe)- 

Sbu  hat  also  «310:3  -|-  0^2 ^2' ==~2 «2301301211,  ö^j«:/  +  «23^3  7= 
—  2023  013  01212»  ^23^2  +  ^13^1'^=^ — 2^23^13^12^3  Und  findet  Wie  im 
ielzlen  Beispiel  «23 f  ^137  ^12  respective  proportional  zu  den  Grössen 

*l'fe^2'+53^3'-- il^l  )»^2'(l3^3'+^l^l'-^^20>^3'(Sj^l'+S2^2'~^^^^ 

Da  nun  die  Bedingung,  unter  welcher  ein  dem  Fundamentaldreieck  a;,=0, 
X2=0,  0:3=0  umgeschriebener  Kegelschnitt  durch  einen  vierten  Punkt 

ar/,  0:2',  0:3'  hindurchgeht,  durch  ^*?  +  ^®  +  ^^  =  0  dargestellt  ist, 

a?i         a7j         a?3 

SO  ist  der  Ort  des  Poles  von  Jj  x^  +  §2^2  +  ^3^3=^  ^P  Bezug  auf  eben 

durch  solche  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitt  von  der  Gleichung 

^(^«2+^3^3— 5i^l)+^(S3«3  +  Sl«l-S2«2)  +  ^[^X^X-^il^'l—h^zl^^' 

Für  den  Ort  des  Centrums  ergiebt  sich  daraus  ein  durch  die  Seitenmitlel- 
:  punkte  des  Fundamen laldreiecks  gehender  Kegelschnitt. 

Die  Bedingung ,  unter  welcher  der  Kegelschnitt  die  Gerade 

fljX,  -|-  «2^2  "!■  030:3=0  berührt,  ist  (01023)  +  (^2^13)  +(^3^12)  ^^^ 
UBdder  Ort  des  Pols  der  Geraden  ^^x^  +S2^2'1"  ^3^3=^  '"  Bezug  auf 
einen  durch  die  drei  Fundamental  punkte  gehenden  und  eine  gerade  Linie 
berührenden  Regelschnitt  ist 

{a^x^il^x^  +  ^x^—  ^xx^)}^  +  {02^2(^3^3  +  51^^1— ^0:2)}  1 

+  {«3^3  (5i  ^1  +  ^2  ^2  —  13^3)  }*  =  ^i 
d.  h.  dieser  Ort  ist  im  Allgemeinen  eine  Gurve  vom  vierten  Grade. 

325.  Man  kann  aber  auch  rein  analytisch  den  Nachweis  des 
AusDahmefalles  führen,  in  welchem  eine  Curve  zweiter  Ordnung 
nicht  von  der  zweiten  Klasse  ist,  und  den  Charakter  desselben 
erkennen.  Er  entspringt  aus  der  Frage:  Wenn  ist  die  Polare 
eines  Punktes  unbestimmt  oder  wenn  hat  ein  Pol  unendlich  viele 
Polaren?  Die  Unbestimmtheit  des  Pols  ist  ofTenbar  an  die  Be- 
dingung ^=0  geknöpft  und  diese  zieht  die  Bedingungsgleichungen 

0=^,101    +   -^1202   +  ^1303,       0=^21^1    +  -^22^2   +  -^23^3» 

0=^31  flj +^3202  +  ^^3303  nach  sich,  die  nicht  mehr  zur  Be- 
rechnung der  X  dienen  können,  wie  im  vorigen  Artikel,  sondern 
von  der  Polare  erfüllt  werdon  müssen,  damit  ihr  un- 
endlich viele  Puncte  als  Pole  entsprechen.  Nach  Art.  76 
sind  ^ber,  wenn  /i  =  0  als  das  Resultat  der  Elimination  von  drei 
unbekannten  Grössen  z^,  z^,  z^  zwischen  drei  linearen  Gleichungen 
«11  r,  +  012^2  +  <3fi3r3s=s0,  etc.  angesehen  wird,  die  Verhält- 
nisse der  Werthe  dieser  Grössen  ^i:52'^3  dtirch  jede  der  Gruppen 
A^^i A^^i A^v^^  ^21  •^22- -^23»   -^31  •^32- ^33  «"sgedrückt,   d.  h.   man 

Salmon,  Anal.  Gcom.  d.  Kegrlschn.  2.  Aufl.  "21) 
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Neunzclmlcs  Kapitel.  Art.  325. 


hH-^x''^-^3i'-^3i--^3x  <!'>*' ^  s'^id  somit  für  J=0  dicUnter- 
minanten  von  ^  den  Quadraten  und  Producten  von  drei 
len  proportional.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  olügen 
igungsgleichungen ,  so  ist  0  =  i^la,z^  +  Oj  ij  +  a,:,) 
jj(a,i,  +  n,*,  +  a3t3)  =  i3(a,i,  +  a^z^  +  a^z^)  oder 
+  .^1^2  +  "it^s  =  0<  d-  h.  nur  solche  gerade  Linien  sind 
olaren  möglicli,  die  durch  den  Punkt  z  gehen.  Wenn  aber 
Certhe  von  :  in  die  Gleichung  des  Kegelsclinitts  subsUluirt 
en,  so  entsteht  das  Polynom 

^,1   +  fljj^ij  +  «33^33  +  2«j3^jj  +  2rtj,^3,   +  2fli,>i„ 

ieiu  Werth  ist  Null,  weil  es  dem  Dreirachen  der  DetermuisDle 
uivalent  ist.  Daher  ist  :  ein  Punkt  des  hetrachleten  K^el- 
tls.  Verbinden  wir  ihn  aber  mit  einem  beliebigen  Punkte  z 
Iben  durch  eine  gerade  Linie,  so  erweist  sich  dieselbe  al^ 
rbdl  des  Kegelschnitts,  weil  die  Substitution  '£,  +  mz,. 
I-  marj.  Iz^  +  mx^  für  x,,  x^,  x^  in  die  GleicbiiDg 
Kegelschnitts  die  Gleichung  l^ S"  +  2lmP  +  »n*S"=0 
rbringt,  in  der  S'  ^=0  und  S"^  0  sind ,  weil  t  und  x  dem 
schnitt  angeliörün.  Somit  besteht  der  betrachtete  Kegelsch[iiu 
:wei  geraden  Linien,  die  sich  im  Punkte  :  schneiden;  ilif 
linaten  dieses  Punktes  sind  aus  den  Unterdeterminanten  t«i 
stimmt.  Jede  Polare  geht  in  diesem  Falle  durch  ;  und  hat 
Hieb   nele   Pole,    die   eine   ilurch   z  gebende    gerade  Ubk 

Die  Bestimmung  der  geraden  Linien  selbst,  die  den  Ke^d- 
tt  bilden,  ergiebt  sich  wie  folgt:  Ist 
'+...+2a,ja;|a:,=0=(a,a;,+flja:j+aja;3)[6,ar,+6jX,+V3'' 

=  Oj  6,  +  a,  (»3 ,  2  n,j  =  n,  6^  +  n,  b, ;  nachdem  aber  vorher 

rossen  :  so  bestimmt  sind,   dass  :, :,  =  m^,,,  etc.  mler 

leichungen 

—  "3*a  =  2mzi,    njfci  — n,ft3=2Mij,    a,  iij  — Oj*,=2«:, 

len ,   so  ergiebt  sich  m'  ^  1  und  also  das  System  der  Be- 

rnngsgleichiingen  Tür  die  a,  b 

,6,  =  a„  ,     ff,6,  =  a,j-i3,     «,6,  =  «,j  +  j^, 

h  =  "n  +  '3>     Hh  =  "n  -     "s^'i  =  "«  -  =1 

*S  ^  "13  ^Ji       "l*S  =  "m  +  ^L'       "s^'j  =  "33- 

derselbe  Gang  der  Untersuchung  beleuchtet  den  Ausnahmt- 


r 
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Das  Tangentenpaar  aus  einem  Punkte.   Art.  326.  387 


fall  der  Curven  zweiter  Klasse  mit  zwei  Punkten;  ein  Punkt  kann 
nur  Pol  sein ,  wenn  er  in  der  geraden  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  liegt,  die  den  Kegelschnitt  bilden  und  seine  Polare  ist 
unbestimmt,  ihre  verschiedenen  Lagen  umhüllen  einen  Punkt  in 
derselben  geraden  Linie. 

326.  Wenn  x"  irgend  ein  Punkt  in  einer  der  von  einem 
festen  Punkte  x  an  eine  Curve  zweiten  Grades  gezogenen  Tan- 
genten ist,  so  schneidet  die  gerade  Verbindungslinie  der  Punkte 
X  und  x'  diese  Curve  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  und 
die  Gleichung  des  Artikel  321  zur  Bestimmung  von  / :  m  für  die 
Punkte,  in  denen  jene  Gerade  die  Curve  schneidet,  hat  nothwendig 
gleiche  Wurzeln.  Um  also  die  Gleichung  der  Tangenten  zu  Onden, 
welche  durch  den  Punkt  or'  gezogen  werden  können,  substituiren 
w  Ix^  +  mx^y  1x2  "^  nix^,  Ix^  +  mx^  in,  die  Gleichung  der 
Curve  und  bilden  die  Bedingung,  unter  welcher  die  resultirende 
Gleichung  in  / :  m  gleiche  Wurzeln  hat.  So  erhält  man  (vergl: 
Art.  110)  die  Gleichung  des  Tangentenpaars  an  einen  Kegelschnitt 
in  der   Form   S^  =  P^,   wo   5  h^  «ii^i^  +  •  •  •  +  ^a^^^y^it 

Jtr    ~~'  (l*  j  Xi  Xt        ("    •   .    •    ^"    rtjo  1*^1    *^0,    "l      *^1  *^2  /        ^Sl. 

Diese  Gleichung  kann  in  einer  andern  Form  geschrieben  wer- 
den, in  Folge  der  Bemerkung,  dass  jeder  Punkt  in  einer  durch 
X  gehenden  Tangente  offenbar  die  Figenschaft  besitzt,  dass  die 
ihn  mit  x'  verbindende  Gerade  die  Curve  berührt;  denn  wir  haben 
nur  die  Bedingung  auszudrücken,  unter  welcher  die  Verbindungs- 
linie von  zwei  Punkten  (Art.  65) 

/      /       // "       r\     |_         /       /       fr ff       f\     1^         I       f       ff  ff       fx   >-w 

die  Curve  berührt  und  darnach  a;,",  Xj",  Xv^"  als  die  Veränder- 
lichen zu  betrachten,  um  die  Gleichung  der  Tangenten  zu  er- 
balten. In  andern  Worten,  wir  haben  X2X^'  —  i*?2'^3)  ^^^i' — ix^3^\^ 
x^x^  —  x^x^  für  $],  §2*  ^3  ^^  ^^^  Bedingungsgleichung  des  Art.  316 

^nSl'  +  >^22fe'  + ^3^3^+  2^23^2S3  +  2^13^3^!  +  2^12^1^2  =  0  J 

ZU  substituiren.  Unter  Beachtung  der  an  demselben  Orte  gegebenen 
Werthe  von  A^^^  ^22'  ^^^'  bestätigt  man  leicht  die  folgende  Relation 

Aufg.  Man-  soll  zeigen,  dass  die  Discriminante  der  Gleichung 
SS'  =  P^  verschwindet.   Wenn  man  «110:1'  +  «12^2'  +  ^13^3'  =^  -^v 

^21  ^1     "t"  ^22  ^2      »     ^23  ^3   ^^^  '^2  >    ^31  "^1      i"  '*32  ^2      i"  ^33  ^3    ^^  '^'i 

setzt,  so  ist  die  Determinante  der  Gleichung 

25* 


:n 
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5021  — -^l^2> 
503J        -«l-^s» 


0022  —  "^2        » 
^^'32        -^2^3' 


Äfl 


23 


-^2-^3 


^«33—^3^ 


und  ist  in  acht  andere 


Determinanten  zerlegbar,  von  denen  vier  Null  sind,  weil  sie  gleiche  Vertl- 
calreihen  haben.    Die  übrigen  vier  sind  von  den  Werthen    .^^  Sfld  — 


S^A^ 


Ay,  «12»  ^13 

A^,  «22»  ^23 

52^2 

^3,  «30,  «33 

^1.  a 


11'  ^13 
A^,  «21*  ^23 


An,  a 


31»  ^33 


S^A.. 


A' 

a,t,  fli2 

A^f 

«21'  «22 

^3» 

«31»  «32 

setzt  man  in  ihnen  die  Werthe  von  A^^  A^^  A^  ein  und  multiplicirt  in  den 
zwei  letzten  Verticalreihen  mil  x^^  x^i  0:3,  so  erkennt  man  als  dieVVerlhe 
der  Determinanten  die  negativen  Producte  S^  ^{A^Xi  +  A^x^  +  A^x^\ 
da  endlich  hier  die  Parenthese  mit  S  identisch  ist,  so  ist  der  öesaroml- 
werth  der  Determinante  =  5^(z/  —  ^),  d.  h.  gleich  Null,  wie  es  sein 
muss. 

327.  Als  ein  specieller  Fall  de«  Vorigen  ergiebt  sich,  dass 
die  von  den  Endpunkten  0:2=0,  0:3=0;  0:3=0,  o-,  =:0;  0*1=0, 
0:2=0  respective  ausgehenden  Tangentenpaare  des  durch  die 
allgemeine  Gleichung  dargestellten  Kegelschnitts  durch  die  Gld- 
chiungen 

^22'''3      i    -^33**^2  -i  ^23*^2'*'3 ^^^  0 ,    -«33^1    H"-^ll^3  ^  A^■^XyXy=^^J^ 

^n^2  +  ^22^1^ — 2^,2a:,o:2=0  dargestellt  werden;  wie  diess  auch 
daraus  erkannt  werden  konnte,  dass  man  die  allgemeine  Gleichung 
in  die  Form 

(«11^1    +   «12^2   +   «13^3)'^   +   (^33^  +   ^12^3^   —   2^23^2^3)=^' 

bringen  kann.   "Wenn  nun  das  durch  den  Punkt  0:2  =  0,  0:3=0 

gehende  Tangentenpaar  durch   die  Gleichungen  X2  —  Arx3=ö, 

0:2  —  Ar'o:3  ^=  0  ausgedruckt  wird,   so   zeigen  diese  Gleichungefl, 

,        A , 
dass  die  Relation  kU  =  ---  besieht  (vergl.  Art.  320,  Aufg.),  luiJ 

^33 

dass  die  entsprechenden  Grössen  für  die  (ihrigen  beiden  Tangen- 


AI 
^22 


gegeben  sind;   das  Product  dieser  drei 


tenpaare  durch  -— , 

Grössen  ist  aber  gleich  Eins.  Indem  wir  an  die  Bedeutung  von 
k  (Art.  54)  erinnern,  lernen  wir  daher,  dass  für  ^|,  D^,  A^f^if 
A.^^  i>2  ^'^  ^^^  Ecken  eines  dem  Kegelschnitt  umgeschriebeoeo 
Secbsseits  (^, ,  ^j»  ^3  skid  die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks, 
i>3,  i>i,  2>2  ^i®  ^'^"  ^^^  3US  ^1,  A2;  A^,  A,^;  ^3,  A^  respective  aus- 
gehenden Taugenten  gebildeton  Ecken)  die  cbaraktcristiscbe  Re- 
lation besteht 
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?,J,.(,. 

n  i>,.,^,^i  siu  -Oa^i^:,  sin  B,AjA.,  sin  ^,^-4,  sin  /),^., 

),^,^,,s 

nD,,AjAyS\nP..AUj  sinö,^!^,  siD/',^,j^jSiüi)j^., 

lud    drei  Paare  von    geraden   Linien    berüliren    tlen  nän 
I   Kegelschnitt,  wenn  ilire  Gleichungen  in  die  Form 
i       V  +  -:.'  +  2%,'i,ra"=  0.     :._,■"  +  r,*  +  2«i.;i3j,  = 

I,'  +  V  +  2«,;'!^!  =  0 
I   gebracht  werden  können,   wo   z,,  z,,  z^   lineare  Function« 
I   Coordiiiaten   vertreten;   denn  die  vorher  gefundenen  Gleicl 
;   der  drei  Tangenten  paare  gehen   in  diese  Form  über,   wen 
:  die  Substitution  (Ai,  :^)i  für  a:, ,  etc.   vollzieht. 

Wenn  dieselben  Entwickelungen  nach  dem  Coordinatcti 
I  der  I  statt  der  x  intcrpretirl  werden ,  so  liefern   sie  ein 
I  reichen  für  die  Lage  von  sechs  Punkten  in   einem  Kegel; 
'  das  Theorem  von  Carnot,  welches  die  Relation 
I  i.,5,  .  A5,'   A,B,.A^B.,'   A 


r^,  =  1  ausdrückt, 


1  A^Bi.A^B{   AfB^AfB^'   A^l 
der  Ay,  A.,,  A.^  die  Eckpunkte  des  Pnndamentaldreiecks  und 

:  Art.  320.  Anfg.)  B,,  B,';  B^.  Bj\  Bj.  B^  respective  die 
toD  Scfinitipunktcn  bezeichnen,  welche  die  Seilen  A^A^,  A.fA 
desselben  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  haben. 

Aufg.  1.  Diesen  Salzen  CDlsprccIien  mehrere  bemerkeni 
specielle  FSIlc.  Wenn  von  den  Kcken  des  Fu  nda  1 1  lental  drei  eck  s  iir 
eine  (etwa  ^j)  dem  Kegelsclinid  angeliGrl,  so  Tallen  die  lieidcn  ' 
lusgelien den  Tangenten  A.^D^  ond  A^D.^  in  eine  zusammen  und  mai 

■  ainOt^iJ.  !-in_/t^A,A,  Bin  U,A,A,  sin  O,  A,  A,  ein*  DiA^A,  _ 
sinß,^,^,  '»ÜTÖ^'A.ÄI  Bin  D^AiÄ,  üia  DtA^Ä,  Biä'0,A,A,  ~ 
eine  Gleichung,  weicite  zu  vier  Tangenten  Ajl).^,  A^  D^,  -^jß-i-  -^i 
dem  Punkte  ^j  durch  die  Werllie  des  Verhältnisses  ■  il  2  J  *" 
long  der  Tangente  in  diesem  Punkte  l)esliiDmt.  Wenn  ebenso  v 
Seiten  des  Fandamentaidrciecks  im  zweiten  Salze  eine  (etwa  A^. 
Kegelschnitt  berührt,  so  dnss  ihre  Schnittpunkte  B^.  B-l  zusainme 

,.,,  A,Bt  A,b;  A-.B,  A,Bi  A.B.?         ,         .   ,      ■.    , 

w  erliall  man ' ~  — '  — ■— '   _i --  =^  1  und  damit  du 

AzB^  A,iiy  A,Bt  A,Bt  .4,fl,' 
Bestimmung  des  Verhillnisses  A^  B^  :  A.^  By  die  Bestimmung  des 
niDgspunkles  einer  gegebenen  Geraden  mit  einem  durch  vjer 
gellenden  KegelscJinitt.  Jeder  dieser  Fragen  enlspreclien  zwei  Lc 
und  die  harmonische  Lage  derselben  zu  gegebenen  Elementen  ist  o 
-Ussi  man  die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  auf  dem  Kegelschnitt 
oder  seine, Seilen  ihn  berühren,  so  kommt  man  auf  bekannte  S3tze 
Wenn  einer  der  Punkte  A^ ,  A^,  A.^  unendlich  entfernt  gedacht  wii 
Ay  so  liefen  das  Tlieorem  von  Carnot  gleicbfjlls  bekannte  Satze,  i 
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-^-^  -}    ',  =  -j  ~  -j-D*»  woraus  die  Satze  des  Art.  111  hervorgehen; 

der  anderen  Relation  entspringen  dualistiscli  entsprechende  Sätze. 

Aufg.  2.  Das  Theorem  von  Garnot  liefert  auch  eine  Lösung  der 
Aufgahe,  den  Krümniungskreis  in  einem  Punkte  eines  Kegelsclinills  zu 
hestimmeu,  wenn  die  Tangente  in  diesem  Punkte  und  drei  andere  Punkte 
desselben  bekannt  sind.  Wenn  j?2  >  ^2  ^^^  ^3'  ^^^  unendlich  nahe  und 
B^,  B^\  J?3  drei  andere  Punkte  des  Kegelschnitts  sind,  so  ist  für  den 
Durchschnitt  I[  des  durch  B2»  B^,  B^  gehenden  Kreises  mit  der  Geraden 

A^ A2  einerseits  A^ B^  .  A^ K^=A^ B.^  •  -4,  B^y  also  A^K=^  ~~a~B^*  ~ 
und  nach  dem  Salze  von  Carnot  also 

A*K=A,B^.    /  J  '   J  o^  •  -r-«-'    /  B^»  tl-  1-  nach  dem  Zusammen- 
>  ^     ^    ApBi  .^  A^ßi     A^B^  .  A^  B^ 

fallen  von  B^,  B^»  B^\  wobei  A^  und  B^'  auf  der  Curvc  zusammeurailen 

und  B2  B2   die  zugehörige  Tangente  giebl, 

A^K=A,B,.^^^^jl^,  ^J'^^'^^g^-     Der  so  gefundene  Punkl  K 

bestimmt  den  Krümimmgskrcis.     Ist  der  Punkt  A^  unendlich  entfernt,  so 

AB     AB* 
reducirt  sich  diess  auf  A^K ^=^  A^B.^  .     '  ^  '    ~j}  und  wenn öberdiess 

AfAf  •  Afiß^ 

A2*  der  Durchschnitt  der  Sehnen  A^B^,  ^x^i»  ^^^  Mitte  von  beiden  ist, 
so  wird  A*K=  2  .    '  }  •     Für  R  als  den  Halbmesser  des  Kreises  und 

AfAx 

A^  D  als  seinen  zur  Tangente  in  A^  rechtwinkligen  Durchmesser  hat  man 

Ai  K  =  2 B  .  cos  KA^D,  d.h.  B  =     '    * ,  wenn  p  die  senkrechte  Ent- 
fernung des  Punktes  A^  von  der  Tangente  iu  A^  ist. 

Aufg.  3.  Die  Vereinigung  beider  Sätze  dieses  Art.  giebt  ferner  den 
Satz :  Wenn  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  einen  Kegelschnitt  schneiden, 
so  sind  die  sechs  Geraden ,  welche  die  Schnittpunkte  mit  den  respecli\'en 
Gegenecken  verbinden»  Tangenten  eines  Kegelschnitts.  Darin  liegt  als 
ein  sehr  specieller  Fall  der  Satz:  Die  geraden  Linien,  welche  von  zwei 
festen  Punkten  nach  den  Ecken  eines  Dreiecks  gezogen  werden  köanen. 
schneiden* die  respectiven  Gegenseiten  desselben  in  sechs  Punkten  eines 
Kegelschnitts. 

Aufg,  4.  Drei  Paare  von  Punkten  auf  den  Diagonalen  und  der  Ver- 
bindungslinie der  Gegenseitenschnittpunkte  eines  Vierecks  AB  CD,  welche 
zu  den  bezüglicheu  Endpunkten  conjugirt  harmonisch  liegen,  sind  sechs 
Punkte  eines  Kegelschnitts.  (Aufg.  1,  Art.  303.) 

Wir  denken  das  Dreieck  A^A^A^  als  das  von  den  Diagonalen  .«IC 
BD  und  der  Verbindungslinie  der  Gegenseitenschnittpunkte  £i^  gebildete 
Dreieck  und  die  Punktepaare  B^,  B^'\  B^t  B^  und  B^,  B^  als  die  auf 
den  Geraden  EF^  BD,  AC  respeclive  gewählten  conjugirt  harmonisdien 
Paare;  dann  sind  A^,  ^2*  ^v  ^a  ^^^^^  ci"^^  Involution  von  den  Doppel- 
punirien  AC;  ebenso  A2»  A^\  B^,  B(  und  A^,  A^\  J?2»  ^2  respecli« 
Paare  von. Involutionen  mit  den  Doppelpunkten  E,  F  und  B,  D;  daher 


r 
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gellen  die  drei  Relationen 

AjB^.  A^  B£ 'J^2    ^t^i  •  ^2^/ ^<^*     ^sJ^t'  A^Bj JiTö« 

A^B^  .  A^B^        ~ÄiC^"  Aj^Bt  .  AsBi         AJe^'  A^ß^  .  A^B^  ~  A^^ 
uiui  ihre  Mullipiicalion  liefert 

Aj  B3  .  Aj  Bs   AiBi._A^B;  A^B^  .  A^B^' (AjC     At_E    A^By 

AfB^  .  Ai  B3   A3B1  .  A3  Bl  Ai  B2  .  AiB^  lA^C  '  A^E  '  A^DJ   ' 

UDd  da  hier  die  rechte  Seite  den  Werth  1  hat,  weil  CDE  Punkte  in  einer 
Geraden  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  Ä^A^A^  sind,  so  liegen  die  Punkte 
B^,  B{,  B^,  B.^,  i?3,  B^  nach  dem  Satze  von  Garnol  auf  einem  Kegel- 
sclmill. 

328.  Wenn  wir  die  Gleichungen  der  geraden  Linien  zu  bil- 
den wünschen,  welche  irgend  einen  gegebenen  Punkt  x  mit  den 
Durchschnittspunkten  von  zwei  Curven  verbinden,  so  haben  wir 
für  x^,  X2,  x^  in  beide  Gleichungen  respective  Ix^  +  tnx^, 
1x2  +  ntX2,  ^3^3  +  »»0:3'  zu  substituiren  und  zwischen  den  re- 
solürenden  Gleichungen  das  Verhältniss  / :  m  zu  eliminiren.  Denn 
jeder  Punkt  in  einer  der  fraglichen  geraden  Linien  besitzt  die 
Eigenschaft,  dass  die  ihn  mit  dem  Punkte  x'  verbindende  Gerade 
beide  Curven  in  dem  nämlichen  Punkte  schneidet,  so  dass  die 
Gleichimgen,  welche  die  Schnittpunkte  dieser  geraden  Linie  mit 
den  Curven  bestimmen,  eine  gemeinschaftliche*  Wurzel  haben  müs- 
sen; in  Folge  dessen  muss  die  Resultante  der  Elimination  zwischen 
beiden  gleich  Null  sein. 

So  wird  die  Gleichung  des  Paars  von  Geraden,  welche  den 
Punkt  x'  mit  den  Durchschnittspunkten  der  geraden  Linie  Z  ==  0 
und  des  Kegelschnitts  S  =  0  verbinden,  aus  li  +  mZ'  =  0  und 
l^S  +  2imP  +  m'^S^  =  0  in  der  Form  L^^S-^LL' P  +  L'^s:=0 
erbalten.  Liegt  der  Punkt  x'  in  der  Curve,  so  reducirt  sich  diese 
Tiieichung  auf  die  Form  L'S  —  2LP=0. 

Beispiel,  Eine  Sehne,  welche  an  einem  gegebenen  Punkte  der  Curve 
einen  rechten  Winkel  spannt,  geht  durch  einen  festen  Punkt.  (Aufg.  2, 
Art.  189.) 

Wir  gebrauchen  rechtwinklige  Coordinaten  und  bilden  wie  oben  die 
Gleichung  der  Verbindungslinien  des  gegebenen  Punktes  mit  den  Durch- 
scbniltspunkten  des  Kegelschnitts  mit  den  Geraden  li^  +  la^ +  $3  =  0. 
Diese  Geraden  sind  rechtwinklig  zu  einander,  wenn  die  Summe  der  Qua- 
drate der Coefficienlen  von-o;^  und  y^  verschwindet;  daraus  entspringt  die 
Bedingung  (Ijo;'  +  t;^y  +  I3)  («jj  +  a^^}  =  2  (a^^^^x  +  a^^l^y)- 
Und  da  §|,  |2>  I3  l">  ersten  Grade  in  dieselbe  eingehen,  so  geht  die  Sehne 
immer  durch  einen  festen  Punkt;  nämlich  durch  den  Punkt  von  den  Coordi- 
naten "^  .  ^"o?',  ^"  "7  ^"t/'.   Wenn  der  erslere  Punkt  die  Curve  durch- 

on  -T  «n        «11  +  Oft 
läuft,  so  beschreibt  der  zweite  Punkt  einen  Kegelschnitt. 
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der  Uli  ilciii  gegebciien  Punkt  gespannte  Wiukcl  keio  reclilcr 
inu  der  f^e^ebeoe  Punkt  iiiclit  in  der  Curve  liegl,  so  enlliUl 
■  Artikel  gcrundeue  Bedingung  die  Urössi^  |,.  |j,  1^  im  znci- 
id  die  Sehne  winl  cineu  Kegelsclinitt  umliüJlen. 
Da  die  Gleichung  der  Polare  eines  Punktes  die  CodB- 

GleichuDg  im  ersten  Grade  enthält,  so  geht  eioe  un- 
Irösse,  welche  im  ersten  Grade  in  der  Gleichung  eines 
tä  entlialtcn  ist,  auch  im  ersten  Grade  in  die  Gleichuiiy 
ein.  Wenn  also  P  =  0  und  P  ^0  die  Gleithnnge» 
n    eines    Punktes    in    Bezug    auf    zwei  Kegclsclinilte 

y  =  0  sind,  so  ist  die  Polare  desselben  Punkte?  in 
einen  Kegelschnitt  des  Systems  S  +  ArS'c  0-durcli 
=  0  dargestellt     Deim  es  ist 

^]x^x^'+  etc.  =  ö„a;,.r,'+  .. .  +  Ä{«„'ic,a7,'  +  ...}. 
at  damit  aur  analytischem  Wege  den  Satz:  Wenn  vier 
mes  Kegelschnitts  gegeben  sind,  so  geht  die 
Ines  gegebenun  Punktes  in  Bezug  aul  ihn 
len  festen  Punkt.  (Aufg.  2.  An.  114.) 
^^0  und  Ö'  =  0  die  Polaren  eines  andern  Punkte 
uf  die  Kegelschnitte  S  =  0  und  S'=0  darstellen,  *o 
ire  dieses  zweiten  Punktes  in  Bezug  auf  S  +  /rS'  =  0 
ji'hung  Q-\-kQ'=0.  Wir  erkennen  damit  aufCmnil 
),  dass  die  Polaren  vou  zwei  Punkten  in  Be- 
die  Kegelschnitte  eines  durclt  vier  Punkte 
I  Systems  zwei  Büschel  von  gleichem  Doppel- 
ss,  d.  i.  zwei  projectivische  Büschel  bilden. 
D  liegen  die  Pole  einer  Geraden  in  Bezug  auf  die  Kegei- 
es von  vier  Geraden  berührten  Systems  in  einer  gcradtn 
die  Pole  von  zwei  Geraden  in  Bezug  auf  ein  soIcIih 
ien  zwei  projectivische  Reiben  von  Punkten, 
rinneni  dabei  an  die  Krzeugung  der  Kegelschnitte  ver- 
jjectiviscber  Büschel  und  Reihen,  wie  sie  im  Art.  393 
worden  ist.  Da  der  Durcbschnittspunkt  der  Slralileu 
=  0,  0  +  A'0'  =  0  der  in  Rezug  auf  S  +  AS'  =  0 
:  Pol  der  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen  Punkte 
innen  wir,  dass  der  Ort  des  Pols  einer  gegebe- 
den  in  Bezug  auf  alle  die  durch  vier  Punkte 
I  Kegelschnitte  ein  Kegelschnitt  ist  (Vm^. 
rt  309.) 


I'ole  und  Pulareo  in  Bciug  aar  SysLcutc  von  Kegcbcliii.  . 

Wenn  etuc  uii bestimmte  Grösse  im  zweileii 
Uleii'liuii^  eines  Kegelsclinitls  aultritt,  sü  muss  sie 
selbe»  Grade  in  die  Gleichung  der  Polare  irgend 
i[i  Bezug  auf  ilenselbeii  eingehen;  diese  wird  dann 
.sctioilt  umbülleii,  wenn  jene  veränderlicb  gedacht  \ 

Wenn  z.  B.  ein  Kegelschnitt  mit  zwei  festen 
ciue  (lap|>clte  Berührung  hal,  so  umlifdlt  die  Polar 
Punktes  einen  von  drei  festen  Kegelsehnitten;  denn 
jedes  solchen  Systems  von  Kegelschnitten  enthält  n 
Aufg.  3  die  Grösse  fi  im  zweiten  Grade. 

Brisp.  1.  Ein  Punkt  bewegt  sich  längs  einer  gerai 
sulj  den  Ort  des  Durcfisclniitls  seiner  Polaren  in  Itcziig 
Kegelschnille  fjnden. 

Wenn  die  Polaren  der  in  der  gegebenen  Gerai 
^'cwäbllen  Punkte  a:\  x"  in  Bezug  auf  beide  Kegel 
/''  =  0.  i»"  =  0,  O'  =  0.  Ö"  =  0  dargeslellLsind. 
iii'  +  (tXf".  i-x-l  +  f*^2">  ^'^j'  +  fa^j"  ei"  beliebig 
fimden  und  durch  !/*'+(»/>"  =  0.  ip'  +  fi()"  =  0 
Polaren  ;iusgedrücbl ;  sie  durcbsclmeiden  sich  in  der  Ki 
p-p"  =  P'Q'. 

Beisp.  2.  üüs  Doppelt  er liSilniss  von  vier  Punkten  i 
Linie  ist  gleich  dem  Doppel verli3l  in  iss  ihrer  vier  Polarei 
'  iHaen  Kegcisciniill.  Das  llniipclvcrliSltniss  der  Pnnkle 
tx^'  +  m'x,".  t'xl  +  mx(\  t" x,'  +  m" x{'  ist  idi 
Jer  Tier  Geraden  (^'+»«^"  =  0.  l'P  +m'P'  =  0.t'P 
rp'+  m"'P^'  =  0. 

Beisp.  3.  Man  soll  die  Gleicliun;;  des  Paars  von  1 
Kegel  sc  hu  ins  S  =  0  in  den  Punkten  linden .  welclie  er  i 
Liuic  x.j  =  0  gemein  hal. 

IHe  Gleichung  der  Polare  irgend  eines  Punktes  von  x 
ArL  322  Xy'S,  +  Xj'S^  =  0.  Die  Dnrchschniltspunkl 
Riil  der  CurvG  erhilt  man  durch  die  Subslilution  in  die  i 
rhuDg  in  der  Gleichung  «1,3:,'*  +  2a,.2Xf'x.,'  +  a^^x^^ 
ilrückl.  Die  Elimination  von  a;,',  x^'  zwischen  diesen  beid 
lieferl  als  Gleichung  des  Tange nteopaars  AjjS,^— Sdi^^iS 
Die  (ileichiing  der  Asymptoten  eines  durch  die  allgemein 
'friesischen  Coonlinalen  gegebenen  Kegelschnitts  ist  hier 

■..©'--..(ll)©+^S)=<'^-- 

die  Tangenten  der  Giirve  in  den  Punkten,  in  denen  sie  voi 
eiitremten  Geraden  z  ^=  0  gescUuillco  wird. 

Beisp.  i.  Wenn  ein  Kegelscbnitl  drei  feste  Punk 
ilie  eine  seiner  Asymptoten  durch  einen  festen  Punkt  gel 


Nuuti;[i;liaLos  Kupilcl.    Ait.  ä'id. 

rlcru  einen  Kegelschnitt,  der  ileui  Dreieck  iler  festen  Punkte  eingc- 
icn  ist. 

ind  (|:=0,  (j=0  die  AsymploteD  und  ist  s^Xi-i-s^Xj-i-^^x^^'i 
enüiicb  cutfernte  Gerade,  so  ist  ilic  Gleicliung  des  Kegelscliwlls 
=  (Sf  X,  +  s^x-i  +  s^^s)^-  •*"  derselbe  durcti  die  Punkte 
X.J  =  0,  Xj  :=  x^  =  0.  Xy  ;^  iF,  =  0  geilt,  so  darf  seine 
lug  die  Glieder  Xf\  x^.  ^c^^  nidit  eotiiaileu :  ist  also  f,  rua  iler 
•iiXi  +  a^x^+  a.^Xy  M  ist  /.,  von  der  Form  ^a;,  i-^ij+^i, 
enn  also  '^=0  durcli  den  Punkt  x  hlndurcligeht.  so  berührt  nacli 
L6,  Aufg.  1  die  atidere  Linie  f,  =  0  den  Kegclsclmill 
t{p  +  «2  (^i  *i')  +  *3  (^3  .^3  )'=0.  Dasselbe  Argument  hewciisl. 
enn  ein  Kegelschnitt  durch  drei  feste  Punkte  gelii  und  wenn  eine 
Durchschnittssehnen  iult  eJaem  durch  die  allgemeine  Glelcliung  dir- 
ten  Kegelschnitt  die  Gleichung  n,a;,  +  ";%  '''  "3^3  =  *^  ''^'' 
liieren  die  Gleichung  — a:,  +  —x^  +  -x^  =  0  entspricht. 

ieisp,  5.  Wenn  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  ein  sich  selbst 
irtes  Dreieck  gegeben  ist  und  eine  seiner  Durchschnitlssebnen  luil 
irch  die  aligemeine  Glelcliung  gegebenen  Kegelsdinitt  durch  einen 
Punkt  geht,  so  umhüllt  die  andere  einen  Kegelschnitt, 
a  nun  die  Glieder  x^x^^,  x^Xy  x^Xi  iu  der  Gleichung  des  gegel*' 
^gelscbuitts  fehlen,  so  entspricht  der  Gleichung 
-0^X2+  aja;j=0  als  der  der  einen  BerQhrungssehne  die  der  andern 
(ijöis  +  a3«|i  —  Ol  «,3)  +  a^x^[a.^aii  +  «,0,3  —  0,0,3) 

+   "3^3t*'l''!3   +   "l"!»  "S^li)  ^=  0. 

Msp.  6.  Eine  geineinschartliche  Tangente  der  KegelscIuilK 
0,  f  ^  0  berühre  sie  In  den  Punkten  ji,  Ä'  von  den  CooidinilM 
:  man  denke  P ,  P'  als  veränderliche  Punkte  beider  KegelschnJU? 
in  einem)  und  bestimme  den  Ort  des  Punktes  C,  in  welchem  sich 
ind  Ä' P'  durchschneiden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  Vr 
einen  festen  Punkt  0  in  der  gemeinschaftlichen  Tangente  gehl. 
Venn  P  =  0,  Ö  =  0  die  Polaren  der  Punkte  x' .  x"  in  Bezug  n\ 
gelschnitte  U  =  0.  C  =  0  respective  bezeichnen,  so  ergeben  sich 
rt.  331  aus  den  Coordinalen  Xi,  x^,  .Tj  des  Punktes  CA\tia 
s  P.  in  welchem  ,^(7  den  Kegelschnitt  zum  zweiteninale  scfaneidel. 
Form  Pa:,' —  Si'a;,,  Vx^  —  '2Px^,  üa:,' —  2/»«^  uniito 
naten  des  Punktes  P'  findet  mau  ebenso  in  der  Form  Vx" — ^Qty 
Wenn  die  gerade  Verbindungslinie  dieser  Punkte  durch  den  fcsl» 

0  geht,  welchen  wir  als  den  Durchschnitt  der  Fund  amen  talliDirn 
),  ar,^0  annehmen  können,  so  muss  jr-^ — svr-  =  1;^-"— 5T7 
ler  fragliche  Ort  ist  daher  eine  Curve  vierter  Ordnung,  so  lange  dli; 
I  A,  A",  0  beliebig  gewählt  werden  können.     HQssen  dieselb^i 

in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  kSnnen  wir  diese  als  die  linif 
0   wählen  und  für   a:,'  =  x"  =  0  wird  die  vorige  GleicIiiiBi! 


■J 


r 
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ilurvli  ;r,  llieilbar  und  rcilucirt  sicli  auf  ilJc  Ciirve  drillur  U 
PVx^'  =  Qüx.^. 

Wenn  aber  cixllicli  <lie  gegebenen  Punkte  die  Berührung) 
finer  gemeinsiinien  Tangente  sJnil,  so  reprSsentlren  P  =  Q  und  i 
ilicsellj«  Gerade  und  es  ISsslsicb  die  Gleichung  durch  einen  weitei 
lurdividim).  sie  reducirl  sich  also  aurdie  Form  U=kV  und  bez 
«inen  Kejjelsclinill,  der  durch  die  Scliniltpunkte  der  gegebenen 
sthDJIle  bindurcligeht. 

Beisp.  7.  Man  sull  in  einen  durch  die  allgemeiue  Gleicliui 
eestelllen  Kegelscliuilt  ein  Dreieck  einbeschreiben,  dessen  Scticti 
drei  Teste  Punkte  —  die  drei  Pundamen talpunkte  —  gehen. 

Wir  schreiben  wie  vorher  för  die  Grössen  Ouj:,  +  812%  + 
"i!*!  +  <'22^i  +  "m^.  «ija:,  +  a^gXj  +  «33%  die  Symb 
S],  Sy  und  benutzen  das  Ergebnlss  des  Art.  321.  dass  die  Verbii 
li'uic  des  Punktes  x  der  Curve  mit  dem  Punkte  x'  ihrer  Ebene  einei 
von  den  Coordiuaten  S'x,  —  2I^x{.  Sx.^  —  'iP'x^.  S'x^  — 
Temer  mit  der  Curve  gemein  hat.  Wenn  dann  der  Punkt  x'  der 
Kimit Ispunkt  der  Linien  x.i  =  0,  Xj  ^=  0  ist.  so  können  wir  Xf 
Xj'=X3=0  setzen  und  erhalten  S'=a,j,  P' =:  Sj,  so  d 
Cüurdinaten  des  zweiten  Schnittpunktes  der  Linie  von  x  nach  de 
damenlalpunkt  a;,  =  a^g  ;=  0  die  Werllie  a,,a:,  —  2Si,  a^Xj, 
Itaben.  Ebenso  schneidet  die  Linie  von  x'  nach  dem  PuDdamenl, 
I)  ^  ;j;,  =  0  die  Curve  ferner  in  «^^a^j,  a.^^x^  —  2S^,  a^^x. 
Verbinduugsiinie  dieser  zwei  Punkte  geht  aber  durch  den  Punkt  x 
ij=0.  wenn  ^uaulf,  ^      a„x,      ^^^^  2S,S,=a„^iS,+« 

bl  Diess  ist  die  von  deu  Ooordlnaten  des  Scheitels  zu  errüllende 
gung.     Wenn  man  in  ihr 

•'\^x^^=S^—(^^^x.i~a^3X■^,  ajja:j=S,  — «ua;, — 0230:3  s 
wirdsie  in  a|,(ar,S,  +  a:,Sj)  +  x^{a^^Sj  +  a^^S^)  =  0  und 
l'uoLt  X  in  der  Curve,  also  x^Si  +  a:^ S^  +  a;, S3  =  0 
■^jlojjS,  +  fl|jSj  —  OijSj)  =  0  übergeführt.  Der  Factor  x^ 
ilie  geometrische  Lösung  des  Problems  keinen  Werth:  denn  obwol 
der  Punkte,  in  denen  x.j=0  die  Curve  schneidet,  die  von  uns  am 
ausgedrückte  Bedingung  erfülll,  dass  seine  Verbindungslinien  mit  d 
ilen  anliegenden  Fundamental  punkten  die  Curve  ferner  in  Punkleo 
Jen,  die  mit  dem  gegenüberliegenden  Xy  =  x^  =  0  in  einer  f 
Lliije  liegen,  so  entsprechen  sie  doch  derAufgabe  insofern  nicht,  ai 
Verbindungslinien  zusammenfallen  und  daher  nicht  Seilen  eines  D 
sein  kSmien.  Die  Spitze  des  gesuchten  Dreiecks  ist  daher  einer  t 
('unkten,  in  welchen  dieCurve  durch  dieGerade  a.jsSi+a,,^^ — a,, 
geschnitten  wird.  Da  man  nun  direct  best3ligl,  dass  02^8^=01^8.^= 
die  geraden  Verbindungslinien  der  enl sprechenden  Ecken  der  U 
■^1  =  0,  x^  =  0.  arj  =  0  und  S,  =  0,  S^  =  0,  S3  =  0  dar 
M  ist  nach  Aufg.  2,  Art.  60  die  Gerade  0.^3 5,  +  a^S^  ~  "i;^ 
die  nach  der  Oonslmction  des  Art.  307,  Aufg.  6  erhaltene. 
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Beisp.  8.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  eine  doppelte  Derülirung  mil 
einander  halten,  so  wird  jede  Tangente  des  einen  in  ihrem  Berührungs- 
punkte, in  der  Berührungssehne  beider  Kegelschnitte  und  in  den  ScliuiU- 
punkten  mit  dem  zweiten  Kegelschnitt  harmonisch  getheilt.  (Art.302,Aurg.7.) 

Wenn  wir  in  die  Gleichung  5+  -R^  =  0  für  x^t  x.^,  x^  dieWerthc 
/o;,'  +  wiCj",  1x2  "l"  ^^'2*  ^^3'  +  mx^"  einsetzen,  wo  die  Punklc 
x\  x'  der  Gleichung  5  =  0  genügen,  so  erhalten  wir 
(/ä'  +  mR")'^  +  2/mP  =  0.  Wenn  nun  die  Verbindungslinie  vou 
X  und  x"  den  Kegelschnitt  S  +  i?^=0  berührt,  so  muss  diese  Gleichung 
ein  vollständiges  Quadrat  sein,  d.h.  es  muss  P  =.  —  2ä'ä"  werden,  su 
dass  die  Gleichung  selbst  in  (/i?'—  niR")^  =  0  übergeht.  Diese  beweisl 
über  das  fragliche  Theorem. 

Beisp.  9.  Welches  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  welcher 
fünf  gerade  Linien  x^  =  0,  x^  --  0,  0:3  =  0,  a^  Xy  +  «2  ^%  +  ^3  5:3=0, 
a{ x^  +  a^  x^  +  ö/iC3  =  0  berührt? 

Sie  ist(ö,^a;i)i  +  («22^2)^  "t"  ("33^3)^  =  ^»  ™*1'  ^^^  Bedingungen 
'^+f:«  +  '!«^Q     an  ^^  +  ^»  =  0  für  a 


a 


a 


8 


In  Folk'e  dessen  ist 


«2 


«3 


}|.  «22»  ^33- 


_  /    1  1    \     /    1  ^    \.(    ^  M 

Beisp.  10.     Insbesondere  ist  die  Gleichung  des  Kegelsclmitts,  der 
zu  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  noch  die  Linien 
^i  "^  ^2  -{-  or^  =  0 ,   2  a?j  -^  x^  —  cc^==  0   beriihrt ,    wegen 


a 


a 


11 


+  «22  +  ^33  =  ^'    i^n  +  «25 


«33  =  Ö 


und  also 


1 1  •  "22 


a< 


a 


33 


^33  ^>     7  "11    T^   "22  "33  ^     """  """ 

=  -4:3:1     2(—  a:,)*  +  (3;r2)*  +  {x^)i  —  0. 


^mp.  11.  Man  finde  die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  welcher  die 
Seiten  des  Fundamenlaldreiecks  in  ihren  Mittelpunkten  berührt. 

Auß,     Sie   ist    (^la^i)^  +  (52^2)^+ {*3^3)^=^- 
Beisp,  12.     Unter  welcher  Bedingung  stellt  die  Gleichung 

(/'m»^i)  +(«22^2)  +(«33^:iP="^  eine  Parabel  dar? 

Aufl.    Wenn  sie  die  gerade  Linie  in  unendlicher  Ferne  berülirl,  d.b. 

wenn  '^»  +  ^  +  ^  =  0  ist. 

Ä'l  $2  *s 

Beisp.  13.  Man  soll  den  Ort  des  Brennpunktes  einer  Parabel  h^ 
stimmen,  welche  die  Seilen  des  Fundamen taldreiecks  berührt. 

Wenn  der  Punkt  x'  der  eine  Brennpunkt  ist,  somit  die  geraden  Ver- 
bindungslinien desselben  mit  den  Ecken  des  Fundamentaldreiccks 

•^^=  ^-*,,     *'>,=  -^,     ^,  =  •''^  sind,    so  erhält    man  die  geraden 

J|  x^  3*2  '^i  "^a  '^l 

Verbindungslinien  derselben  Ecken  mit  dem  andern  Brennpunkte,  als 
welche  mit  den  Seilen  des  Dreiecks  die  nämlichen  Winkel  bilden  (ArLl97 
nach  Art.  55  in  den  Gleichungen  x^' x^  =  X2  X2,  X2X2=^^i^i' 
x^{x^  =  x^\x^    und  kann  also  für  die  Coordinalen  des  andern  ßrenir- 

punklos  die  rociproken  Werlhe — ?,    — ,,    —,  nehmen.    Wenn  also  die 


x, 


.r. 


^3 


r 
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Gleichung  des  Orles  gegeben  ist,  den  der  eine  Brennpunkt  durchläuft,  so 
kauo  die  Gleichung  des  Ortes  daraus  sugicich  gebildet  werden ,  den  der 
zweite  beschreibt;  wenn  also  der  eine  in  der  unendlich  entfernten  Geraden 
x('  sin  A^  +  X2    sin  A2  +  x^'  sin  A.^=^0  bleibt,  so  durchläuft  der 

andere  den  Kreis  — ,-  H r-^  H ^  =  0.     Die  Cöordinaten  des 

unendlich  enlfenilen  Brennpunktes  der  Parabel  sind  nach  der  Relation  in 

ßeiap.  12  durch    .^**    ,    .  ^"^  ,  -t^P-t  dargestellt,  weil  diese  Werthe 
'  sm*^,     ain*  Af    sin*  ^s        ^ 

den  beiden  Gleichungen   ar,  sin  A^  +  arj  sin  A2,+  x^  sin  A^  =  0, 

(ff,,  *i)'+(a22^2)  +^3^3)  ^'^^  genügen;  liaher  sind  die  Cöordinaten 
des  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Brennpunktes 

sm*^i       sin^  Af      sin^A^ 

flu     *         an     '         ^83 
Beisp,   14.     Man  soll  die  Gleichung  der  Directrix    dieser  Parabel 

bilden. 

Indem  wir  nach  Art.  322  die  Gleichung  der  Polare  für  den  Punkt 
bilden,  dessen  Cöordinaten  wir  eben  geschrieben  haben,  finden  wir 
fljjOTj  (sin^-^2  "^  sin^^3  —  sin^-^^j)  +  «22  ^2  (^'"^-^3  +  sin^-^,  —  sin^-^j) 
+  Ö33  a?3  (sin*  A^  +  sin*  A^  —  sin*  A^  =  0  oder 

a^iX^  sin ^2  sin ^3  cos^^  +  ^22 ^2  sin ^3  sin  ^j  cos ^2 
-|-  ^33  0:3  sin  A^  sin  A^  cos  A^  =  0. 

Wenn  man  fär  ^33  den  aus  Beisp.  12  entspringenden  Werlh  sub- 
stiloirt,  so  wird  diese  Gleichung  in 
a],sm^29in^j(ar|COs^j — a;3Cos^3)+a22sinv^3sin^,(a:2COs^2~"^3^^s-<43)=0  -^ 

äbergeführl  und  zeigt,  dass  die  Directrix  stets  durch  den  Durchschnitts- 
punkt  der  Hohen  des  Dreiecks  geht.  (Vergl.  Aufg.  3,  ArL  54;  Aufg.  3, 
Art.  235.)  ^ 

Beisp.  15.    Welches  ist  der  Ort  der  Brennpunkte  der  Kegelschnitte,       ^  ^ 

die  demselben  Vierseit  eingeschrieben  sind  ? 

Wenn  wir  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  durch  o?,  =  0, 
0^2=0,  0:3=0,  0:4=0  darstellen,  so  besteht  zwischen  diesen  Grössen 
oothwendig  die  identische  Relation  a^x^  +  02^:2  +  «3^3  +  «4^4  =  0, 
weil  die  Gleichung  jeder  Geradeh  mittelst  der  Gleichungen  von  drei  andern 
ausdrflckbar  ist  Diese  Relation  muss  nicht  nur  durch  <lie  Cöordinaten 
des  einen  Brennpunktes  x^\  x^\  x^,  x^,  sondern  auch  durch  die  des 

andern  — ,,  —,,   -7,  — /  erfüllt  werden.    Der  fragliche  Ort  ist  daher  eine  ^ 

X,      X2     arg     *^i  .^ 

Curve  dritter  Ordnung  von  der  Gleichung  -^+^  -^f?-j-^  =  0,  *\a,»^  t  ^ 

330.    Im  Art  321    ist    das   Paar    der   Durchschnittspunkte  2 

eines   Kegelschnitts  mit  der   geraden  Verbindungslinie  von   zwei  « 

Punkten  x,  x   bestimmt  und  in  den  folgenden  Art.  sind  die  Er-  1 

gebnisse  dieser  Untersuchung  entwickelt  worden.    Es  bleibt  öbrig,  J 
dem    eine    Methode    hinzuzufügen,    wie   man    die  Durchschnitts- 
punkte einer  durch  die  allgemeine  Gleichung  gegebenen  geraden 


^ 
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i 
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Ltnie  mit  einem  ebenso  durch  die  allgemeine. Gleichung  heslimm- 
tcn  Kegelschnitt  ermittele. 

Benutzen  wir  die  Bezeichnung  des  Art.  324 

so  ist  Sjo:,  +  S2X2+  S^x^  =  0  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades  identisch;  die  Combination  dieser  Gleichung  mit 
der  Gleichung  der  geraden  Linie  Ijo:,  +  ^0X2  +  ^^x^  =  0  giehl 
für  die  Unbekannten  die  Verhältnisse 

o:,  :  0^2  : 0:3  =  (Äj^j  -  S3S2)  :  (S3S,  —  5,  I3)  :  (S,  ^2  —  ^jg,) 
oder  durch  Einführung  eines  zunächst  unbestimmten  Factors  6 

-  $x,  +  S3S2  -  ÄjSs  =  0,     -  $X2  +  S,|3  —  S3S,  =  0. 

-Ox^  +  ÄJ,  —  5,^2  =  0, 
d.  h.  in  entwickelter  Form  durch  Wiedereinführung  der  Werthe 
der  S  und  nach  den  x  geordnet 

^J  (öl3fe~«1253"~^)  +^2(^23^2 —  «22^3         )+^3(<'3"3S2"~  «32I3         )=^' 
''*^1  («lll3"~^13Sl  )  +^2(«12l3~-«23S|  —  ^)  + ^3(^1 3^3  ""^33^1         )=0» 

^1  («12^1  "-^11^2         )  +^2(^22^1 — «12^2         )+ ^8(^23^1 —« 13^2^  ö)=0. 

Man  bestimmt  sopnit  die  Werthe  der  Coordinaten  der  Schnitt- 
punkte aus  drei  linearen  homogenen  Gleichungen.  Die  Schreibari 
der  allgemeinen  Gleichung  ersten  Grades  ^^x^  +  etc.  =  0  er- 
laubt zugleich,  durch  die  einfache  Vertauschung  der  x  mit  den  ^ 
und  der  a  mit  den  a  dieselben  Gleichungen  als  Bestimmungs- 
gleichungen der  Coordinaten  §  der  Tangenten,  die  von  einem 
Punkte  I]  x^  +  etc.  ==  0  an  den  durch  die  allgemeine  Gleichung 
''iiSi^  +  etc.=0  gegebenen  Kegelschnitt  gezogen  werden  können. 

Es  erübrigt  nur,   die  Grösse^  direct  zu  bestimmen.    Wenn 
man  die  Gleichungen 


a 


31 


^1   +  ^32  •''^2  +  ^33  ^3  . ^3 


nach  den  x  auflöst,  so  erhält  man  für  J  als  die  DiscriminanI«' 
des  Kegelschnitts  und  J^^,  ^j^*  ^^^-  ^'^  ^^^^  "^^^  ^^^  Elementen 
a,p  a^2>  ^^^-  gebildeten  Unterdeterminanten 


^12^1    +  ^22-^2   +  ^23^3  +    ^(^1^3  ""   fe^l)  =  ^' 

A^^S^  +  A22S2  +  ^33^3  +  -  (IjS,  —  |,  Sj)  =  0 
und  somit  durch  Elimination  der  5,,  S.^,  S^  die  Relation 


r 
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'11 


-^12  ~ 


^.3  + 


A2-\ 


^Is 


$  ' 


'22 


9 


■"la 


9 

'23+      Q 


■^23"" 


^ 
9 


'33 


aus  welcher  sich 


0  ,    ^,  ,   fe  ,  S 


=  0, 


1' 

$2. 
13. 


a 


11» 


a. 


a 
a 


12»    ^13 


21»     "22»    "23 


a 


a 


31»     "32»    "33 


a> 


=  ö^  ergiebt  oder 


«2+(^,,  ll^+^22S2'+^33S3H2^,3S2l3+  2^,  §,|3+  2^,2ll  SjJ^O. 

Man  erhält  denselben  Werth,  wenn  man  zwischen  den  oben 
gefundenen  Bestinimungsgleichungen  für  x^,  x^*  x^  diese  Grössen 
eliminirt,  in  der  Form 

-  Ö  {Ö2  +  (A,,^;^  +  ....  +  2^ijSil2)}  =0. 

Um  die  Schnittpunkte  einer  geraden  Linie  mit  einem  Kegel- 
schnitt zu  finden,  bildet  man  also  die  Determinante,  deren  Ver- 
schwinden die  Berührung  der  geraden  Linie  mit  dem  Kegelschnitt 
bediogt  und  ermittelt  die  Quadratwurzel  aus  ihrem  mit  umge- 
kehrtem Vorzeichen  genommenen  Werthe;  die  zwei  Werthe  der- 
selben geben  die  Werthe  der  Coordinaten  der  Schnittpunkte  mit- 
telst der  obigen  drei  linearen  Gleichungen.  Für  d  =  0  geben  sie 
die  Coordinaten  des  Berührungspunktes. 

Die  speciellen  Formen  der  allgemeinen  Gleichung  geben  be- 
queme Beispiele  zur  Anwendung  dieser  allgemeinen  Methode  der 
Auflösung  zweier  homogenen  Gleichungen  vom  ersten  und  zweiten 
Grade  zwischen  drei  Veränderlichen. 

331.  Das  System  der  Kegelschnitte,  die  mit  zwei  festen 
Kegelschnitten  S^=0,  S>=0  die  nämlichen  Schnittpunkte  haben, 
welches  also  eine  Gleichung  von  der  Form  kS  +  ^  =  0  dar- 
stellt, enthält  für  jeden  Punkt  seiner  Ebene  einen  durch  ihn  gehen- 
den Kegelschnitt;  wenn  S^  und  Sq  die  Resultate  der  Substitution 
seiner  Coordinaten  in  die  Polynome  S  und  S"  sind,  so  dass 
kS^  +  Sq  =0  ist,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  dieses  Kegel- 
schnitts SSq—S^Sq^^O.  Ebenso  gehört  in  dem  System  ä:2"+2'=0, 
welches  mit  den  festen  Kegelschnitten  Z  ==  0,  ^  =  0  dieselben 
Tangenten  gemein  hat,  zu  jeder  geraden  Linie  ein  sie  berühren- 
der Kegelschnitt. 

Dagegen  wird  in  jenem  System  jede  gerade  Linie  |jÄri-|-...=0 


-.f 


■j 


=0,  schreiben  wir  ß=0; 
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h   zwei  Ciirven  des  Systems   berührt,    für   welche   die  ent- 
nhenden  Parameter  k  durch  die  Substitution  von  Ära,,  -(-  ^w 

■\- l>ii,    etc.    fAr    a,,,   n,2,   etc.    iti    die   Determinante  At^ 

324  gefunden  werden,   so  dass  man  erhält 

„  +  6j,,    *tf33  +  ftji.    Artj3  +  b,3,    I3 

diess  ist  eine  in  Bezug  auf  k  quadraüscite  Gleichung. 

Ebenso  geben  durch  jeden  Punkt  S,a;,  +  ...=0  zwei  Kegd- 
Itle  des  Systems  Ar  X  +  i"  =  0. 

Den  Durchschnitt  einer  geraden  Linie  o,  x,  +  ...=:  0  mit 

Curven  des  Systems  kS  +  S  =  0  findet  man  durch  Com- 
lion  der  drei  Gleichungen 

+  a,ar,  +  <Jsa:,=0,    l,ar, +  |ja;;+g,3:,  =  0.    ftS  +  S'=0; 
it  also  das  Product  der  Gleichungen  eines  Paares 
„+&„.  Aa„  +  (>,j.  Aa,.,  +  ft,„  «,,  |, 

„  +  ft3,,  Aa3j  +  6sj,   A«3.  +  *^s.  «3-  fis 

a,       .  «,       ,  aj       ,    0.    0 

I,        .  S,       .  Sä       .    0.    0 

n  k  vom  ersten  Grade  ist  und  die  wir  in  der  Form  kP-^Q 
eiben  liönnen.     Setzt  man  fitr  k  die  aus  £2  =  0  heslimioleB 
theArg.A-,  ein,  so  erhält  der  Ausdruck  kP-^Q  die  respecliroi 
Ihc  a^,  a,^  und  die  Gleichung  eines  Paars  ist  daher  allgcmeiii 
1,    0 
l,afl'   =a„*(i|  — i)  —  «,»(<l|,  —  i):    oder    die    Paare  der 

littpunkte    bilden    eine    Involution    «„  +  [y A  a,  =  ft 

he  die  Berührungspunkte  der  geraden  Linie  mit  den  Kegd- 
itten  des  Systems  zu  Doppelpunkten  bat.  (Art.  3(ß.] 
Ebenso  bestimmt  ein  Punkt  mit  dem  System  kZ+  £'=0 
involutoriscbes  Büschel  von  Tangenlenpaaren,  welches  ^' 
entsprechenden  Tangenten  der  beiden  durch  ihn  hindurrb- 
nden  Kegelschnitte  des  Systems  zu  Doppel  strahlen  bat 
Wenn  insbesondere  der  eine  der  beiden  festen  KegcIscIioiU' 
as  System  der  beiden  unendlich  entfernten  imaginären  Kreis* 
tu  (Art.  318,  Aufg.  2]  degenerirt,  so  sind  die  ihm  mit  den 


=  0,  eine  Gleichung. 


r 


•*?*T.«?'3'%'' 


,•*»►< 
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aodern  festen  Kegelschnitt  gemeinschaftlichen  Tangenten  die  vier 
geraden  Linien,  welche  jene  mit  den  Brennpunkten  des  Letzteren 
verbinden  und  nach  Art.  310  haben  dann  alle  Kegelschnitte  des 
Systems  kI!+2'=:0  diese  Brennpunkte  gemein;  man  nennt 
ein  solches  System  ein  System  von  confocalen  Kegelschnit- 
ten. Nach  dem  Vorigen  sieht  man,  dass  durch  jeden  Punkt  zwei 
Kegelschnitte  dieses  Systems  gehen,  während  jede  gerade  Linie 
von  einem  derselben  berührt  wird;  von  jedem  Punkte  aus  gehen 
an  die  Kegelschnitte  des  Systems  Tangentenpaare,  die  ein  invo- 
lutorisches  Büschel  bilden  und  die  Doppelstrahlen  desselben,  die  • 
mit  jedem  Paar  entsprechender  Strahlen,  also  auch  mit  den  nach 
den  imaginären  Kreispunkten  gehenden  ein  harmonisches  System 
bilden,  sind  nach  Art.  301  rechtwinklig  zu  einander.  Da  sie  die 
Tangenten  der  beiden  durch  den  Punkt  gehenden  Kegelschnitte 
des  Systems  sind,  so  kann  man  sagen,  dass  diese  sich  rechtwinklig 
scbneiden. 

Aufg.  1.  Man  soll  dieCoordluaten  des  Berährungspunkles  einer  gera- 
den Linie  aiXi'\' 02X2-^-0^01:^=0  mit  demSystcm  kS-\-S'=0  bestimmen. 

Ordnet  man  die  Determinante  Sl  nach  den  Elementen  der  Reihe 
der  a  und  bezeichnet  die  entsprechenden  Unlerdeterminanten  durch 
•ßp  .^2)  ^3»  s^  '^^^  ^^^"  ^^^^  ^^^^  Coordinalen  0:^ ,  0:2»  x.^  die  Relationen 
HX^  =  Sl^,  (1X2  =  ^2»  M^3  ^^^  ^'i' 

Aufg,  2.     Wenn  eine  gerade  Linie  ^iXi  +  ...  =  0  eine  Curve  ,| 

«**' Classe  /*(§!.  I2.  S3)  =  0  umhüllt,  so  beschreiben  die  Berührungs-  * 

ponkte  des  Systems  der  Kegelschnitte  mit  der  geraden  Linie  eine  Curve, 
deren  Gleichung  gebildet  wird.  Wenn  man  zwischen  den  Gleichungen 
f{Sli,  SI2»  -ß;))  =  0   und  kS  -\-  S'  ==  0  den  Parameter  k  eliminirt.  i 

Sie  ist  von  der  Ordnung  3n  und  hat  in  den  Schnittpunkten  des  Systems 
und  den  iLckpunklen  des  genieinschafllichcn  selbstconjugirten  Dreiecks 
»fache  Punkte. 

Aufg.  3.    Die  Tangenten  der  Gurve  des  Systems  kS  -\-  S"  =  0  in  4 

ihren  Schnittpunkten  mit  einer  geraden  Linie  a^x^  4~  ..  =:  0  umhüllen 
eine  Curve  dritter  Classe,  welche  die  gegebene  gerade  Linie  zur  Doppel- 
tangenle  hat. 

Man  bildet  die  Gleichung  dieser  Curve  für  a^x^  +  . .  =>  0  als  die 
Gleichung    der  Geraden   und   mit   den  Relationen    fi§j  =  kS^  +  S/, 

filj  =  Ar «2  +  5^2'»  Az  =  ^'%  +  ^V  ^"^  ^1  ^1  +  k^^2  +  ^:i'^3  =  ^ 
als  die  Gleichung   der  Tangente,  indem  man  in  die  durch  Elimination 

zwischen  den  vorigen  Relationen  erhaltene  Determinante    ^21  ^o^^i  '  =  0 

!  ^31  ^3'  ^3    I 

für  die  x  die  Werlhe  substituirt,  welche  aus  der  Gleichung  der  Tangente 
und  der  Gleichung  der  gegebenen  Geraden  gewonnen  werden. 

Salmon ,  Anal.  Goom.  d.  Kcg-elschn.  2.  Aufl.  26 
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332.  Die  Bestimmung  des  Pols  einer  Geraden  (Art.  324) 
fuhrt  zur  Bestimmung  der  Bedingungen,  unter  welchen  eine  ge- 
rade Linie  ein  Durchmesser  und  unter  denen  zwei  gerade  Liiiieo 
conjugirte  Durchmesser  sind,  durch  die  Betrachtung  der  unend- 
lich entfernten  Punkte. 

Wenn  die  gerade  Linie  öjari  +  Hjorj  +  «30:3  =  0  ein 
Durchmesser  des  Kegelschnitts  ist,  so  liegt  ihr  Pol  unendlich  eot- 
fernt,  oder  sie  selbst  geht  durch  den  Pol  der  unendlich  entfernten 
geraden  Linie  und  man  hat  die  Relation 

(-^11*1    +  -^12^2     •     -^13*3)  ^1     •     (-^21*1    "•     -^22^2     I     -^23*3)^5 
"•     (-^31*1    "T"  -«32*2     ""   ^33*3)  ^3   ^^^   ^' 

Soli  dagegen  der  zur  geraden  Linie  ajar^-f  ..=0  conjugirte 
Durchmesser  gefunden  werden,  so  betrachtet  man  die  Tangente 
in  einem  Punkte  y  der  Curve,  d.  h.  x^S^  -^-  a^j^i  +  ^3^3  =  ^ 
als  parallel  der  geraden  Linie,  so  dass  die  Bedingung 


^H  ^2'  *3 


«„  «2,  «3 


=  0  besteht;  werden  dann  die  in  den  S^^  So,  S.^  ent- 

Op  Oj,  O3 

laltcnen  Veränderlichen  als  die  laufenden  Coordinaten  angesehen, 
so  ist  diese  Gleichung  die  Gleichung  der  durch  die  Berührungs- 
punkte der  parallelen  Tangenten  gehenden  geraden  Linie,  d.  L 
die  des  zur  gegebenen  geraden  Linie  conjugirten  Durchmessers; 
in  entwickelter  Form 


X. 


*1  »    *2 »    *3 

flj,     «2,     flg 

+   ^2 

^11»  ^21>  ^U 

5|  ,    S^t     ^3 

«17   «2»    ^3 
«217  «221  ''32 


+  ^J 


!    *1  »    *2'    *3 
«n    ^2»    ^3 


=  0. 


I  ^31'  ^32»  ^33 

Vergleicht  man  diese  Relation  mit  der  Gleichung  einer  zweiten 
geraden  Linie  a^  x^-^-a^x^  +  a^x^^O,  so  geht  die  Bedingung 
dafür,  dass  diese  der  zum  vorhergehenden  conjugirte  Durchmesser 


sei,  in  Form  der  Determinante 


^ll)^I2>''l3>  ^1 


=  0  oder 


^21'  '^22>  ^23?  ^2 
^3n^32»%ii  ^3 
«1»  «2  »  ^3  >  ^ 
^1101«/+ ^22«2«2'+ A3  «3  «3'  + Aj  («2«3'  +  «r«3) +^31  («3«!^ 

4-  ^12  (^1  ^2  +  <^/  ^2)  =  ^  hervor. 
Wenn  man  die  allgemeine  Theorie,  so  weit  sich  die  Inter- 
pretation auf  Punktcoordinaleu  bezieht,   auf  den  specieilen  Fall 
Cartesischer  Coordinaten  einschränkt,  als  in  welchem  nach  Art.  09 
eine  Seile  des  Fundamentaldreiecks  unendlich  entfernt  und  daher 


r 


""C?»^^ 
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;r3  =  l  zu  setzen  ist,  so  ergiebt  sich  aus  der  Untersuchung  der 
Pole  und  Polaren  der  Fundamentallinien  und  Punkte  die  Theorie 
der  conjugirten  Durchmesser  und  die  Bestimmung  des  Mittel- 
punktes. 

Der  Mittelpunkt  ist  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden, 
ond  da  dieser  die  Coordinaten  0,  0  entsprechen  (Art.  68),  so  sind 
<He  Coordinaten  x^,  y^  des  Centrums  durch  aiiaro-j-aij^oH- Ai3==0, 

"21*^0"!" ^22^0 +^23^^^  J^Gstimmt,  aus  denen  031^:0+032^0+033==  — 

-^33 
hervorgeht;  dieser  Bruch  ist  zugleich  der  Werth  der  linken  Seite 

der  Kegelschnittsgleichung  für  die  Substitution  von  otq,  y^  statt  x^  y. 
Setzt  man  also  in  die  Gleichung  f[xj  y)  =0  des   Kegel- 
schnitts {x  +  xcq}  und  [y  +  y^)  für  x  und  y^    so  erhält  man 

f[x^  y)  =  öjja:'^  +  2^12^' y'+  ^-nV^  +  ~j~*    so  dass  so  lange 

^33 
nur  nicht  ^33  =  0  ist,  die  Gleichung  immer  in  die  Form 

0,.«'+  2aj2^y+^22y^+^=^»  ( A:=  -— 1  gebracht  werden  kann. 

Die  Gleichungen  zwischen  Pol  und  Polare  werden 
kl  =  a^^o:  +  «12^»    ^^  =  ^21^  +  ^22^'    ^^^^  Auflösung  giebt 

Ix  =0^2^  —  «12^»    ^y  =  — «12^  +  «22^»  V'^r^y   ""^  ^^" 
her  so  lange  nicht  //  =  0  die  Gleichung  in  Liniencoordinaten 

022^^  —  2a,2^^  +  «11^^  +  ^  =  0. 

Die  Gleichung,  welche  zwei  harmonische  Pole  verbindet,  ist 
öijxa:'  +  «j2  (^y  +  ^y)  +  ^TiVV  +  A:  =3  0,  und  wenn  ins- 
besondere beide  in  unendlicher  Ferne  liegen  und  durch  die  Win- 
kel a,  €i  bestimmt  sind,  die  Relation  zwischen  den  Richtungen 
eoDJugirter  gerader  Linien 

öji  cos«  cosa'+  «,2(008«  sina'  +  cos«'  sin  er)  +  «22  sin«  sina'  =  0. 
Man  kann  dafür  setzen 
a|,  cos  «  +  0,2  s^"  a  =  f^  sin  « ,    0,2  cosor  +  «22  sin  «  =  —  ^  cos  «'. 

Aufg,  1.  Für  die  Asymptoten  fallen  a  und  a  zusammen  und^man 
erhält   a,|Cosa  +  (ai2  —  fi)sina=0,    («,2 +f^) cos« +  «22810«  =  0 

und  daher   0,,  ^22  —  ^n    +  ft^  =  0  oder  jli  =  j/ — ^33.      Für   die 
Asymptoten  ist  somit 

vcosacosa'=Ö22»  vcosasina'= — (0,2 — i^)»  i' cos a' sin a=-- («,2 +fi), 
Vsjn« sin  «'  =  «,, ;   v^-^^^a^^  —  022)^  +  ^^12^- 
Aufg,  2.    Für  die  Hauplaxen  sind  or  und  a  um  90^  verschieden  und 
man  erhält 

26* 


V' 


t     \ 
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(öjj  — k)  cos  a  +  aj2  sin  a  =  0,    a^o  cos  a  +  («22  —  ^)  s*"  «  =  0, 
also  (a,,-A)  («^3- i) -a,,2^0;  A=^-^i+^«+^.  a'=^U±^. 

für  ^'=Kl— «22)'+^«12'» 

und  cos'a  =  sin^a  = -'^ — ^^  "  '-  -,  sin^a=cos^a  =  — ^H-        • 

sin«  cos«  =  —  sina'  cosor'  =  — • 

V 

Für  dj]  :=  022»  ^12^=^  ^  werden  die  Hauptaxen  also  unbeslimmt;  diess 
Ist  der  FaU  des  Kreises. 

Aufg,  3.     Wenn  {«'  —  a)  ein  gegebener  Winkel  fi  sein  soll,  so 
gellen  die  Relationen 

flji  cos  a  +  rtj2  sin  a  =     ^  (cos  a  sin  |li  +  sin  cc  cos  fi), 

ct^y  cos  a  +  022  s*"  "  ^^^ —  ?  (^^s  ^  *^^s  i'*  —  sin  a  sin  fi) 
oder      («11  —  q  sin  jii)  cos  a  +  («12  —  p  cos  \l)  sin  a  ==  0. 
(0,2  +  Q  cos  fi)  cos  a  +  («22  —  9  ^^^  f*)  sin  a  =  0 

und  ^2  —  («11  +  «22)  ^  s'"f*  +  ^33  =  ^• 

Man  findet 

^mCOS^u  —  aiisin^ib  —  <rsinu. 
=  «22  —  ^sin/x  =  -« ^ ''-^ ^. 


pcosa  = 

psincif=:  —  «12 pC0S|li=:  —  012 


-—  ' — -^  — --  ^—  cos/i; 


gcosa=  — aj2  +  9<^os|it=— a,2+  ^-^  *— ^'^ — ^—  cosfi. 


^  sina  =  «u  —  ^  sinfi  = 


flu  cos*|[t  —  ^22  siii'f*  —  <^  sinp, 


<^*  =  («u  +  «22)^  sinV  —  4^33. 
So  lange  sin^u>;^ r*^-xi  ist,  ist  die  Aufgabe  möglicb;  sie  ist  es  also 

stets  bei  der  Hyperbel. 

Die  Verlauschung  von  ft  mit  —  fi  giebt  die  Bestimmung  At^  zug^ 
hörigen  Winkels  «'. 

Aufg.  4.     Aus  den  Relationen ,  von  denen  in  der  vorigen  Aufgabe 
ausgegangen  worden  ist,  folgt  auch 

a^^  cos*a  +  2aj^2cosasinor-<|-  ^22siii^^  ==  psinft;  daher  gehl  durch  die 
SuJ)stilulion  x  =  JC  cps  a  +  F  cos  «',  y  =:  ^  sin  a  +  Y  sin  a  die 
Gleichung  des  Kegelschnitts  in 

X*       y^  k  k 

—  +  -j*i  =  1     über  mit   d^  = -_— — ,  <^^  =  —'- — " 


d* 


Q    SlDft 


Q  Sin  fi 

k  k 

Fflr^die  Hauptaxen  ist  speciell    d'^  =  —  y ,.  d'^=  — p- 

Die  Transformation  zu  den  Asymptoten  vollzieht  man  dagegen  durcb 
X  =  X  cos  a  -{•  Y  cos  a\  y  =  X  sin  cc  -{-  Y  sin  a\ 
fljj  cos'^a  +  2aj2  cos  a  sin  a  +  «22  si"^  a  =  0, 
fljj  cos^  a'+  2a, 2  cos  a  sina'  -f-  «22  siß^  «'  =  0, 

0]  I  COS  er  COS  0;  +  öi2(cosasincif  +  cos  er  sina)  4-^22  s'i^  ^n**^  ^^^ 


und  die  Gleichung  der  Curve  wird  A'  T  =  — 


kv 


AA 
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Zwanzigstes  Kapitel. 

Von  den  Invarianten  und  Covarianten 
der  Gebilde  erster  Stufe  oder  binärer  Formen. 


333.  Der  Durcbschnitlspuukt  der  geraden  Linie  a^Xi+  ...=0 
mit  der  Seite  Xj  =*0  des  Fundanientaldreiecks  ist  durch 
fljo:,  +  «2^2  =  ^  dargestellt  (vergl.  Art.  62);  oder  der  von 
ax  +  by  +  c  =  0  mit  der  Axe  x  durch  ax  -\-  c  =  0.     Ebenso 

i  bestinnait  der  Kegelschnitt    öj,a:,^+  •  •  •  +  2 «12^1^2=  ^    ^^^^ 
derselben  Fundanientallinie  ein  Punktepaar 

flu  ^i^  +  ^ajjic,  X2  +  «22^2^  ^^^  ^»  ^^®  ^"^''  ^^^  Cartesische  Coor- 
I  dinaten  das  Punktepaar  a^^x^  +  20130:  +  «33  =  0  in  der  Axe  x. 
Ebenso  verbindet  d.en  Punkt  cir,||+..  .=0  der  Strahl  a,|,+a2l2=0 
:  (vergl.  Art  79)  mit  der  Ecke  I3  =  0  des  Fundamentaldreiecks 
;  Dod  der  Kegelschnitt  «11^1^  +  .  •  •  +  Sajolila  =  ^  ^^^^  "^'^  ^^^ 
Punkte  §3  =  0  die  Tangenten  «ug,^  +  2a,2  5,  ^2  +  ^22^2^  ==  ^ 
gemein.  So  bestimmt  jede  gerade  Linie  mit  einer  der  Funda- 
mentallinien  einen  Schnittpunkt,  jeder  Punkt  mit  einem  der  Fun- 
damentalpunkte einen  Strahl,  jode  Curve  zweiter  Ordnung  mit 
jener  ein  Punktepaar  und  jede  Curve  zweiter  Classe  mit  diesem 
ein  Strahlenpaar.  Und  da  jede  beliebige  Gerade  zur  Fundamcn- 
tallinie  und  jeder  Punkt  zum  Fundamentalpunkt  durch  Transfor- 
matioQ  gemacht  werden  kann,  so  erzeugen  die  algebraischen 
Curven  aller  Ordnungen  und  Classen  mit  beliebigen  geraden  Linien 
und  Punkten  Punktreihen  und  Strahlbuschol  und  die  analytischen 
Ausdrucksformen  derselben  sind  die  allgemeinen  Gleichungen  der 
•  betreffenden  Grade  mit  einer  Unbekannten,  oder  die  homogenen 
Gleichungen  derselben  Grade  mit  zwei  Veränderlichen.  Die  Unter- 
saehung  dieser  Formen  muss  zur  Entdeckung  der  Eigenschaften 
der  Punktreihen  und  Strahlbuschei  auf  rein  analytischem  Wege 
fähren.  Wenn  wir  die  Untersuchung  an  homogenen  Gleichungen 
Tollzleben,  so  liefern  ihre  Resultate  nach  der  doppelten  Interpre- 
tation in  Punkt-  und  in  Liniencoordinaten  zugleich  die  Eigen- 
schaften der  Punktreihen  und  der  Strahlbuschei.  Nachdem  im 
vorigen  Kapitel  die  Untersuchung  der  homogenen  Gleichung  zwei- 
ten Grades  mit  drei  Veränderlichen  begonnen  ist,  wird  die  beab- 
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[igte  Untersuchung  der  Gleichungen  mit  zn-ei  VeränderÜcheD 
Grundlage  bilden  zu  neuen  und  wichligcn  Ergebuisseu  ID  jeDcr. 
Wir  erinnern  zuvor  an  das  frfilier  Gefundene;  ist  0,=— ioi, 
,   so  sind  X,  —  kx^^^O,    Xi—lx.j=iO,    Xy  —  mx,  =  0, 

—  na;^=^0    vier   Elemente,    deren    Doppelverbältniss  durth 

—  : ausgedrückt  wird;    und   wenn    a:,  —  txj  =  0, 

—  ij/j  =  0  zwei  Gebilde  sind,  in  denen  der  Teränderlidw  i 
'Qcient  k  für  entsprechende  Elemente  stets  einerlei  Werth  hat,  1 
ind  dieselben  projectirisch.  | 

334.    Das   durch    a,,a;,^ +.2o„a:,a:,  +  a^jarj' =  0  dargf-  | 
tc  Elementenpaar  lallt  zusammen,  nenn  a,,«,., — (i,i^=0  ist:  1 
1  dann  hat  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  x,  ix-j.    W»in  | 
Icr  Discriminante  der  homogenen  Gleichung  mit  drei  Variabeln 
.  323)  die  CoelTicientcn  der  x^  enthaltenden   Glieder  gleich 

gesellt  werden,  so  dass  sich  die  Gleichung  selbst  auf  die 
e  reducirt,  so  geht  die  Discriminante  in  die  einfache  Fom 
=  (djjOjj  —  «12^)  zurück,  die  man  daher  auch  die  Discri- 
lante  der  betrachteten  Gleichung  nennt.    Sie  entspringt  anrh 

diese  aus  der  Elimination  der  Veränderlichen  znischen  den 
teilen  DilTerentialen  der  allgemeinen  Gleichung  nach  x,  uod^, 
c,  +  a,2^i  =  0,  «„.-c,  +  ajji,  =  0.  Und  wenn  c.,,  Bj  di^ 
rzelwerthe  x,  :  x^  sind,  welche  der  Gleichung  entsprtclwi, 
ist  wegen    a,«^^^  ^!   «(^«s  ^_^s_  4=_ai,J[n,— «j)', 

in  die  Bedeutung  wiederholt  erscheint,  zugleich  aber  fich  er- 
it,  dass  die  von  der  Form  ausgedrückten  Elemente  reell  odw 
;inär  sind,  je  nachdem  die  Discriminante  derselben  negati« 
r  positiv  ist.  Nach  der  Bedeutung  der  Discriminante  musi 
elbe  durch  Coordinatentransformation  nur  durch  Hininlnlt 
;»  Constanten  Factors  »erändert  werden,  denn  sie  muss  lucb 
Transformation  Null  seit»,  wenn  sie  es  vorher  war,  da  d» 
immenfallen  der  dargestellten  Elemente  vom  CoordinateosRl*« 
bhängig  ist.  In  der  That  hat  man  fOr  die  Suhstitutioo 
=  ^iVi  +  l^i!/i-    ^2  =  ^2^1  +  l^iUi    die   transformirle  Fon» 

+  2{aiiA,f<,  +«i;(A,,aj  +  Ijf.,)  +'««i,f*i}j,«/i 
+  ("ufi^  +  2«|jjt,fi2  +  «Mf»»'}  J/i^^O 
es  ist,  wie  leicht  durch  das  Hulliplicationsgesetz  der  Delfr- 


r 
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atioanten  gefunden  nird, 

{"„V+  2<i,,i,A,  +«,jV}    {«!.;•.' +  2a,,fi,^j  4- a«P 

d.  h.  die  Discri  min  ante  der  transformirten  Form 
das  Product  aus  der  Discriminante  der  ursprängiicl 
Form  in  das  Quadrat  der  Substitutionsdeterminar 
335.  Wenn  man  zwei  homogene  Gteicbungeu  zweiten  C 
des  mit  zwei  Veränderlichen  a,ia;,*  +  2a,^x,x2  +  a^^x.^ — 
*n^i*  +  2bi^x^x^  +  6jj3;j^  =  0  zugleich  betrachtet,  d.  b.  z 
Punlttepaare  in  derselben  geraden  Linie  oder  zwei  Strahleap: 
lus  demselben  Punkte,  so  entspicchen  denselben  die  beiden  1 
criminanten  (ano^j  —  lu^)  und  (in&ji  —  ^u)-  S'"''  "f 
^,,  ß,  die  Wurzeln  der  Gleiclinngen,  so  ist  das  Doppelverhäli 
I   der  durch  dieselben  dargestellten   vier  Elemente 

i   in=  — — -  '  :  — ~  und  man  bildet  daraus  die  Relation 

selben  kann  nach  den  Relationen  zwischen  den  CocHicieni 
«eiche  schon  vorher  benutzt  sind,  in  Function  der  letztern 
sclirieben  werden  und  giebt 


(\  +  mV  _  4{2« 


dass  m  =  +  1  das  Verschwinden  einer  der  beiden  Discriminan 
im  Nenner  der  rechten  Seite  bedingt,  d.  h.  dass  das  Doppeh 
bäitniss  von  zwei  Punklepaaren  nur  dann  den  Werth  der  p< 
(iven  Einheit  haben  kann,  wenn  das  eine  derselben  aus  zwei 
sammenfallenden  Punkten  besteht. 

Man  erkennt,  dass  für  m  ^  0  die  Relation 
4  {2«„6„-{a„i„ +  «„!„)}'  =  (.„«„  -  .,/)  (l.„i„  -  4 
bedingend  ist,  d.  h.  dass  die  beiden  Gleichungen  eine  gemeinst 
Wurzel  haben'  wenn  dieselbe  bestehl,  oder  dass  sie  die  Redingi 
ist,  unter  welcher  beide  Gleichungen  durch  einen  Werth  der  V 
äDderlicben  zugleich  erfüllt  sind;  man  nennt  sie  die  Bbsultaj 
der  Gleichungen.  Die  Relation  in  den  Wurzeln  zeigt  in  Uet 
einstimmung  damit,  dass  sie  bis  auf  einen  Factor  mit 

{(«,  +  «J  (fi  +  W  -  2(«,«,  +  PMY  -  («,-«,)'  Ä-i 

identisch,  oder  dass  sie  dem  l'roducte 

(tt,  — ^,)  («,— Pi)  [«3-|3,}  [o^—ß-j]  proportional  ist.    Endlich  fin 
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Tür  m!=  —  1,  d.  b.  für  die  harmonische  TheiluDg  der  Ele- 
i  des  einen  Paares  durch  die  des    aadern    die  Bedinguag 

.„-(»„  i.,,+.;,»„)  =  o  oder  I ";;;';;  [+!'];;  ^^1=0. 

vollen  ablturzend   sehieiben   6  =  0,    und  in  PuncUan  dtr 

Pill    («,  +  oj)  [ß,  +  ß^]  =  2  (a,«,  +  ß,ß^]    oder 

-  ßi)  («.  -  ß2)  -  («1  -  «s)  (2«.  -  ßi - W  =  0.  etc..  d.  i. 

-= ^+ — ^,un(lel»enso =  "    -;,  H T''^- 

ihrer  analyli:schen  Bedeutung  ist  sowolii  diese  Bedlogaiig 
armonischcn  Relation,  wie  die  vorher  betrachtete  ResulUole 
nei  quadratische  Kormen  von  der  Coordinalenheziehuiig  UQ- 
igig;  in  der  That  findet  man  für  die  SuhsUtulion 
^1^1  +  fii^j.  3;,  =  iljy,  +  ftj^j  die  harmonische  Be- 
nder transforinirteo  Formen  2^,jB,j—[^„Bj,+.45jff,i; 
as  I'roduct  derselben  Relation  der  ursprünglichen 
len  in  das  Quadrat  der  Substitution sdeterminante: 
lasselhe  ergiebt  sich  direcl  aus  ihrer  Beziehung  zur  Restil- 
durch  die  beiden  Disuriminanten.  In  Bezug  auf  die  Itesullaate 
wir  ihre  Bestimmung  in  Determinanten  form  hinzu,  vMt 
ppelter  Weise  gewonnen  wird.  Multiplicirt  man  die  beidai 
lungen  mit  den  Binomen  a^x^  +  a^Xj,  b^x^  -\-  b^x-^.  so 
'.a  sich  die  eingeführten  Constanten  so  bestimmen  lassen, 
lie  IVoducte  identisch  sind;  denn  diess  entspricht  dem  Falle, 
iese  linearen  Factoren  diejenigen  sind,  welche  in  beiden 
lungen  zu  dem  gemeinsamen  linearen  Factor  beider  tiiain- 
i.     Aus       (a,,a;,^+  'ia^^x^x^+  a^tx^^]  (oi^i"!  +  "■t'^il 

^  (6,, 3:,'+  2ft,ja-,.T,+  6„a:,»)  (fc|ar,+  b^x,} 
i-ingen  aber  die  vier  Bedinguugsgleichungen 

«11  «1  —  *ii*i  =*>, 

2n„0i  +    a„aj  — 26,j6,  —    A„&.i  =  0. 

n,ja,  +2«|j«j—     &„6i  — aftijft,  =D, 
Ojjßj  —   6,jftj  =  0 

iwischen  ihnen  können  die  a,,  a,,  6,,  6,   nach   der  Regel 
rl.  72   eliminin  werden   und   man   erhält  die  Rcsullanle  i" 

«11,    0,   6,1,    0  : 

^orm        "'■■''  ^""'       '^'      "  i  =  0.     Oder  man  multiplirif' 
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die  erste  GleichuDg  mit  b^^,  die  zweite  mit  a^  und  bildet  durch 
Sobtraction  uod  nachmalige  Division  mit  X2  die  Gleichung 

-^1  ("12^11  —  ^11^12)  +  ^2(^22*11  —  ^11^22)  ^=  ^»  °^^"  multipli- 
cirt  dann  ebenso  mit  6j,a:i  +  26,20:2,  «11^1  +  2aj2^2'  subtra- 
hirt  und  dividirt  mit  0^2^  um  zu  erhalten 

Xi(fl226ii  —  ^11^22)  "t"  2^2(^22^12  —  ^12^22)  ==0;  eliminirt  man 
zwischen  den  berden  so  gebildeten  linearen  Gleichungen  Xi,  x^, 
so  erhält  man  die  Resultante  in  der  Form 

2(«,2jn  -  «11  J,2h     («22^1  -  «11J22)  i  _  0,    in   welcher  sie 

(«22^1  —  «11  «^22)'    2(022^,2  —  Ö12M    I 

als  die  Discriminante  einer  homogenen  Gleichung  zweiten  Grades 
TOQ  der  Form 

'«IJ^l"- «11*12)^1^+ (^22^11"" «11*22)  ^1^2+ (^22^12~~<'l2*22)^2^==ö 

erscheint. 

Aufg.  1.  Man  soll  den  Ort  eines  Punktes  so  beslimmen,  dass  die 
'  von  ihm  an  zwei  feste  Kegelschnitte  gezogenen  Tangenten  ein  harmoni- 
;  sches  Büschel  bilden. 

Wir  denken  zur  Vereinfachung  die  beiden  Kegelschnitte  auf  ihr  ge- 
meinsames, sich  seihst  coiijugirles  Dreieck  bezogen  und  ilirc  Gleichungen 

10  der  Form  aj|a:j^+a22*^'2^+'^33*'*^3^=^'  *ii^i*+*22*^2*+*33^3^^^^^ 
geschrieben;  danji  wird  das  vom  Punkte  x'  an  den  ersten  Kegelschnitt 

gehende  Tangentenpaar  durcli 

l^ll'^'l       1    )  («n  «^1    4"  •••)  =  («11 '^^l**^!     I     «22 ''^2  ^2     1     «33'*'3*'^3) 

ausgedrückt  und  für  0:3  =  0  erlihlt  man  die  Schnittpunkte  des  Tangenten- 
paars in  der  betreffenden  Seite  des  Fundamentaldreiecks  durch  die  Gleichung 

il(«22^2'^+  «33^3'Vl^—  2a,,a22^lW^1^2+  «22(«33^3'^  +  «ll^l'^)^2^=Ö- 

lodern  man  die  Bedingung  bildet,  unter  welcher  das  so  bestimmte  Punkte- 
paar mit  dem  ebenso  aus  der  Gleichung  des  zweiten  Kegelschnitts  abge- 
leiteten Paare  eine  harmonische  Theilung  giebt,  erhält  man  die  Gleichung 
des  fraglichen  Ortes  in  der  Form  öji&22(^22^2^"I"^33*'^3^)(*33^3^+*m^i^) 

T  «22  ^11  (''33  ^3  "f"  ^11  ^1  )  (^22  ^2  H"  ^33  ^3  }  ^^  "  ^11  ^22  ^1 1  ^22  ^1  ^2 
und  durch  Entwicklung  und  Reduction 

«11*11   (<'22*33  +  «33*22)  ^1^  +  «22*22  («33*11    +  «11*33)  ^2^ 
+  «33*33  («11*22  +  «22*ll)  ^3^  =  ^• 

Die  wichtigen  Beziehungen  dieses  Kegelschnitts  zu  den  gegebenen 
werden  wir  im  Folgenden  untersuchen. 

Aufg,  2.  Wenn  die  vier  von  dem  Punkte  des  Ortes  ausgehenden 
Taugenten  ein  Büschel  von  bestimmtem  Doppelverhältniss  bilden,  so  ist 
sein  Ort  eine  Curve  vierter  Ordnung  F^  =  kSS\  wenn  F  =  0  den  in 
der  vorigen  Aufgabe  gefundenen  Ort  und  5  =  0,  5'=  0  die  beiden  ge- 
gebenen Kegelschnitte  ausdrücken. 

Aufg,  3.     Man   soll    die  Enveloppe   der   geraden  Linie 
^1*^1  +  l2^2  +  ^3*'*^3  ^^  0  bestimmen,  welche  mit  zwei  festen  Kegel- 
schnitten zwei  Paare  harmonischer  Schnittpunkte  hervorbringt. 
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nn  mao  die  Gleichungen  beider  Kegelschnitte  in  der  vorigen  Form 
It.  so  gieht  die  Elimination  von  x^  zwischen  der  Gleichung  der 
Linie  und  der  des  ersten  Kegelschnitts  für  die  Durch  seh  uills- 
lider  die  Relation 

gung.  unter  der  diese  Gleichung  mit  der  Tflr  den  zweiten  Kegd- 
teich  gebildeten  ein  harmonisches  Svstcm  bestimmt,  ist  daber 

■  "33 1.=)  ib,, laH  &S3I5')  +  (*ll^S3\+  6.13 l.'J  (°SJ ä.'  +  "JSS,') 

leduclion  derselben  gleht  die  Gleichung  der  gesuchten  Enveloppe 

lung  eines  Kegelschnitts,  für  welchen  das  [>reieck  der  Fundirreii- 

gleiclifalls  ein  System  harmonischer  Pole  ist 
ff.  4.     Wenn    in    die   Gleichungen    von    zwei    Kegel scimilieo 
7^0  für  Xj,  elc.  Ix,  +  t^x^',  etc.  substituirt  werden,  so  gehl 
nderFormA^S-f-2A^P+^'S'=0,  i'?'+21(iP+(i'(7'=0 
enen  (Att.  321)  S u bs t i tu tionsresnl taten  ebenso  wie  oben  licnor. 
'  +  S'Ü—2P0  =  0  das  Paar  von  geraden  Linien  darsleill. 
lurch  den  Punkt  x'  su  gezogen  werden  kann,  dass.es  vi»  deo 
egelschnitten  in  harmonischen  Punkten    geschnitten  wird,    lo 
1  Falle  ist  die  Gleichung  des  Systems  der  vier  geraden  Linien 
Ue  x'  nach  den  Schnittpunkten  der  Kegelschnitte 
r  +  S'V—2P0f  =  i{S^  —  P^  {UU'  —  Q'). 
g.  5.     Welches  ist  die  Enveloppe  der  Kegelschnitte,  die  durdi 
bene  Punkte  gehen  und  ein  Testes  Segment  harmonisch  iheilfli? 

denken  die  drei  Punkte  als  Ecken  des  Coordinatendreiecb,  m 
Kegelschnitt  die  Form  der  Gleichung 

+  öji  x^  Xj  +  «1  jic,  a:2  =  0  hat  und  nehmen  x'  und  -t"  für 
linalen  der  festen  Punkte;  dann  sind  die  dem  DoppelveriiSIdiss 
lebenden  Theilpunkte  von  den  t^urdinalen  cx"+x',  cr'-i-di 
;r3nderliches  c.  die  Gleichung  des  Kegciscimitls  ist 
0  = 

{cxy"+  x^'),  {cx^"+  x^)(cx,"+  X,').  {cx"+  ar,'i(cx,"+* 
(cxj'+dx^).  {cx^"+dx,;)[rxt"+dxj ).  {cx"+dx^}(cxjjr^ 
:b  Entwickelung  -und  mit  EinTilhrung  von  bi:=xj' Xk  —Xj^t 

c'  {b.x^'^XjX^  +  b^x^'^x-^Xf  +  b^x^'^XfX^ 
+  rf)  IbiX^  x" XjX^  +  byxi x-i' x■^x^  +  b^x^'xj"n:jX,f 
d  }bjx{^X2X3  +  b^x-i'^x^jXi  +  b^x-J^x^xA  =0. 
mach  ist  die  Gleichung  der  Enveloppe 

[b.x,'*x~X3+  b2X^^x^Xi+  b^Xß'^XfXj]  (b.  x,"'xjXi-i--- 

df  (b,Xix'"x2Xf,  +  6^3:2' .rj"a;,ar,  +  b3X^X3"x,x,}'  «*" 

idbibjb-^iXfX^x^ibtXi  +  b^x^  +  b^x-f]    ^      , 

-  d)^    \biXi  Xf"x2X^  +  b2X.jX2''xxXf    +    b^X^ x/ i','^')"- 

ist  also  eine  Curve  vierter  Ordnung,  die  die  Ecken  desfn»*'- 


r 
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neDlaldrelccks  zu  Doppelpunkten  hat  und  von  der  geraden  Linie  des 
Segments  in  ihren  beiden  Endpunkten  berührt  wird.  Für  die  iiarmonische 
Theilung  insbesondere  reducirt  sich  die  Gleichung  auf  das  Product  der 
Kegelschnittsgleichungen  frjOr/^x^Xg  +  ••  -^=0,  b^  Xi"^X2X^  -}-  •••===0, 
d.  h.  die  Enveloppe  ist  der  vierte  Punkt,  der  diesen  beiden  Kegelschnitten 
gemeinsam  ist,  oder  alle  einem  festen  Dreieck  umgeschriebenen  Kegel- 
schnitte, die  ein  festes  Segment  harmonisch  theilcn,  gehen  (lurch  einen 
festen  Punkt. 

336.  Wenn  man  zwei  homogene  Gleichungen  vom  zweiten 
Grade  in  der  Form 

k  (a,  ^  Xj^  +  2  d  J2  a:j  a^j  +  «22  ^2')  +  (^1 1  ^i^  +  2  ^i  2  ^1  ^2  +  ^22  ^2^) = ^ 
verbindet,  wo  k  eine  willkOrliche  Constante  bezeichnet,  so  ent- 
spricht jedem  bestimmten  Werthe  der  Letztern  ein  Paar  von  Ele- 
menten und  die  Gleichung  stellt  also  ein  System  von  Paaren  von 
Elementen  vor;  sie  bilden  eine  Involution.  Denn  in  der  Gleichung 
'/Tfl,,  +  6,1)  x{^  +  2  {ka^2  +  6j2)  x^X2  +  {ka^2  +  b^^)  x^  =  0 
kann  k  auf  doppelte  Weise  so  bestimmt  werden,  dass  das  ihm 
entsprechende  Paar  von  Elementen  in  eins  zusammenfällt;  es  sind 
diese  Werthe  von  k  die  Wurzeln  von 

^^'ii  +  ^ji'  ^«12  +  ^12 

I  Ä:fl,2  -{-  &,2,    ka.22  +  ^22 

ITir  6  =  «,4622  +  '^22  ^11  —  2^12*12   ^^^®  oben. 

Wählt  man  diese  beiden  Elemente  zu  den  Fundamentalen 
und  bezeichnet  sie  durch  Zj  =0,  ^2  =  0,  so  kann  die  Reihe  der 
Elementenpaare  durch  z^^ — ?,Z2^  =  0  dargestellt  werden,  d.  h. 
durch  (zj  +  k^Zo)  {z^  —  ^^^2)  =  ^  ""^  ^^^  erkennt,  dass  jedes 
Paar  entsprechender  Elemente  des  Systems  mit  dem  Paar  der 
Doppelelemente  conjugirt  harmonisch  ist.  Jene  Doppelelemente 
stellen  also  die  Doppelelemente  der  Involution  dar,  welche  die 
betrachteten  Elementenpaare  bilden.  Nur  dem  Falle  6^=4z/z^] 
entspricht  eine  Ausnahme;   denn  für 

^'a^^+b^^}  '.Ara22+ft22^  —  (^«12+^12^^= — l^/'  +  ^J^  ist  es  erlaubt 
zu  setzen    Ära,,  +  ft,,  ==  m  {(Ar 0,2  +  ^12)  +  y^-P  "^  9/}' 

^«22   +   ^22=     -  {  A«I2   +   ^12)  "~  i^'P   +   9))' 

so  dass  die  Gleichung  der  Involution 

.Ä:fl,,  +  ft,,};rj^-|-2  A:rt,2+6,2^a:,ir2+f^^<':j2"l"*22'^2^^^^  '^  ^*®  Form 
m  i[ka^2  +  ^12'  +  [^P  +  Q}}  ^i'  +  -  I^^J2  +  ^12'  ^1  •'''2 

+   "  {(^'^12  +  ^12^  —  '^P  +  ^  }  ^2^  ^^  ^  ^^^'' 


=  0    oder  von    A:^  ^  -f-  ä:  6  +  z/,  =  0 


m 


*  I 


3V        •••  •  ' 


'..■      i 


tA>- 


l 
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[mx^  +  0:2)  {(Ara,2  +  h^^  {mx^-\'X^  +  [kp-^rq]  (ma:,— arjj}  =0 
übergeht,  weiche  aussagt,  dass  die  Involution  sich  in  einen  Punkt 
(Strahl)  und  eine  einfache  Reihe  (Büschel)  von  Punkten  (Strahlen 
auflöst.     In  der  That,  wenn  das  Elementenpaar 

t/jj.r,^  +  2flf|2^i^2  +  ^22^2^  ^=  ^  "^*^  jedem  der  beiden  Paare 
+  ...  =0,    6j,a:i^  +  ...  =  0    conjugirt   harmonisch  ist, 


«11^1 


2^,26,2  =  0 


d.  h.  wenn  die  Bedingungen 

^11  «22   +  ^22^11  —  2<?i2Öi2  =  0,     ^,,^22  +  ^22^n- 

erfulü,  so  ist  es  auch  mit  jedem  durch  Ar(a,ja:i^+...)+6,,a:,*+...=0 
dargestellten  Elementenpaar  eonjugirt  harmonisch,  weil  aus  den 
vorigen  beiden  Relationen  für  jedes  k 

^U  (^«12   +  ^12)   +  <^22  (^'«11    +  ^l)  —  2^12  (^«12  +  *12)  =  ö 

hervorgeht.  Darum  bestimmen  zwei  Elementenpaare  eine  Ihto- 
lution,  denn  man  kann  aus  den  obigen,  die  harmonische  Relation 
ausdrückenden  Gleichungen  die  CoefGcienten  der  Gleichung  des 
Paars  der  Dpppelelemente  bestimmen.  Diese  Bestimmung  liefert 
die  Relation 

^11-^12=^22  =  («12*11  — «11*12) -i  («22*11— «11*22)  =  («22^2—^12^21 

und  damit  als  die  Gleichung  der  Doppelelemente  die  am  Schlüsse 
des  vorigen  Art.  gefundene  Gleichung,  welche  die  Resultante  zur 
Discriminanle  hat, 

(«12*11— «ll*12)^l^  +  («22*ll— «11*22-'^!  ^2+(«22*12-- «12*22) ^2'=ö' 

In  der  That  besteht  zwischen  ihren  Coefficienten  und  denen 
sowohl  von  a^\X^  +  ...  =  0,  als  von  b^^x^  +  ...=:0  die 
harmonische  Relation,  denn  es  ist  gleichmässig 

«ll(«22*12—«12*22)+«22(«12*ll—«ll*12)~'2«12(«22*ll— «11*22)=^ 
und    Ä,^(a22*12~«12*22)  +  *22(«12*ll—«n*l2^-2*12(«22*lt— «11*22  ==^* 

337.    Man   kann  jene  Gleichung  offenbar    in    der  Determi- 


uantenform 


2 

1  » 


X\        •        "~"~    X\     M/Il*  JJf% 


a 


IV 


a 


1  •*'2» 
12      1 


a 


11 


=  0  schreiben  und  sie  auch  als 


»22?  «^12      >     ''ll 

die  Determinante  der  nach    x^   und  x^    genommenen  partielleu 
Differentiale  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  bilden;  denn 

«11      1    "1      «12     2'        12     1    "*      '*22     2 


*I1^1 


I     *12*''.2»      *I2*^1    "»     *22*^2 


0  gicbt  dieselbe  Gleicbuog 


wie  oben.  Man  nennt  diese  Function  die  Jacobi'sche  Deter- 
minante der  gegebenen  Functionen.  Sind  aber  t^=  0,  r=0 
die  beiden  Gleichungen  zweiten  Grades  und  t/,,  U^,    F,,  V^  ihre 


r 


■»TV**-««» 


*1 
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partielleo  Diflerentiale,   so  ist  an  der  Form 


=  0  leicht 


ZU  zeigen,  ^ie  diese  Function  sich  bei  einer  Transformation  der 
Coordinaten  verhält.  Für  x^  ==z  X^y^  +  i^xy^*  ^2  =  ^2^1  +  ^^2^2 
und  R  =  Xyii<^  —  A.2|ii,  als  die  Determinante  der  Substitution  wird 

^1  =^  (f*2^i  —  ^1  ^2)  •  -^»  ^2  ^^  ( —  ^2^1  +  ^1  ^2)  •  ^  ^^^^  wegen 
A  =    L  ^  ^.  A  ^^2^    A  =  _i_  ^JfA  +     ^_.  ^    auch 

d.  h.   die  Differentiale  - —  und  —  - —    werden,    abgesehen    von 

0X2  dx^ 

dem  constantem  Divisor  i?,  nach  denselben  Regeln  transformirt,  wie 
X|  und  X2-  Deshalb  ist  die  mit  den  transformirton  Differentialen 
gebildete  Determinante  dem  Producte  der  ursprünglichen  in  eine 
Potenz  der  Determinante  der  Substitution  gleich.  Darin  ist  analytisch 
ausgeprägt,  dass  die  Doppelelementc  eine  vom  Coordinatensystem 
unabhängige  und  durch  lineare  Transformationen  überhaupt  un- 
storbare  Beziehung  zu   den  gegebenen  Elemcntenpaaren  besitzen.  ^ 

Man  kann  die«  Gleichung   der  Doppelelemente    mittelst    der  il 

Wurzeln  statt  der  Coofficienten  der   gegebenen  Gleichungen  dar-  j 

*^l    1    ^  "^l  *^2*  *^'2  u 

darstellen;  sie  ist  •  of,  aji  <^i  +  ^2i    1  '  =  0  oder  2 

^i^  {  («I  +  ^'2)  —  {ß\  +  ß'i)  }  +  2.r,  .r.^  ißi  ß2  —  ci^ a.^) 

+  ^'i'  {(«i  +  «2)1^1 1^2  -  (^1  +  W«i^2}  =  0.  : 

Man  scbliesst  daraus,   dass  für   den   in  der  Mitte  des  Segments  / 

der  Doppelpunkte  gewählten  Anfangspunkt  die  Relation  flf]0r2=/?ii?2 

besteht  und  erkennt  die  Charakteristik  des  Centralpunktes  wieder 

(Art.  301),  wonach  das  Rechteck  der  Entfernungen  entsprechender 

Punkte  vom  Centrum  einen  constanten  Werth  hat.  * 

Wenn  endlich  drei  Paare  von  Elämenlen  ü=0,  r  =  0, 
?F=0  oder  a,,a:,^  +  ...  =0,  6|,ai^  +  - •  •  =0,  Cj,a:/^+ ...=0 
so  gelegen  sind,  dass  die  lineare  Relation  lü  +  fiV  -{-'v  W=0 
besieht,  so  müssen  die  Grössen  x^^,  XiX2,  »t^^  sich  linear  zwi- 
schen  den   drei  Gleichungen   eliminlren  lassen,   d.  h.  man  muss 

■    ^11»    ^12»  ®22 

haben    ;  b^yy  6t2>  ^22    =^0;  dicss  ist  die  Bedingung  der  Involution 

!  ^ui  ^121  ^22 
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lechs  Elementen;  denn  die  Ersetzung  der  Coeflicienten  durdi 
Wurzeln  «,,«,;  ß^.  ß^;  y^,  y.^  giebt     I,i3,+j9.,  ?,|SJ  =  0 

1 1.  ri  +  ^i.  rivA 

man  kommt  für  y,  =:  y^  =^  a  auf  die  genau  der  Form  der 
minante  der  Dnppelelcmentc  entsprechende  Relation 

2.    ,       «'I  ■  . 

r, -j-K,,  n,  aj'=0,  die  Involution  von  fünf  Elementen. 

Die  Elemente  a  sind  die  sich  selbst  conjugirten  Elemente 
Involution  und  man  sieht,  dass  die  beiden  Elemente  dieser 
nit  den  Doppelelementen  der  vorherigen  Betrachtungen  ideit- 
siud.  Setzt  man  auch  ^,  ^ßj=ß,  so  erhalt  man  durdi 
ibrung    beider  Paare    sich   seihst   conjugirler  Elemente  die 

1,      2k    ,     a^ 
ion    1,      iß    ,     ß^      =■  0,  nas  in  der  Thal  mit 

ß)  {2(<.,«,  +  ««-(«  +  P)  {a,  +  «i)  }  =0  identisch  ist 
somit,  wie  es  sein  muss,  auf  die  harmonische  RelaUort  lu- 
[ommt. 

Aufg.  1.  Das  System  der  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  tmU 
.e  gehen .  wird  van  einer  jeden  geraden  Linie  in  Punkten  einer  In- 
on  geschnitten. 

Denn  denken  wir  diese  gerade  Linie  als  Seile  X3-=^0  des  CoordiD)- 
siecks.  so  liererl  die  Gleichung  iles  Systems  der  Kegclschiilte 
|-  S"  =  0  für  das  System  der  Schnittpunkte 
Ä,^  +  2  a„  a;,  x.^  +  «j,  x^^}  +  (6|,a.-,'  +  2ö,iar,a:,  +  bjtx/l=0: 
Ibe  bildet  also  ein  involulorisches  System,  das  durch  die  Pure 
i'  +  .. .  =  0,  ft,,a:|'  +  .  .  .  =  0  bestimmt  ist. 
Aufy.  2.  Wenn  ein  System  von  Kegelschnitten  ein  System  han»- 
er  Pole  gemein  hat,  so  wird  jede  duruh  einen  dieser  Pole  geiogcH 
e  Liuie  von  demselben  in  Punkten  einer  Involution  gescimiUeA 
Denn  die  Substitution  x,=kx^  in  a,,  a;,*  +  o.jjarj*  + Oj33;3'=Ö 
[«,,A'  +  u„)a;i*  +  ö.u3r3*=0'(Arl.312),  d.h.  ein  Paar  von  PudI- 
welches  mit  den  beiden  den  geraden  Linien  x,  =  0,  x^^O  *"" 
enden  Scimiltpunkten  härm uni seh conjugirt  ist.  Diese  sinddalierifii 
sipunkle  der  Involution,  welche  jene  bilden. 
Aufg.  3.  Man  soll  in  zwei  involutori sehen  Reihen  auf  dersellxa 
en  Linie  das  beiden  gemeinsame  Paar  entsprechender  Punkte  bali<i>- 
Sind  jene  durch  diePunktepaareci,,d:j^+...=0,  6,,a-/  +  ...=f; 
\^^  +  .,.  =  0,  b„'x,'  +  ...  =0  bestimmt,  su  sind  likViin 
sich  selbst  conjugirten  Punkte  durch  die  Gleicliungen 


r 


«•^^ 


(• 
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(tf,,6^,— a,j6,2)ar, '•'  +  (022*11 —  011022)  fl*'*^2+  («22*I2~<'J2*22)^2^  =  ^> 
A l'—  «ll'*120^1^+  (^22'*!  1  •—  «1 1'*22')  ^1^2+  («22'*12'—  «12'*22')  ^2^=  ^ 

bestimmt  und  das  gemciusanie  Puuktepaar  muss  mit  beiden  zugleich  ein 
harmonisches  System  bestimmen,  d.  h.  seine  Gleichung  muss  aus  den 
beiden  letzten  Gleichungen  ebenso  gebildet  sein»  wie  diese  aus  den  Paaren 
der  gegebenen. 

338.   Wenn  vier  Paare  von  Elementen,   die  wir   durch   die 

VVurzelpaare  «i,  «2»  i^i  j  1^2»  /i»  ^2»  *^i>  ^2  ^^^  ^*®^  Gleichungen 
zweiten  Grades  dargestellt  denken,  die  beiden  Gruppen  a^,  ß^,  y^,  d^ ; 
02,1^21  72^  ^2  ^^^  gieichenT  Doppel verhältniss  bestimmen,  so  gilt 

1,  aj,  «2,  Ofi  «2 

^1  rv  72^  7\  72 

1,  ^1,  ^2»   ^1  ^2 

nation  der  Coefflcienten  a,  h,  c^  d  zwischen  den  vier  nach  Art. 
298  bestehenden  Gleichungen 

^7x72  +  ^71  +  ^72  +  ^=0,  a<Ji^2  +  *^i  +^^2  +«^=0. 
Die  Abkürzungen 

(ft  —  7\\  («1  -  ^1)  =  ^1,     {^2  -  ^2)  K  —  ^2)  =  ^2» 

(yi  -  «j)  (^1  ~,  <yi)  =  B, ,    (^2  -  «2)  (^2  -  ^2)  =  ^2» 
(«I  —  /^i)  (ri  —  ^\)  —  ^1 )    («2  —  /^2)  (72  —  ^2)  =  ^2^ 

für  welche  die  Summen  ^j  +  ^j  +  Cj  und  ^j  +  ^2  +  ^2  ^^'*" 
schwinden,  geben 


die  Relation 


=  0;    sie  ergiebt  sich  durch  Elimi- 


<^ 

1)«1)«2>«1«2 

5,,  B^ 

1  ^n    ^2  ' 

i   -4j  ,    -«2 

1»  ft»  /^2»  /^l  h 

^1 »    ^2 

^n    ^2  , 

Bj,    ^2 

17  71)72»  7i72 

1,  Jj,  d2,   d,  ^2 

Eine  Umformung  der  vorigen  Determinante  genügt  zum  Beweise; 
wenn  man  in  ihr  die  mit  ßx^<i^  — /32und — ßy^  respective  multipli- 
cirten  ersten  Reihen  zur  letzten  addirt,  so  erhält  man 

|1»  ''i»  «2»  («1  —  /^t)  («'2  —  ^2) 


1»    ßl»    /^2»  0 

.Ij  7i».72'  (7i  -  W  (72   -  ^2) 

|1,    d,,    ^2'.  0 

=  («1— /'|)(«2  — <^2) 


d.  i.  durch  Entwicklung 


72 »  7i '  1 
hier  ist  aber  die  erste  Determinante 


+  (7i-ft)(y2~cy2) 


(^2,  d,  ,  1 
«2,  Cfp  1 
^2»  /^P    1 
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und  die  zweite  = 


also  die  obige  Determinante 

+  (yi-W(y2-<^2){(*J2-«^2)(«i-W-(^j-«i)(«2-ß2)}'d.i. 

=={^2-ß7)ißl-y^){r2-^'2){^-<'i)-i<'-ßi)iß2-^^^^ 

und  für  ihr  Verschwinden  unter  Anwendung  der  obigen  Abkür- 
zungen C^  A^  —  C^A^  =  0. 

Diess  zeigt  aber,  dass  das  Verschwinden  der  obigen  Determinante 
die  Doppel verhältnissgleichheit  entsprechender  Elemente  ausdrückt; 

yj— a/J,— of,      y2-'^2'^2— «2' 
Die  Projectivität  von  zwei  Reihen  von  beliebig  vielen  Elementeo 
kann  auf  dieselbe  Weise  ausgedrückt  werden,  denn  die  Relation 

1 ,  1,1,  1.1.-;; 

ß\^   7\  ^    ^i  »    ^• 


denn  Ay\B^=^A.^\B^  giebt 


et 


1  » 


I  » 


«, 


2  > 


ßi  »    72  »     ^2  »    *2  »  • 


=  0,  welche  anzeigt,  dass  jede  der 


wenn  die  Relation 


^\^V  ßlßv  ^1^2»   <^1<^2»  ^1^2»  •  I 

I, 

aus  vier  Reihen  dieses  Systems  gebildeten  Determinanten  verschwin- 
det, drückt  die  Doppelverhältnissglcichheit  aller  Gruppen  von  vier 
entsprechenden  Elementen  beider  Reihen  aus.  Die  Form  dersel- 
ben zeigt,  dass  zwei  projoctivische  Systeme  durch  das  eine  und 
drei  Paare  entsprechender  Punkte  aus  beiden  voilkommeo  und 
auf  lineare  Weise  bestimmt  auf.   (Art.  59,  298.) 

Ebenso  sind   die  Paare  a,,  of.^;  j3],  ß^;   etc.   in  Involution, 

1,1,1,. 
"\+^2^  ß\+ß2^  71+72^  '   "=0  erfüllt  ist;  denn 
«1«!  »  ^1/^2  »   ^1^2»  •;. 
jede  der  aus  drei  Reihen  dieses  Systems  gebildeten  Determinanteo 
giebt  durch  ihr  Verschwinden  die  involutorische  Relation  der  M 
in  sie  eintretenden  Paare,  weil  die  Elimination  der  CoefOcienlen 
a\  k,  d  zwischen  den  drei  Redingungsgleichungen 
aa,a^  +  k{a,  +  a,,)  +  t/  =  0,     aß,ß^  +  k{ß,  +  ß,)  +-d  =  0, 
^7\72  +  ^(yi  +  ^2)  +  ^^=^  ^    dieser  Determinante   den  Wertb 
Null  ertheilt. 

Wenn  man  die  Relation  der  Projectivität  zwischen  den  h&d^^ 
durch  ci^,  ß^,  y^,  a^  und  «j»  /^2'  72*  "i  bestimmten  Gruppen  be- 
trachtet, so  gelangt  man  durch  eine  einfache  Umformung  2U  der 


/'-Hj 


Die  Doppol vcrhnUnissß  von  vier  Elementen.    Art.  338.         417 


\ 


der  fnvolntion;  man  hat 
1   ,     1,1,     1 

/^2 '  n»    ^i 


0  = 


a 


1  > 


a, 


2  » 


«1«2'  ft/52'  71^2'  «1«2 


Of, 


flf^ 


/^i    '    yi 
1,1.     1,1 

«1  +  «2»  i^l  +  ß2>   Yi  +  ^2»  ^i  +  «2 
/5l/52    '     Y1Y2 


«1«2 


«1«2 


entsprechenden  der  ersten  0=(ai — a^) 


ood  durch  Siibtraclion  der  Eleniente  der  letzten  Reihe  von  den 

1     ,        1.1 
«1+^2»  ßi+ßi*  yi+Y2  ' 

«i«2 '  ß\ß2  ^  y\y2 

tl.  h.  die  Projeetivitat  der    aus  vier  Elementen  des  Systems  ent- 
sprechender Paare   a^,    u^\   jSp   ^^\   y, ,   y^   gebildeten   Gruppen 

^1*  ß\^  y\>  ^2*  ^2^  ß2*  y2*  ^1  '^^  ^^^  Bedingung  der  Involution  dieser 
Paare.  (Art.  299.) 

Au  fg.  1.  Man  soll  die  zwischen  den  drei  verschiedenen  Doppel  Ver- 
hältnissen von  vier  Punkten  bestehenden  Relationen  aufstellen. 

Sie  sind  in  der  Gleichung  A^  +  B^  -{•  C^  =^  0  enthalten;  denn  die 

Division  derselben  mit  je  einem  ihrer  drei  Glieder  giebt  1  +  ^*  +  ^=0, 

etc.  und  daher  wenn  man  die  Doppelverhältnisse  A^\B^y  B^'C^,  ^'i-^i 
mit(/|,  ^2)  ^3  respective  bezeichnet  mit  Berücksichtigung  der  Zeichen- 

änderuDgen  1  =  — +  </3,  1=-  4-^^,  !:=_  -f.  ^/j.    Sind  diese  drei 

Doppelverhältnisse  gleich   gross,    so   ist  jedes  von   ihnen  vom  Werlhe 
{\l  ±  1^3).    (Vergl.  Art.  313.  Aufg.  4.) 

Aufg^  2.  Man  drücke  die  drei  Doppelverhältnisse  von  vier  Elemen- 
ten durch  die  Invarianten  z/,  d\  ß  der  quadratischen  Gleichungen  aus, 
welche  sie  darstellen,  und  bilde  die  Bedingung,  unter  welcher  sie  einander 
gleich  sind. 

Aufg,  3.  Wenn  die  Eiementenpaare  (^1  *  c^2 '  i^i  >  i^2 «  ^^^-  ^^^^  ^'^^^^ 
lolion  bilden,  so  erzeugen  die  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Paare  conjugirl 
harmonischen  Elemente  eines  beliebigen,  durcli  den  Werth  w  bestimmten 
Elements  ein  System  P|2?  ^12)  ^i2f  *  *  *  ^^"  unveränderlichem  Doppelver- 
hältniss.    Ist  also  für  ein  anderes  Element  tv  das  System  der  conjugirten 

1.1.1 


Elemente  ^12',  <f]2',  •  •  •  >  so  gilt  die  Relation 


» • 


^12 

912' 


'12 

<i2 


M2  » 
'12    » 


=  0 


^12^^12»  ^12^12'  ^12^12» 

Da  die  Relation   der  Projeetivitat  durch  Goordinatentransformation  nicht 
gestört  wird,  so  kann  man  ^=00,  und  w'=0  setzen  und  erhält 

etc. ,  so  dass  die  vorausgesetzte  Gleichung  in  die  neue 

Saliuon,  Anal.  Geoin.  d.  KcgHi>chn.  2.  Auil.  27 


'*V 


■  i' 
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1.1,1,1 
i+"i  '    fli+ft'   Ti+r»'  *!+*(  '^^0  (ll'ergelit,  welclic  nach  den 

imeDlen  der  zweiten  Zeile  enlwickelt  sich  als  eine  ConsequcDi  lUr  in- 
lutorischen  Relalion  der  Paare  crgiebl.  Diess  giebt  analyliscli  den  Be- 
IT  einer  zur  Involution  projecti  vi  sehen  Reihe.   (Vergi.  ArL  301.) 

Aufg.  4.    Han  soll  die  Doppel elemeoLe  vonTwei  projedivi.^ien  C«- 
ilen  aiir  ilerselhen  geraden  Linie  oder  aus  demscIlieD  Scheilel  heslimmea. 

Sind  a, ,  Oj ;  ß^,  ß^;  y^ ,  y.^  die  zur  Beslimmung  hin rcidi enden 
are  entsprechender  Piinkle  und  isl  durch  &  einer  der  Doppelpunkte  lie- 

11.1,1.1 
mmt,  so  lial  raan  in     ,  '    "'    '  P'     '  ^t       e=  0  die  wirErmilleliing 

\  &\  «,«„  ß,ß^,  y,y, 
seihen  rfilirenrle  Gleichung  zweiten  Grades.    Die  Doppelelemenle  einer 


oluljon    stclll 
iren  auf  die  des  Art. 


2ä,  Ki+n.^,  ß,+ß.A^O.  Diese  Gleichungen 
ö^,     «.«,    .     ß,ß,    I 
J7  zurück.  ^ 

Aufy.  5.  Wenn  irgend  sechs  Elemente  1 ,  3 ,  .  .  . ,  G  eines  Gmid- 
lildes  erster  Stufe  gegeben  sind  und  man  construirt  die  drei  Elemea- 
ipaare,  welche  respective  zu  12  und  45.  23  u.  50.  34  u.  lil  gleicfa- 
ttg  harmonisch  conjugirt  sind ,  so  bilden  diese  Paare  eine  Involntien, 
339.  Wir  verfolgen  die  vorige  Betraciilungsweise  Kenigstem 
einigen  HaupIzügen  auf  das  Gebiet  der  homogenen  Fonneii 
t  zwei  Veränderlichen  von  höheren  Graden,  weil  diess  zur  ana- 
ischen EntWickelung  einzelner  In'iher  auf  geometrischem  Wege 
undenen  Resultate  nöthig  ist.  Eine  cubische  Gleicln 
ischen  den  Veränderlichen  a•^,  x.^  oder  |, ,  1^  '^^  der  i\$f 
tische  Ausdruck  einer  Gruppe  von  drei  Punkten  in  gerader 
)ie  oder  von  drei  Geraden  aus  einem  Punkte,  welche  durcli 
e  Wurzeln  bestimmt  sind.     Stellt  die  Gleichung 

V^a^Xf^  +  3«|a:,'a;j  +  SajXiXJ^  +  n^Xj^  =  0 
imente  «„  «j,  a^  von  den  Coordinaten  a:,',  x^' ;  ar,",  x^' ;  x{",  x, 
',  so  ist  nach  der  Theorie  der  Gleichungen 
•■^  x^'  x^" :  a^  =  —  [x^x^'x^'  +  x('x^"x^  +  x"'x^x^):Z»\ 
[x^x^'x"  +  arj'V,"'a:,'  +  x^"x(x(') :  3aj  =  XiX,"x,'^:sy 

tnn  die  Relationen  -^  —  --  ao^i'  +  ^a^x^x^  +  aja;j*  =  0, 
--    =;  n,  X,'-  +  Sw^ar,  x.,  +  a^xj^  =  0  gleichzeitig  «fiUll  sind, 


i 
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so  sind  zwei  der  Wurzein  einander  gleich;  es  findet  diess 
also  statt,  wenn  die  Resultante  dieser  Gleiciiungen  verschwindet, 
(1.  h.  für  die  Coefßcientenrelation 

Ihre  entwickelte  Form  ist 

und  wir  wollen  sie  in  diesem  und  dein  folgenden  Artikel  durch 
J=0  repräsentiren  und  sie  wie  üblich  als  Discriniinante  der 
cubischen  rJeichung  benennen.    Für 

■=2^,j=2 («„ö.j2_^2a./—  30,0203) ,    ^— =  6^5=6K«i^  —  «1  «2^  — «u «2 «0» 

^      yä 

und  a„2  =  «oO'i  —  «1^2(7^3=  a^a^  —  ai«2,  «13=«i«;j—  «2^ 
ist    2z^  =  ^grty  +  3^5«,  +  3^4  02  +  -^s^s  =  Ö{oo:j^  —  «02  «13) 
und  für  jd  =  0  bestehen  die  Relationen  Aqj4^=A^^,  A^A^=:^A^^A^, 

^3^=  — 4^02';  für  das  Doppelelement  x^,  x,^  ergeben  sich  aber  die 
Bestimmungen 

.r,  '.x^  =  AqIA^  =  yi-  :  A^  =  -4^  :  -«^3  ==        0,3:  üq^  =        «03:  «02* 
In  den  Coordinaten  der  durch  die  cubische  Gleichung  dargestell- 
ten Elemente,  als  für  welche 
ü  =  (oTj X2 —  iCi'^2)  (^1  ^2"  —  x^'x.^  [x^ X2" — x{"xr^  ist,  wird  sie 

(/      ff  ff      f\2  I      f'      fff  *tf      ffyi  I      rrt      f  /       "'\2 

1       2     —^  37«    «Cn  )      \^i    "'O      "^^  *''i      ^''O    '     vi  2    "^      1       2     y 

^  I    «<7o         Xn  Xn 

Diess  zeigt ,  dass  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  reell  und 
verschieden,  reell  und  paarweis  gleich  oder  paarweis  imaginär 
sind,  je  nachdem  die  Discriminanle  negativ,  gleich  Null  oder 
positiv  ist. 

Die  Gleichheit  aller  Wurzeln   fordert  die  gleichzeitige 

Erfüllung  der  Relationen  4  — -k  =  «„a:,  +  0,0:2  =  0, 


oder  der  Redingungen 


«ü«2 


aj2__  Q^     ^^^^^  —   ^^^^  -_  Q^     ^^^^  —  Q^2  -_-  Q^ 


von  denen  jede  zwei  die  dritte  nach  sich  ziehen. 

Subslitnirt  man  in  Z7  =  0  für  or,  und  x.2  die  Werthe  /y,  +  m?„ 
hl  +  »»^2»  8^  erhält  man  die  Gleichung 

27* 
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+  3l'^m{z^{a^^^^  +  2«,y,y2  +  «2^2^)  +  -2  («1^1^+202^1^2 +  «3^2^)} 

+  3/m2  {yt(ao2i^  +  ^('i^i^i  +  «2V)  +  y-ii^iH'^  +  ^f*2^i^2+Hhl} 

+  m^  IuqZi^  +  Sa^z^^z^  +  3a2*i*2'^  +  03^2^1  =0, 

die  man  schreiben  kann  l^üy +l'^m<lz^- f-  ^2^)  ^y\ 

+  Im^  "{ (  ^1  ö f"  ^2  ö~" )   ^y  }-  +  wi*  tTj  =  0  oder  auch 

^;n^^2=0,  wenn  man  durch  den  dem  Buctistaben  ^angehängten 
Index  y  oder  z  die  Ersetzung  der  Variabein  x  in  der  Form  durcli 

y  oder  z  und  durch  ( ^i  0—  +  ^2  ö" )  ^=  ^^^  Resultat  der  Aus- 
föhrung  der   angegebenen   DilTerentiationen  an    Uz,    aber  durch 

ausdruckt.  Wenn  die  durch  die  Coordinaten  y  und  z  dargestellten 
Elemente  ß  und  9;  heissen,  so  sind  die  Wurzeln  unserer  lelztge- 
schriebenen  cubischen  Gleichung  die  drei  Theilungsverhältnisse  der 
Elemente  a  in  Bezug  auf  das  Paar  /?,  y,  also 

7^  v^  y^  ^jgj.  sin  y«i    fliLZ^i  »'"  r^i 

j3aj '  /Jcirj'  i^Wß  sin  ßa^'^  sin  /3a2     sin  jSofg' 

jenachdem  das  durch  U  =  0  dargestellte  Gebilde  als  eine  Reihe 
von  drei  Punkten  oder  als  ein  Büschel  von  drei  Strahlen  ang^ 
sehen  wird. 

sind  die  Elemente  j3,  ;/  so  auf  die  cc  bezogen,  dass 

5-^  +  5-2  +  s-^  =  0    ist  und  für  die  analose  Gruppe  tob 

P"i  ß^i  §"3 

Relationen  (z,  |-  +  z,  ~Ju,==0  oder(y,  |-  +  y,|-)fr,=0 

^«'  ''''  £-'  ßV  +  ?  ?  +  ?  P  =  0  ist. 

P«2  P^3         P«:i  P«!         Pflfi  /Ja, 

Die  erste  Relation  bestimmt  zu  dem  Elemente  von  den  Coor- 
dinaten y  ein  einziges  Element  z,  die  zweite  aber  zu  jedem  jf 
zwei  Elemente  r,  die  den  angegebenen  Relationen  der  Tlieilver- 
hältnisse  entsprechen.     Wenn   das  Element  ß  also  insbesoudere 


0 


-♦   tt 
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mit  einem  der  Elemente  a  zusammenfällt,  so  fällt  mit  demselben 
auch  das  Element  y  der  ersten  Relation  und  eines  der  Elemente  y 
der  zweiten  Relationen  zusannnen,  wäluend  das  andere  dem  Element 
ß  als  conjugirt  harmonisches  Element  in  Bezug  auf  die  beiden 
audern  Elemente  a  entspricht.  Da  die  harmonische  Relation  der 
Elemente  ß,  y  zu  den  durch  eine  quadratische  Gleichung  be- 
stimmten Elementen  a^,  a^  durch 

yf^t    .    ycCo        ^      1      siu  ya.    .     sin  ya.,       ^       ,        ,  ..    ,   , 
j-^  +  ^  =  0  oder   .    ^  *  +  --^^=0  und  analytisch  durch 
pa,        pofj  sm  ßa^         sm  pcTj 


i= 


"T   *5 


.)^7,=0oder(,,A  +  ,^|^)^^=0 


d_ 

ausgedruckt  wird,  so  hat  man  in  den  vorher  erhaltenen  Beziehungen 
allgemein  die  Erweiterungen  der  harmonischen  Relation  oder  der 
Bestimmung  von  Systemen  harmonischer  Pole  und  Polaren.  \\\ 
ßezug  auf  die  drei  Elemente  ^  =  0  bestimmen  die  Gleichungen 


('••I;  +-a^)^^=^'  G'Ä;  +  y-^iy^^^^^ 


oder  (a„y,2  +  2 ö,  y, y^  +  «2^2^)  ^i  +  («i^iH  203^1^2  +  «3y2^)-2=<> 
zu  dem  Element  y  das  harmonische  Element  z  oder  das  har- 
monische System  (Polarsystem)  erster  Ordnung;  und 
ebenso  die  Gleichungen         « 


(-. 


^y\ 


^y^i 


dzi 


dz. 


^^r  Kyi  +«iy2)^i^  +  2(«iyi  +02^2)^1-2+  («2^1  +«3^2)^2^=^ 

zu  dem  Element  y  die  beiden  Elemente  z,  welche  das  barmo- 
nische  oder  Polarsystem  zweiter  Ordnung  bilden. 

340.   Die  biquadratische  Gleichung 
bestimmt  vier  Elemente  einer  Reihe  oder  eines  Buscheis  &,,  ct^^  a.^,  a, 


X*t 


Xt 


ntt 


t  ^2 


litt 


und 


"'      ttn 


litt 


von  den  Coordinaten  a:/,  x^\  x^'\  x^'',  x^ 
nach  der  Theorie  der  Gleichungen  ist 

r       ff       ttf       rttf  ^  ^  .       t       if       tff       ,,„     j^  „ 

Xn  Xtf  «ICo     *^2       •  ^40  '        """   vi      2       2        2       "•"      1       2        **         2 

+         //f      ////      /      '/     1^         ifit      I      it      ttt^  ^    t  _____  I      f      II      ttt 

1     Xn      X^  ^''^      ^1      *^i       *"'2  •*'2   •*'2     /    *       ^1   ~~""   \     I       1        2         2 

^"  Xt     Xy       Xn        Xn   ^"  Xt       Xt   Xn    Xn         "^  Xt   Xt         Xn    Xi)       "f  Xt     Xy         X'}  Xn 

X*     Xt      X2  Xn  j   I  D  ^22   —    (*^i   «^1    *^|      *^2  t"   •^l    *^1     *^1       ''^2 

X4     Xt      X^  X2     "f"  Xt      *Cj  »Tj    iPo    )  '  ''~~  ^^13  ' — ■  *^i  *^[  **')     *^i       •  ^04  * 

rur  {x^  X2    —  oc^   Xj  )  (x^  X2     —  ar^    iTj )  ^^  ^1 »  (^1    ^2  —  ^i  ^2  ) 

/  tl  tttt  tut  lf\  y.  ,  t  tf  "  '\/  "'  ""  ""  "'\   /) 

^•Ci  Xn      ^~'  *Pi      «^2  J'    "*^0i    \*^l  *^2    """  *^1   "^2  /  \*^1     *^2      ~"~  *^1         2    / 3 


'1' 


>>^ 
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>i 


''.•  ♦' 


tf 


r 


ist  D,  +  i>2  +i>3  =  0  und  die  Quotienten  —D^\D.^^  —  i).,:/>i, 
— D^  :  i>3  drücken  die  drei  fundamentalen  Doppclverhäitnisse  der 
Gruppe  «1  «2  ^^3  <^4  3US,  nämlich  [a^cc^a^a^^  (ofgCfjCf^ofJ,  (a, aoa^orj 
aus;  die  drei  Wurzeln  öj,  $2»  ^3  der  Gleichung 

sind  die  Grössen  D^  —  D^i  D^  —  />3,  D^ — Z>|,  ihre  CoefGcieolen 
aber  symmetrische  Functionen  der  Coeflßcienten  von  ü,  so  dass 
sie  dieForm ^ — ^^[a^^a^ — 4a,a3+3a2^)ö — ^^^[aQa^a^ — ^q^'^^<^\^\ 
+  2a^a2a^  —  «2^)  =  0  und  für  die  Bezeichnungen 

•^4'2=«0«4— ^**J<'3+^«2V4,3  =  ao<^2«4— «oV— *«1^«4  +  2«2Ö1«3— «2^ 

die  Form  Ö-^— 36/4.2  0—432/4,3=0.  Die  Grössen  /4,2  und  /4,s  sind,  da 
die  Doppelverhältnisse  durch  lineare  Transformationen  ihre  Werthe 
nicht  ändern,  Invarianten  der  biquadratischen  Form  und 
zwar  die  quadratische  und  cubische  Invariante  derselben,  wie  es 
durch  ihre  Indices  angedeutet  ist.  Ihre  Bedeutung  erhellt  daraus,  dass 
für  /4,3  =  0  nothwendig  zwei  der  Grössen  J)  einander  gleich  wer- 
den, so  dass  eines  der  drei  fundamentalen  Doppelverhältnisse  den 

Werth  — Ihat;  unddassfiir/i,2=Onothwendig/>3:/>o=/>2:2>i=^i:^3 
ist,  so  dass  alle  drei  fundamentalen  Doppelverhältnisse  den  näm- 
lichen Werth  haben.  (Art.  338.)  Der  Gleichheit  zweier  Wertbe 
von  9  endlich  entspricht  nach  dem  vorigen  Artikel  die  RelatioD 
/4,2^  —  27  /4/  =  0,  d.  i.  ^  J)^^  Ä/  D^^  =  0  und  das  Zu- 
sammenfallen zweier  Wurzeln  a  der  biquadratischen  Gleichung; 
es  ist  also  die  zusammengesetzte  Invariante  J  =  /4,2^  —  27/43^ 
die  Discriminante  der  biquadratischen  Form.  Ihren  ent- 
wickelten Ausdruck  in  Function  der  Coefficienteu  erhält  man  durch 
Elimination  der  Veränderlichen  aus  den  für  den  Fall  gleicher 
Wurzeln  zugleich  geltenden  Bedingungen 


du 

dU 


a^Xy    +  3rtja:|^a;2  +  802^1^2    "H  «3^2   =^0i 


=r£  a^Xy^  +  Saja^i^aTj  +  3ar^XiX2^  +  040:2' =  0   mit 


J=aQ^a^^  —  12a^^^aya^a^^  —  18a(,^a2^^4^  +  ^^  «o^fl2^3^^4  ~"  '^^  V^5* 
+  54(1001^02^^4^  —  ^^^o^i^^z'^i —  180ao«iÖ2^<'^3^4  +  108  flo^ij  fljfls' 
+  81aQa2*«4""^^"o«2W"~27a/a4^  +  10801^020304 —  64  fl,V 
—  5401^02'^  ^4  +  36  01^02*^3^  ^^^^  ^"    ^^^    Determinantenfonn 


«0«4  —   «1«3 


«0  ^2  ^1       1      «0  ^3  ~  ^1  ^2» 

«0^3  —  ^^1^2»      '*0«4  ""  ^2^     » 
1  «o<*4   ""  ^1^3)      ^1^4  —  ^2^3»      ^2^4  ^V 


öl«4 


02^3 


=  J. 


J 


r 
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Man  erhält  auch 

und  für  6  als  die  Summe  eines  Paares  der  reciproken  fundamen- 
lalen  Doppelverhältnisse  der  Gruppe  a 

mJp^Hd  —  1)»  — /4,23(<y  +  2)(2^--5)2=0,  so  dass  die  Doppei- 
rerhältnisse  der  Gruppe  nur  von  dem  Verhältniss  des  Cubus  und  des 
Quadrats  der  beiden  Invarianten  abhängen.  Das  Auftreten  von  Gruppen 
gleicher  Wurzeln  in  der  biquadratischen  Gleichung  characterisirt  sich 
gleichfalls  durch  diese  Invarianten  und  ihre  partiellen  Differentiale. 
Wenn  man  nun  in  t^  =  0  für  Xi  und  otj  die  Werthe  /y,  +  mj,, 
ly^  +  mzo  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

'''^+'^Hi'^  4+-i);^  }+"''"ii'^  w^'-iJ""'^} 


>■♦;■?  ■'  •  rr 


'■      ^ 


+  ^i>n^{{y.^+y.^)u.}  +  m^u.,  =  o. 


Wenn  dann  wieder  die  durch  die  Coordinaten  y  und  z  darge- 
stellten Elemente  ß  und  y  heissen,  so  sind  die  Wurzeln  der  letzt- 
geschriebenen biquadratischen  Gleichung  die  Theilungsverhältnisse 
der  Elemente  a  in  Bezug  auf  das  Paar  ß,  y,  also 

p,  P,  |fL3,  y^  oder  '^-^,  etc.     Den  Relationen 

eotspricht  die  Beziehung  ^"'  +  ^^2^1^»+^"^    =  O;    den 

/Sa,        /S«2        /Sttj        /S«, 

ebenso  ^^-  ^—  +  ^  -^  +  etc.  =  0;  und  den  letzten 
ßa^    ßa^        /5a,    ßa^ 

endlich  ^  ^  —^   -f-  etc.  =  0.     Die  Relationen    sind   in    ent- 
/3aj  jJcfj  /^^3 

wickelter  Form  respeclive  (00^1^+  3 011/1^2  +  ^^2^1^2^ +  ^3^2^)^! 

+  («iVi'  +  3ö2yi^y2  +  3«3yiy2'^  +  «4^2 )  2:2  =  o, 


y^s 


.1 


<"■      »• 


# 
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+  («2^1^   +  2  03^,^2  +  <^iy2^)^2^=0,    (floyi    +  «1^2)^1' 

+  3  (a,  y,  +  02^2)  2i^^2  +  3  («2^1  +  «3^2)^1-2^  +  («3^1  +  «4^2)*?^ 
uud  bestüuinen  je  ein,  zwei  oder  drei  £ieDieiiie  von  den  Coor- 

dinaten  z,  welche  dem  Element  von  den  Coordinalen  y  als  har- 
monische Polarsystcmc  erster,  zweiter  und  dritter 
Ordnung  in  Bezug  auf  die  Elemente  der  biquadratiscben  Gleichung 
entsprechen.  Aus  der  Natur  und  Form  dieser  Relationen  erbtdll, 
dass  für  y  als  harmonisches  Element  erster,  zweiter  oder  dritter 
Ordnung  von  ß  auch  ß  als  harmonisches  Element  driller,  zneiter, 
erster  Ordnung  von  y  folgt  und  dass  das  Zusammenfallen  von  f 
mit  einem  der  Elemente  a  auch  das  Zusammenfallen  je  eines  der 
harmonischeu  Elemente  der  verschiedenen  Stufen  mit  demselben 
Elemente  a  nach  sich  zieht,  während  das  zweite  harmonische 
Element  der  zweiten  und  die  beiden  andern  harmonischeu  Elemente 
der  dritten  Ordnung  respective  das  harmonische  Element  erster 
Ordnung  und  die  harmonischen  Elemente  zweiter  Ordnung  in  Be- 
zug auf  das  System  der  drei  übrigen  Elemente  o  bilden. 

341.  Wenn  man  in  die  allgemeine  homogene  Gleichan^ 
^len  Grades  mit  zwei  Veränderlichen  die  Substitutionen  der  vorigen 
Artikel  macht,  so  lässt  sich  das  Ergebniss  auf  Grund  des  Taylor* 
sehen  Theorems  ganz  ebenso  wie  vorher  angeben:  es  ist  in  den 
äquivalenten  Formen 

darstellen  und  liefert  in 


l'Uy  +;,-i-im|(2,  ;,.7-r-2 


+      1-2     '      '"tr'ay,   •    '^dy^. 


+  m-(r..=Ö, 


( 


^Vl 


dyj 


d  z^ 


+  !/2 
+  s/2 


dz. 


dz, 


[7.  =  0, 


etc.  die  Gleichungen  der  verschiedenen  PolarsysteffiCi 
wenn  eine  derselben  in  Bezug  auf  die  z  vom  Grade  r  ist,  so  ist 
sie  in  Bezug  auf  die  y  vom  Grade  (n — r),   sie  stellt  im  ersten 
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Falle  das  Folarsysleni  r^*"^  Ordiiiuig  für  den  Pol  y  iii  Bezug  auf 
das  System  der  x,  im  zweiteu  Falle  das  Polarsyslem  {n  —  r)^*^' 
Ordnung  für  den  Pol  z  in  Bezug  auf  das  System  der  x  dar. 
Dieser  allgemeinen  Ausdrucksweise  entspricht  die  geometrische 
Characteristik ;  wonach  das  Polarsystem  (n  —  r)^*""  Ordnung  eines 
gegebenen  Systems  von  n  Elementen  x  hi  Bezug  auf  ein  Element  z 
aus  (n—r)  Elementen  y  besteht,  für  welche  die  Summe  der  Com- 
binationen  ihrer  Theilverhältnisse  zu  (n  —  r)  den  Werth  Null  hat. 
Die  entwickelte  Form  jener  Gleichungen  der  verschiedenen 
Polarsysteme  lässt  sich  durch  ein  Symbol  von  der  Form  («y''-''ö/)=0 
ausdrücken,  wenn  in  demselben  die  Klammer  den  Inbegrifl*  der 
Producta  bedeutet,  die  aus  den  verschiedenen  Factoren  r*<^"  Grades 
in  z  mit  den  Polynomen  {n  —  r)^*"  Grades  in  y  gebildet  werden 
oder  auch  derer,  die  aus  den  verschiedenen  Factoren  («  —  r)**^" 
Grades  in  z  mit  den  Polynomen  r^''"  Grades  in  y  gebildet  werden. 
Diese  Symbolik  begründet  die  folgenden  Sätze:  Gehört  y  zum 
Polarsystem  (n  —  r)**'^  Ordnung  von  z,  so  gehört  z  zum  Polar- 
system r^""'  Ordnung  von  y.  Das  Polarsystem  (n  —  1)**'  Ordnung 
wird  als  das  erele,  das  Polarsystem  (n  —  rY^^  Ordnung  als  das 
r%  das  Polarsystem  erster  Ordnung  als  das  (n  —  ly^  bezeichnet, 
so  dass  das  Originalsystem  den  Ursprung  einer  Reihe  von  Polar- 
systemen in  der  natürlichen  Zählfolge  bildet.  Bildet  man  das  p^'- 
Polarsystem  des  Systems  x  für  das  Element  u,  das  q^^  des  neuen 
Systems  für  das  Element  z,  etc.  und  gelaugt  so  endlich  zu  einer 
Gleichung  vom  Grade  t,  der  ein  Element  y  entspricht,  so  bleibt 
derselbe  Zusammenhang  noch  bestehen,  wenn  man  in  irgend 
einer  Weise  gleichzeitig  die  Elemente  y,  z,  u,  ...  und  die  Ord- 

r 

nungszablen  t,  q^  p,  .  .  .  der  Polarsysteme  vertauscht.  Denn  in 
einem  Producl  aj^az^aj  ...  ist  die  Ordnung  der  Factoren  gleich- 
gültig. Weil  ferner  aj^ az^az'=-aj^ az^-^  ist,  so  hat  man  den 
Satz :  Wenn  man  für  das  gegebene  System  das  /^^  Polarsystem  in 
Bezug  auf  den  Pol  z  und  für  das  neue  System  das  5^®  Polar- 
system in  Bezug  auf  denselben  Pol  bildet,  so  ist  das  Letztere 
auch  das  [t  +  q)^^  Polarsystem  des  ersten  für  jenen  Pol.  Und  weil 
[oy'^^—^az^au^)  sich  nicht  ändert,  wenn  man  z  mit  u  und  /  mit  q 
vertauscht,  so  ist  das  q^^  Polarsystem  des  Pols  u  für  das  i^^  Polar- 
system des  Pols  z  auch  das  i^^  Polarsystem  des  Pols  z  für*  das  ^*° 
Polarsystem  des  Pols  u. 

Das  (n— l)^«^  Polarsystem  ist  von  der  ersten  Ordnung;  denkt 
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man  das  gegebene  System  aus  einem  FJemente  b:e=0  iin<i  einem 
System  von  (/i  — 1)  Elementen  (car"~^)  =  0  gebildet,  so  ist 
n(«ya,«-i)=6y(c,"-i)  +  («— l)6,(CyC,'-2);  für  6y=0u.  (CyC/*^=4) 
ist  also  auch  (ay«fr"-^)=0,  d.  h.  die  (n — 2)^«  Polare  eines  Systems 
von  («  —  1)  Elementen  ist  auch  die  (n  —  1)*'  Polare  des  Systems, 
welches  aus  jenen  (n  —  1}  Elementen  und  ihm  selbst  gebildet  wird. 

Fallen  p  Elemente  des  gegebenen  Systems  zusammen,  so 
enthält  das  r^^  Polarsystem  eines  beliebigen  Elements  (ay*~''öj'')=0 
das  betrelTende  Element  {p  —  r)  mal.  Ist  das  vielfache  Element 
Cz  zugleich  der  Pol,  so  folgt  aus  (a^p")  =  Cor'* (fta?"""'')  durch  Bil- 
dung des  r*«"  Polarsystems  (er«  "-'*  a/)  =  Const.  c«'' (6/-'^'^6r1, 
d.  h.  das  r*°  Polarsy^tem  des  vielfachen  Elements  selbst  besteht 
aus  diesem  Element  als  einem  p  fachen  und  aus  der  r*<^  Polare  des- 
selben in  Bezug  auf  die  übrigen  {n — p)  Elemente  des  Systems. 
Für  p  +  r  >  «  wird  («y»-'*fl/)E=:0  zur  Identität  und  das  Polarsystem 
wird  unbestimmt. 

Wenn  man  unter  (a^")  die  Form  Uy  und  durch  Z7,-,  üij  ihre 
ersten    und    zweiten    Differentiale   nach    der    VeränderlicheD  yi, 

tji  und  yj  ausdruckt,  wie  folgt:  (7,== ^,   Uij=  -. 7,^-^^. 

so  erhält  das  erste  Polarsystem  oder  das  Polarsystem  (« — 1)"' 
Ordnung  von  z  den  Ausdruck  Ü^Zi  +  ^2^2  =  0  und  man  kann 
in  einer  analogen  Weise  auch  die  übrigen  Polarsysteme  darstellen. 
Diese  Darstellung  führt  zur  bequemen  Erläuterung  weiterer  wich- 
tiger Functionen.  Wir  verfolgen  sie  zunächst  an  dem  Beispiel 
der  cubischen  und  biquadratischen  Formen. 

342.  Das  Polarsystem  zweiter  Ordnung  oder  das  erste  Polar* 
System  einer  cubischen  Form,  welches  die  Gleichung 

Kyi  +  «1^2)^1^  +  2  («1  yi  +  02^2)^1^2  +  («2^1  +  «3^2)  ^2^=0 

ausdrückt  (Art.  339),  reducirt  sich  für  gewisse  Pole  y  auf  ein 
Paar  zusammenfallender  Elemente  oder  auf  ein  Doppelelements; 
diese  Pole  sind  bestimmt  durch  die  Bedingung  der  Gleichheit  der 
Wurzeln  der  vorigen  Gleichung,  d.  h.  durch 

(«0  y i  +  «1  ^2)  («2  y  1  +  «a  ^2)  —  («1  y i  +  «2  2^2)^ = ^  ^der 

(«0  «2 — «1^)  yi^  +  («0  «3 — «1  «2)  y  1  ^2  +  («1 03 — «2^)  ^2^=0. 

Da  die  obige  Gleichung  des  ersten  Polarsystems  nach  dem  Schluss 
des  vorigen  Art.  auch  durch  1^1^1  +  ^^25:2=0  dargestellt  ist,  so 
erhält  man  die  Bedingung  der  Gleichheit  der  Wurzeln  z  durch 
Elimination  von  z  zwischen  den  Differentialen  ^n*i+  ^12^2=^^' 


j 


.V    V.f.r^-^ 


-.■   r. 
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^'31*1  +  ^22^2  =  ^'    ^'s®   ^'^   '^^^  Form    ^11^22  ~"  ^12^^=^^» 
wir  wollen  schreiben  /Z  :=  0.    Wenn  man   zwischen   denselben 

Gleichungen  die  y  elimintrt,  so  erhält  man  eine  andere  Glei- 
chung H  =  0  vom  zweiten  Grade  in  den  z,  wie  die  vorige  in 
y.  Es  giebt  also  für  jedes  System  von  drei  Elementen  eine 
Gruppe  von  zwei  Polen,  deren  Polarsystem  zweiter  Ordnung  je 
ein  Doppeielement  bildet  und  diese  Doppelelemente  sind  durch 
die  Gleichung  H^:^  üi^  V^^ —  V^'^^^O  bestimmt.  Da  die  Gleichung 
[7jz,  +  {^2^2  =  ^  ^"^^  ^^s  ^i*^^^  Polarsystem  für  ein  allgemeines 
System  von  n  Elementen  darstellt,  so  fuhrt  die  Elimination  der 
Veränderlichen  zwischen  ihren  Differentialen  für  jedes  System  zur 
Bestimmung  der  (2n — 4)  Pole  (H=0),  deren  Polarsysteme 
Doppelelemenle  besitzen  und  zur  Bestimmung  dieser  Doppelelemente 
selbst;  ihr  Ausdruck  ist  allgemein  i^^j  1/22""  ^12^==^  oder  ir=0. 
Da  die  Lage  dieser  Doppelelemente  nur  von  dem  gegebenen  System, 
aber  nicht  von  der  besonderen  Art  seiner  Beziehung  auf  gegebene 
feste  Elemente  abhängig  sein  kann,  so  ist  die  analytische  Ver- 
bindung von  H  und  ü  von  der  Art,  dass  sie  durch  eine  lineare 
Transformation  der  Veränderlichen  nicht  gestört  wird,  d.h.  das 
ursprüngliche  H  geht  aus  dem  ursprünglichen  TJ  als  dieselbe 
Function  seiner  Coefflcienten  und  der  Veränderlichen  hervor,  wie 
das  transformirte  H  aus  dem  transformirten  V.  Solche  Functionen 
heissen  Co  Varianten  der  Function  V  und  die  in  Rede  stehende 
bezeichnen  wir  nach  ihrem  Entdecker  alsdieHesse'scheCova- 
riante  des  Systems.  Als  allgemeines  Symbol  einer  Covariante 
könnten  wir  Cn,y  benutzen,  wo  n  den  Grad  der  gegebenen  Form 
und  V  den  der  Covariante  in  den  Veränderlichen  bezeichnet;  H 
ist  dann  identisch  mit  C„^2n-i»  Die  Hesse'sche  Covariante  für  eine 
binäre  quadratische  Form  ist  die  Discriminante  derselben. 

Es  giebt  ferner  Pole,  deren  erste  Polaren  für  das  gegebene 
System  ihre  Polare  für  das  System  der  beiden  Doppelelemente  als 
Element  enthalten;  sie  bestimmen  sich  durch  das  Zusammenbe- 
stehen der  Gleichungen  Ü^z^  +  V^zf^^  ^^^  ^1-1 +^2^2=^  ""^  ^^® 
Elimination  der  z  zwischen  diesen  Gleichungen  liefert  eine  Gleichung 
T^V^H^ — U^Hy=^0  vom  dritten  Grade,  während  die  Elimination 
der  y  zwischen  ihnen  auf  eine  andere  Gleichung  vom  dritten 
Grade  (T  =  0)  führt.    Man  hat  für  die  cubische  Gleichung 

j_      «oi^i*  +  2aiy,y2  +  «2y2^  «i^i^  +  ^HViVt  +  «3^2^ 

2(ao«2-«l%I  +  («0«3-«l«2)y2»Kö3-«l«2)yi  +  2(öia3— 02^)^2 
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oder  r=(«o2a^+2«,**— 3aüö,a2)yiH  3(ai^ff2+«u«i«3— ^floßj^jVs 
+  3(fl,'«3  — «o«2«3  —  «i«2^)yi  Vi  +  («I  «2 «3—  2^2''^—  «0 «3^)2/2^=0 
als  Gleichung  dieser  gemeinschartliclieii  Elemente. 

Und  vviedei'  gelten  dieselben  Betrachtungen  ailgeincin;  für 
das  System  von  w  Elementen  giebt  es  Elemente,  deren  erste 
Polaren  [[n  —  1)'^'' Ord.)  für  das  gegebene  System  mit  ihren  ersten 
Polaren  ((2;i  —  5)*°'"  Ord.)  für  das  System  der  durch  die  Hesse'scbe 
(iO Variante  ausgedrückten  Doppelelcmente  ein  gemeinschaftlicbe^ 
Element  haben.    Die  Elimination  zwischen  den  GleicfaungcD  vod 

jenen,  d.  i.  allgemein  zwischen  Z7i?j  +  f^2^2=^  ""*^  ^1^1+^2^=^ 
liefert  die  sie  und  diese  gemeinschaftlichen  Elemente  bestimmen- 
den Gleichungen  T=0  und  Tz^U^H^  —  V^H^^^O,  welche  beide 
vom  Grade  (3»  —  6)  sind.  Diesen  gemeinsamen  Elementen  ent- 
spricht eine  Covariante  vom  (3n  —  6)**"  Grade,  die  man  als 
die  Jacobi*sche  Covariante  von  ü  und  H  bezeichnet.  Ihr 
aligemeines  Symbol  wäre  Cn,3«_6. 

Wenn  man  die  Elemente  der  Hesse'schen  Covariante  ^j,  ^; 
zu  den  Fundamentalen  wählt,  so  dass  diese  selbst  sich  auf  da> 
Product  y^  y^  reducirt,  so  muss  «j  =«2  =  0  sein  und  man  er- 
hält die  gleichzeitigen  einfachen  Ausdrücke  der  cubischen  Form, 
ihrer  Discriminante  und  ihrer  Covarianten    ^=  «0^1^  + ''3^2'' 

^=/3,4=«0^«3^    ^=^3,2=«ü^^3yiy2»    ^=^8,3=«üÖ3(«oyi^—«3.V2')i 

aus  ihnen  aber  die  allgemeingültige  Relation 

/3  4[7=  Cs/  +  4C3/  oder  zf  t/ =  T^  +  4  Ä^. 
Zugleich  liefert  jene  reducirte  Form   eine  geometrische  Be- 
ziehung der  Elemente  der  Hesse'schen  Covariante  zu   denen  der 

Originalform.  Denn  für  y — 03:00=**  ""^  ^»  ^^  ^^^  ^^^  beiden 
imaginären  Cubikwurzeln  der  Einheit  sind  y^—ay,f=d[),  y^— aöyj=0, 
t/, — «^2^2=0  die  drei  Elemente  a^,  «j,  cc^  der  gegebenen  cubi- 
schen Form  und  die  drei  fundamentalen  Doppelverhältnisse  der 
Gruppen  ij^,  a^,  ofj,  ce^  und  ??2»  ^1»  ^2-»  ^3  ^^^^  respective  sämmt- 
lich  gleich  — ö  im  einen  und  gleich  —  ö^  im  andern  Falle.  Bei- 

$    0 — 1 
spielsweisc  ist  (rj^  a^  a^  cc^)  =  02 "02 T   ^^  —  ^'     ^^^    ^'^" 

mente  der  Hesse'schen  Covariante  sind  daher  die- 
jenigen Elemente,  welche  mit  denen  der  cubischen 
Form  selbst  Systeme  von  gleichen  fundamentalen  Dop- 
pdlverhältnissen  bestimmen.  Da  die  Zeichenänderung  von 
cc  im  Vorigen  die  Elemente  der  cubischen  Covariante  liefert,  so 
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bilden  die  Elemente  der  cuhischen  Form  und  die  ilirer 
cubisciien  Covariante  drei  Paare  von  Elementen, 
weiche  in  Bezug  auf  das  Paar  der  quadratischen  Co- 
variante einander  iiarmonisch  conjugirt  sind  oder  jene 
sechs  Elemente  bilden  eine  Involution,  welche  diese 
Letzteren  zu  Doppelelementen  hat.  Und  iiherdiess  erkennt 
man,  dass  die  cubische  Covariante  der  cuhischen  Form 
die  drei  Elemente  repräsentirt,  von  denen  jedes  zu 
einem  Elemente  der  Form  in  Bezug  auf  ihre  beiden 
andern  Elemente  conjugirt  harmonisch  ist.  Denn  das 
Element,  welches  mit  y^ — «^2=^  ^"  y\—'^^yf=^  und^i — a^''y.^=0 
conjugirt  harmonisch  ist,  ist  ^i  +  ^fy-i^^^- 

Aufg.  Wenn  ein  Kegelschnitt  einem  Dreieck  so  umgeschrieben 
ist,  dass  die  drei  Geraden,  welche  den  Tangenten  desselben  in  den  Ecken 
des  Dreiecks  in  Bezug  auf  die  anstossenden  Seiten  harmonisch  conjugirt 
sind,  in  einem  Punkte  zusammentreifen,  so  bestimmen  die  von  diesem 
Punkte  ausgehenden  Tangenten  des  Kegelschnitts  mit  jenen  zwei  Systeme 
von  gleichen  fundamentalen  DoppelverhAltnissen. 

Für  den  Kegelschnitt  0:20:3  +  0:30:,  +o:,  0:2=0  sind  die  Tangenten 
io  den  Ecken  durch  0:2  +  0:3=0,  0:3  +  0:,  =0,  x^  +0:3=0  und  ihre 
harmonisch  conjugirten  durch  x^  —  0:3=0,  etc.  dargestellt;  dieselben 
gehen  durch  den  Punkt  0:^=0:2=0:3  und  ihre  Schnitte  mit  0:3=0  sind 
durch  07,0:2(0:, — 0:2)  =  0  dargestellt.  Das  Tangentenpaar  von  jenem 
Punkte  au  den  Kegelschnitt  ist  (Art.  326)  durch 

(j,  +  0:2  +  0:3)^  —  3  (0:20:3  +  0:30:,  +  0:,  0:2)  =0  und  ihre  Schnitte  mit 
«3=0  also  durch  0?^''^ — 0:,  0:2 +  0:2^=0  ausgedruckt  Diess  ist  aber 
die  Hesse'sche  (<o Variante  einer  cuhischen  Form  für  aQ=^a,y=Oy  3a, =1, 
3a2= — 1  also  der  Form  0:^^0:2 — o:|0:2*=0.  Der  dualistisch  ent- 
sprechende Satz  kann  ebenso  bewiesen  werden. 

343.  Die  Hesse'sche  und  die  Jacohi'sche  Covariante  sind 
schon  im  Vorigen  als  Covariant^n  nachgewiesen  worden,  welche 
jede  binäre  Form  von  einer  die  zweite  übersteigenden  Ordnungszahl 
besitzt;  wir  entwickeln  sie  für  die  biquadratische  Form  und  unter- 
warfen sie  einer  kurzen  Betrachtung.  Wenn  das  erste  Polarsystem 
der  biquadratischen  Form,  welches  die  Gleichung 

+  (^3^1  +  «4^2)^2'==  ö  darstellt,  ein  Doppelelement  hat,  so  dass 
gleichzeitig  die  Relationen 

(«0^1  +  «1^2)-!^  +  2  («1^1  +  a2y2)-l-2  +  («2^1  +  «3^2) -2^  =  0, 
(«iVl   +    «2^2)  V  +   ^(«2^1    +   «3y2)*l2^2  +   («3.yi   +   ^4^2)^2^  =0 

erfüllt  sind,  so  ist  die  Resultante  dieser  Gleichungen  oder  die 
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Dtscriminante  der  vorigen  Gleichung  oder  die  Hesse'sche  Co?ariante 
der  Form  selbst  gleich  Null,  d.  h. 

=  {  («002  —  «i*)yi^  +  K«3  —  0,00)^1^^2  +  (^'i^s  —  ^2^yt} 

{  («IÖ3  —  «2^)!/|^   +    («1«4  —  «2«3)yi.V2    +    (^'2^4   —  «3^)^?'} 

und  in  entwickelter  Form 

(«0^2"-  «1%/  +  2(ao«3  — «1^2) yi^y2+(«0«4  +  20,03  ""3«2')yiV 
+  2(flf,a4— rt2«3)yiy2"^+(«2«4*"<'3^)y2*=^  ^^^^  ^  ^*  '•  ^M=^- 

Sie  ist  zugleich  die  Hesse'sche  Covariante  des  ersten  Polar- 
Systems  der  biquadralischen  Form  und  bezeichnet  daher  nicht 
nur  die  Doppelemente  des  ersten  Polarsyste^ros  der 
Form,  sondern  auch  diejenigen  Elemente,  die  niitden 
drei  Elementen  dieses  Polarsystems  je  ein  System  irou 
gleichen    fundamentalen  Doppelverhältnissen    bilden 

Die  Jacobi'sche Covariante  von  Z/und  /ToderT Ü^H^—V^Hx^ 

ist  in  entwickelter  Form 

(V«3— 3«oöi«2+2öi^)y,H(öo^«4+2ao«i«3~9flro«2^  +  6ö,*a,)y,5ifj 

+  (5«o«i<*4—  l''>«o«2^^a  +  lOfl,^«^)^,  ^2^  +  {10a,*-'a4  —  10aofl3-)y,  V 

+  (lÖa,Ö2^'4  —  ^ÖO<'3«4  —  10«,«.,%,  2^2^  +  {^^2^\ «OV—  '^"l^3*< 

—  6  «2  «3^)  y\  y-i*  +  (•'^  «2  «3  «4  ~  «1  «4^  —  2  «3^)  i^2^ 

und  bestimmt  durch  Gleichsetzung  mit  Null  jene  sechs 
Elemente,  in  welchen  ein  Element  des  ersten  Polar- 
Systems  in  Bezug  auf  das  System  der  biquadratischea 
Form  selbst  mit  einem  Elemente  des  ersten  Polar- 
systems in  Bezug  auf  das  System  der  Hesse'schen  Co« 
Variante  derselben  zusammenfällt;  nach  dem  Vorigen 
bildet  jedes  von  ihnen  mit  den  Elementen  des  ersten 
Polarsystems  eine  harmonische  Gruppe. 

Für  a^  =«3  =  0  reducireu  sich  die  invarianten  und  (jon- 
Wanten  der  biquadratischen  Form  und  diese  selbst  auf  die  Forfflen 

U=^iiy\*+  6«2.VlW+  «4y2^  •^l,2=rto«4+  3«2^  A3=«0<'2<'4~^^j' 
Ifzz-^  ^4,4=  «0^2^/  +    (^O^A  —  ^<^2)y\^y2     +   «2  04^2^' 
T=  C4.R=  (Vfl4  —   ^«0«2^)yi^y2  +  (9«2'^a4   —  «004^)^1^?' 

—  (öo«4  —  9  «2")  K^i*  —  ^Ay2)y\yv 

Man  findet  aus  diesen  reducirlen  Formen  die  allgemein  gültige 
Relation  C^^^  =  /4,2  ^4,4  ü'^  -  ^4.3  V^  —  ^  ^4.4^ 

Aber  für  die  durch  diese  Reduction  gegebene  Beziehung  auf  die 
fundamentalen  Elemente  ergiebt  sicJi  nach  der  Form  von  ü  und  B^ 
dass  sie  in  Factoren  von  der  Form  y^^ — fiy^^^=:0,  s/,*— »'y/^ 
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zerJegbar  sind,   während   zugieicli   die  Covariante   T  drei  Paare  ij 

yjyj=:0,  y,^  —  Xy^z=:0^  y^-  j^ly^=0  repräsenlirt  und  diess  r 

giebt  den  Satz:  Die  vier  Elemente  einer  biquadratischen  ^ 

Form   und    ebenso    die  ihrer  Ilesse'schen  Covariante  j 

bestimmen  drei  Involutionen,  und  die  drei  Paare  ihrer 
Doppelclemente  —  welche  für  beide  dieselben  sind 
und  die  durch  die  Vergleichung  der  Covariante  6*4,6 
mit  Null  bestimmt  werden  —  sind  in  solcher  g^egen- 
seiliger  Beziehung,  dass  jedes  von  ihnen  für  die  In- 
volution der  beiden  andern  das  Paar  der  Doppelele- 
mente ist.  ; 

344.  Denken  wir  durch  l/=0,  F==0  oder  durch  (</x")=0  und 
1^^»)  =z  0  zwei  binäre  Formen  w^*""  Grades  repräsentirl,  und  durch  \ 

sie  zwei  Systeme  von  Kiementen  in  Gebilden  erster  Stufe  aus- 
gedrückt, so  giebt  die  Gleichung  (a.r")  +  A(ft:r")==ö  ^ör  A  als 
einen  veränderlichen  Parameter  eine  Reihe  von  Eiementargruppen, 
welche  je  aus  n  Elementen  bestehen  und  deren  jede  durch  eines 
ihrer  Elemente  bestimmt  ist,  während  offenbar  das  ganze  System 
durch  jede  zwei  seiner  Gruppen  von  ;i  Elementen  bestimmt  ist. 
Man  nennt  es  ein  involutorisches  System  vom  n*''"  Grade.  Die 
ersten  Polarsysteme  eines  gegebenen  Systems  n^"""  Grades  bilden 
eine  Involution  vom  (n  —  1)^^"  Grade.  Unter  seinen  Gruppen  giebt 
es  solche,  welche  Doppelelemente  enthalten;  mit  der  Bezeichnung 

fi,=  ^-?^),    ^.  =  i  ^^  (Art.  341)   enUprechen    diese    der 
n    cxi  n    oxi 

gleichzeitigen  Erfüllung  der  beiden  Gleichungen  ü^  +  A  Fj  =  0, 
l- j  +  i  Fj  =  0  oder  sind  bestimmt  durch  die  Gleichung 
(2n—  2)*^°  Grades  V^V^—  U^V^=0\  die  Eliminaüon  der  x 
giebt  eine  Gleichung  von  demselben  Grade  zur  Bestiinmung  der 
^tsprechenden  Werthe  von  l.  Die  Gleichung  dieser  Doppelele- 
tnente  ist  die  Jacobi'sche  Determinante  der  Functionen 
1/ und  V  und  natürlich  eine  Covariante  derselben;  die  Bestim- 
mung der  Doppelelemente  in  der  quadratischen  Involution,  die  in 
Art  336  gegeben  wurde,  ist  der  einfachste  specielle  Fall  davon. 
Ue  Zahl  der  Doppelelemente  der  oben  erwähnten  Involution  der 
ersten  Polarsysteme  ist  2n  —  4,  wie  im  Art.  342  gefunden  ist. 

Man  nennt  zwei  Involutionen  projectivisch,  wenn  der 
veränderliche  Parameter  l  in  beiden  derselbe  ist,  der  ihre  ent- 
sprechenden Gruppen  bestimmt.     Die  Gleichungen 
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(öx")  +  ^  (ft.r")  =  0,  (cx*")  +  A  {da:"')  =  0  repräsentiren  zwei  pro- 
jectlvische  Involutionen.  Darnach  gilt  der  Satz:  Wenn  man  von 
einem  involutorischen  System  ausgehend  und  eine  beliebige  Zahl 
fester  Pole  benutzend  die  Polarsysteme  derselben  Stufe  nach  ein- 
ander für  alle  Gruppen  des  Systems  bildet,  so  sind  alle  Reihen 
dieser  Systeme '  involutorisch  und  diese  Involutionen  zu  einander 
projectivisch.  Die  ersten  Polarsysteme  irgend  zweier  Systeme 
bilden  projectivisch e  Involutionen,  in  denen  je  zwei  entsprechende 
Gruppen  demselben  Pol  entsprechen.  Da  die  («  —  1)^"  Polar- 
systenie  insbesondere  Gebilde  erster  Stufe,  nämlich  einfache  Punkt- 
reihen oder  Strahlhüschel  sind,  so  soll  das  Doppelverhältniss  von 
irgend  vier  Elementen  dieser  Reihe  auch  das  der  entsprechenden 
Gruppen  der  gegebenen  Involution  oder  der  für  ein  beliebiges 
Element  gebildeten  Polarsysteme  heissen.  Da  dasselbe  nur  von 
den  Werthen  der  k  abhängig  ist,  so  erhält  man  den  Satz:  Da$ 
Doppelverhältniss  einer  Involution  von  vier  Gruppen,  welche  (iurcii 
Polarisirung  aus  vier  Gruppen  einer  gegebenen  Involution  ent- 
standen sind,  Ist  gleich  dem  Doppelverhältniss  der  Letzteren  und 
von  dem  als  Pol  benutzten  Element  unabhängig. 

In  projectivischen  Involutionen  giebt  es  entsprechende  Grup- 
pen, welche  ein  Element  gemein  haben  und  da  sie  durch  die 
Gleichung  (ax")  (e/x*")  —  (6x")  (c^"')  =  0  bestimmt  werden,  die  ans 
der  Eliminatipn  des  Parameters  zwischen  den  Gleichungen  der 
Involutionen  entspringt,  so  ist  ihre  Anzahl  für  zwei  Invoinlionen 
von  den  respectiven  Graden  m  und  n  gleich  (m  +  n]. 

Man  darf  diess  auch  so  aussprechen  und  kann  es  ganz  ebenso 
beweisen,  wie  den  Satz  des  Art.  298,  299:  Wenn  in  eioeni 
Gebilde  erster  Stufe  zwei  Reihen  von  Elementen  sich 
gegenseitig  so  entsprechen,  dass  jedem  Element  der 
ersten  n  Elemente  der  zweiten  und  jedem  Element  der 
zweiten  m  Elemente  der  ersten  entsprechen,  so  exi- 
stiren  (?«  +  n)  Elemente,  welche  mit  ihren  jedes« 
maligen  entsprechenden  zusammenfallen.  Denn  fori  V 
als  die  Theilverhältnisse  entsprechender  Elemente  in  Bezug  auf 
zwei  feste  Elemente  des  Systems  ist  der  algebraische  Ausdruck 
der  ausgesprochenen  Beziehung  von  der  Form 
(üq}!'*  +  ö^a'*"-^  +  etc.)  A«  +  etc.  =0  und  liefert  für  1  =  ^' 
eine  Gleichung  vom  Grade  (?»  +  n)  zur  Bestimmung  von  l 

Wenn  die  Formen  (ax")  und  (6^")  einen  Factor  vom  Grade  ^ 
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gemeinsam  haben,  bo  gehören  die  entsprechenden  El< 
Gruppe  der  Involution  an  und  dieselbe  besteht  aus  j 
tnenlen  und  einer  Involution  vom  (n  —  p}"™  Grade 
Nämliche  mit  den  Formen  {cc"")  ^d  (rf^"')  für  einen 
Grade  p  der  Fall  ist,  so  zerHiUt  die  Gleichung  der 
lotionen  der  gemeinschartlichen  Elemente  (a*")(rfj"')— ( 
in  die  Factoren  von  den  Graden  p  und  p  und  einei 
Gnde  m  +  "  —  (P  +  p')- 

Enthalt  eine  bestimmte  Gruppe  der  einen  in 
Reihe  einen  Factor  pfacb,  die  entsprechende  Grnppi 
denselben  Factor  ^Tach,  so  tritt  das  betrelTende  Elet 
Vielfacbheit  der  kleinern  von  diesen  beiden  Zahlen  ii 
der  gemeinsamen  Elemente  der  Involutionen  ein. 

Aufg.  1.  Hau  zeige  die  liarmooische  Tlieilung  der  D 
<lurcli  die  Paare  der  quadralisclico  Involution. 

Die  Gteicliiing  der  quadratischen  Involution  (a^^)  +  i(i 

Ijetert  für  die  beiden  aus  (a.,  -{-  16,,]  (a^j  ~|-  lA^i)  = 
GDlspringenden  Werthe  A',  i.'  vou  il  zusauiuienrallende  Elen 
gelten  die  IdeoliUten  nach  x  {aj)+l'\b^^]  =  aj.  (ax')4 
und  man  erhilt  aus  ihnen  und  der  Gleichung  der  Involutioi 
Bilionderfo/).  (6^')  a,''{X—k"]-ßJ'{l~k']=0  oder  a^ 
i.  h.  [a^ -{- ß^f/fi.)  (a^ — ß^}/ii)^0,  welche  projectivisc 
der  angegebenen  EigensdiaTi  darstellen,  so  lange  nicht  A' 
nelchem  Falle  die  Involution  sich  in  ein  Element  uqd  ein  eh 
auflöst. 

Aufg.  2.  Zwei  quadratische  Involutiuneu  besitzen  eii 
linjppe  von  Elementtn. 

Wenn  X,  y  die  Elemente  derselben  sind,  und  beide  Gri 
Doppel elemente  a^,  ß^;  y^,  6^  hezogcn  sind,  so  gellen  für 
Mme  Paar  die  Gleichungen 

c^  +  AfJ^  =  0,  y^  +  (i(5^  =  0.  ay  —  lßy^O,  yj  — , 
die  Ellniinalion  der  X  und  fi  zwischen  diesen  Paaren  giehl  d 

^=7xi„^■7yS^=2y^^^x^y^+{y^6^■\-y.^i^){x^y^+x^y^ 
aus  denen  folgt  2 x^y^■.(x^y^-{■  x^yx):2x^y2= A^^■. Ä^^i 
x^y^•=:mA^^.  x.ig.,  =  mAjj.  ir,y.j  =  »i(^,^  +  )^ 
Xjgft=zm{Afj  —  yAfiAjj  —  ^[j')  zur  Deslimmung  dei 
Aufg.  3.  Wenn  zwei  projeclivische  Gruppen  vou  E 
selben  Grundgebildes  erster  Stufe,  von  denen  die  eine  aus 
menlen,  die  andere  aus  Paaren  in  Involution  besiebt,  so  geh 
die  Doppelelemente  des  involu  tu ri selten  Systems  mit  den 
schafiUcheu  Elementen  lieider  Gruppen  Systeme  von  gleichen 
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Doppelverhältnissen  bilden,  so  entspricht  jedes  der  Doppelelemenle  als 
Clement  der  zweiten  Gruppe  dem  andern  als  Clement  der  ersten  Gruppe. 

Die  Gruppen  si nd  d urch  ar^  +  1x2=  ^*  (^' i  +  ^<*2)y  i  ^ + (^i  +  ^^2)^2^^ 
darstellbar  und  die  gemeinschaftliqfaip  Elemente  also  durch 

«2^1^.  —  a^Xi^x^  +  62^1  ^2^  *i  ^2^  ^=  ^-  Damit  ihre  Uessc'sche 
Covariante  (3^262 — a^^)x{^+(a^b2-'9a^b^)x^X2  +  {3a^bi—b^)x2^=0 
sich  auf  0:^0:2  =  0  reducire,  müssen  die  Bedingungen  Saj&^^^p 
Sa^b^  =  ftj^  erfüllt  sein,  was  nur  durch  Cj  ==  0,  dj  =  0  geschehe 
kann,  wenn  nicht  gleichzeitig  a^b2  =  9a2&i  werden  darf.  Dann  winl 
aber  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Elemente  ^20;]^,^ — ajOTj^j'^O 
und  diese  beweist  den  Satz. 

Aufg,  4.     Unter  welcher  Bedingung  sind  die  Elemente  einer  cuIm* 
sehen  Form  ü  conjugirt  harmonisch  zu  denen  einer  andern  VI 

Wenn  die  Goefficienten  der  einen  Form  durch  a,  die  der  aiMlern 
durch  b  bezeichnet  werden,  so  ist  die  Bedingung 
^0^3  —  ^3^0  +  3  «2^1  —  3ajft2  =  0.  Wenn  man  die  GoefBcicnien 
der  cubischen  Govarianten  beider  Formen  abkürzend  durch  A^,  A^»A^,  A^; 
^3,  ^4,  etc.  bezeichnet  (Art.  339;  nur  zwei  Zeichen  Wechsel  unterschcidcD 
sie  von  den  Differentialen  der  Discriminante)  und  ebenso  die  der  quadra- 
tischen Govarianten  durch  0^2,  ^03»  ^13* '^02'»  ^^^*  ^^  ^^^^  ^^^^ 
^3*3—^6^0+34^-3^^02=0.  a^B^—a^B^^  +  3a^Bi-Za^B^=0: 

Invarianten  und  ihre  geometrische  Bedeutung  ist  die  folgende:  Die  beiden 
ersten  drücken  durch  ihr  Verschwinden  aus,  dass  die  drei  den  Elementen 
der  einen  Form  in  Bezug  auf  die  jedesmaligen  beiden  andern  conjapten 
Elemente  eine  Gruppe  bilden,  welche  in  Bezug  auf  die  drei  Elemente  der 
andern  Form  conjugirt  harmonisch  ist,  wie  oben;  die  dritte  gielildurdi 
ihr  Verschwinden  die  Bedingung,  unter  welcher  die  beiden  Systeme  ba^ 
monisch  conjugirter  Elemente  zu  den  Elementen  jedes  Systems  in  Bezog 
auf  die  jedesmaligen  beiden  andern  zu  einander  harmonisch  sind ;  und  die 
letzte  gielit  die  Bedingung ,  unter  welcher  die  beiden  Paare  der  Elemenie 
der  Hcsse'schen  Govarianten  beider  Formen  mit  einander  ein  harmonisches 
System  bilden. 

Aufg,  5.  Die  Jacobi'sche  Determinante  der  beiden  Hessc'sdien 
Govarianten  der  cubischen  Formen  ist  eine  Govariante  derselben,  dordi 
deren  Verschwinden  4i«M^ Elementenpaar  bestimmt  ist,  welches  zu  beides 
Paaren  der  Hesse'schen  Govarianten  harmonisch  conjugirt  ist,  oder  deren 
jedes  mit  den  Elementen  der  cubischen  Formen  selbst  Systeme  von  glei- 
chen fundamentalen  Doppelverhältnissen  bildet. 

Aufg,  6.  Wenn  1^=0,  V  =  0,  W  =  0  drei  cubisclie  Forraea 
in  Involution  sind,  und  die  Goefficienten  derselben  durch  a,6,r  respccli^^ 
bezeichnet  werden,  so  sind  die  vier  Determinanten  des  Systems  gHek 
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345.  Im  Vorigen  ist  erwiesen,  dass  die  wichtigsten  Eigen- 
schaften der  geometrisclien  Elementarformen  oder  der  Büschel  ] 
und  Reihen  aus  Functionen  hervorgehen,  die  durcli  Coordinaten- 
Iransformation  und  allgemeiner  durch  lineare  Transformationen 
nur  durch  Hinzutreten  eines  dem  Quadrat  der  Substitutionsdcter- 
ininante  gleichen  Factors  geändert  werden.  So  war  die  Discri- 
minaote  des  Art.  334  und  die  Bedingung  der  harmonischen  Bur 
JalioD  im  Art.  335  und  die  Functionen  /1  und  74,2,  /i,3  der  j 
Art.  339,  340;  so  auch  die  die  Doppelelemente  der  Involution 
darstellende  Jacobi'sche  Determinante  im  Art.  336,  337  und  all- 
gemeiner des  Art.  344,  oder  die  Functionen  H  und  T  der 
Art.  342,  343;  sie  hatten  den  gemeinsamen  Charakter,  dass  die 
auf  die  transformirte' Form  bezüglichen,  ganz  in  gleicher  Weise  -  ^ 
aus  ihren  Coefficienten  wie  aus  denen  der  ursprunglichen  gebil- 
deten Functionen  von  jenen,  die  sich  auf  die  Originalform  be- 
ziehen, nur  um  einen  constanten  Factor  unterschieden  sind.  Wir 
nannten  jene  Functionen,  welche  nur  die  Coefficienten  der  be- 
trachteten algebraischen  Formen  enthielten,  Invarianten  und 
diejenigen,  welche  selbst  Functionen  der  Veränderlichen  sind, 
Covarianten  derselben.  Wir  übertragen  dieselben  BogrifTe  und 
Benennungen  nun  auf  das  Gebiet  der  homogenen  Formen  mit  drei 
Veränderlichen. 

Invarianten  sind  allgemein  analytische  Ausdrucksformen  von 
Eigenschaften  der  durch  die  Gleichungen  dargestellten  geometri- 
schen Gebilde  für  sich  allein  betrachtet;  Covarianten  repräsen- 
liren  selbst  geometrische  Gebilde,  welche  mit  den  gegebenen 
eine  Helation  besitzen,  die  ebenso  wie  jene  Eigenschaft  durch 
lineare  Transformationen  unzerstörbar  ist.  Die  Auffindung  dieser 
Functionen  ist  von  entscheidender  Wichtigkeit  für  die  Lösung 
der  allgemeinsten  Probleme  der  analytischen  Geometrie.  Wir 
haben  sie  im  Folgenden  für  die  allgemeinen  homogenen  Gleichun- 
gen zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen  zu  entwickeln  und 

28* 


436 


Einundzwanzlgslcs  Kapitel.  Art.  345. 


ihre  Benutzung  zu  zeigen.  Die  Discriminante  der  allgemeinen 
Gleichung  ist  als  eine  Function  solcher  Art  schon  mehrfacb 
charakterisirt  und  so  viie  im  Art  336  aus  der  Discriminante  J 
der  binären  Form  die  invariante  S  der  harmonischen  Theilung 
hervorging,  so  werden  wir  im  Folgenden  aus  der  Discriminante  J- 
die  übrigen  Invarianten  der  Systeme  von  Curven  zweiten  Grades 
entspringen  sehen.  Wir  beweisen  aber  vorher  rein  analyüsdi 
den  Invariantencharakter  dieser  Discriminante  z/,  wie  folgt:  Wenn 
die  Function 

durch  die  linearen  Substitutionen  x^  =3=  ß^'y^  -f  /3j"y2  ■'"  ßCtf^ 
^2 = /^2Vi  +  /^2"y2  +  /^2"V3 '  ^3 = /^3 Vi  +  ^3' V2  +  ß^y's  *n  ^»«  *^<*"" 

^1^1^+  20,22/11/2+   ^22^2*^+  26,3^1^3+  2623^2^3+  ^33^3^  =  ^ 

4ibergeföhrt  wird,  so  geht  die  Discriminante  z/  derseliien 

_  ^U»  ^12»  ^13 

in  J  oder  i  62,,  622»  ^23 


«Ij,  .^12'  ^13 


2:+  «n  «22  «33  = 


«21*  ^22»  «23 
«31»  «32»  «33 


^31»  ^32»  ^32 


Über  und 


man  hat  J  =  J  .  r^  für  r  als  die  Determinante  der  Substitution 

Pl » Pl  '  pl 

Man  hat  nämlich  zuerst 


oder 


/^2;  ßi'*  ß2 

ß^>  ßs'*  ßü 


J.r  = 


«11»  «12»  «13 
«21»  «22»  «23 
«31»  «32»  «33 


ßlf  ßl'»  ßl 
o  *     o  f*     O  ' 

'  P2 »  P2 »  P2 

P:i>P^  »  P3 


fff 


Hf 


&1  >  *1  ,  ^1 

^2»  ^2"»  ^\ 


ff»  I 


f 


tt» 


für  6ä<')  =  ak\ß^^  +  akiß4^  +  aiAß^^\  und  sodann 


A,r^  = 


^\    »  ^2'  »  ^3' 

Ö,     ,©2    »^3 
,    tri     f    ///    »    f// 
Öl     ,  Ö2     >  O3 


w 


'^/ 


gleich  einer  Determinante, 


ß\  •  /^2' »  ßi 

O   ff      o   'f      O  ' 

Pl     »P2    »P3 
ßl    »P2    »P3 

in  welcher  das  Element  von  den  Indices  t  und  h  durch  die  Summe 
ftj(')|3iW  +  ft2^0j32(Ä)  +  63^*')/33W  gegeben  ist,  oder  durch  EinscIzuDg 
der  Werthe  der  bu^*^ 

+  W*'  {«31  |Sl"^  +  «32/'2"'  +  «33^3"1}- 

Man  erkennt  aber  durch  folgende  Betrachtung,  dass  diess  ge- 
nau mit  dem  Coefficienten  ba  der  transformirten  Function  i<i«i' 
tisch  ist  und  beweist  damit  vollends  den  Salz.     Das  Product 
{«,^,W+«,^,W  +  a,/5,W}  {«,/?,<" +  «,132« +  «3 ^3(01  wird  mit 
dem   gewonnenen  Ausdrucke  identisch,    sobald   man   darin  nadi 


j 


r 


s,. 
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vollzogener  Entwickeliiiig  die  Producte  a^  a^,  a^  a^,  etc.  durch  die 
a,p  ^12,  etc.  ersetzt.  In  ganz  derselben  Weise  ist  aber  die  homo- 
gene Gleichung  zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen  gleich 
//,a:,  +  «2^2  +  ^3^3)^»  wenn  man  in  der  Entwickelung  die 
CoefGcientenproductc  a^a^,  a^a.2,  ^1^3,  etc.  durch  a^^,  a^2*  ^iv  ^^^' 
ersetzt;  danach  ist  aber  die  transformirte  Form  gleich 

{yA^ißi  +  ^2^2  +  «3/^3')  +  Vii^iß"  +  «2/^2"  +  «31^3") 
+  Vzi^ißr  +  «21^/"  +  «3/^3'")}^ 

und  man  erhält  für  die  Coefficicnten  von  y^,  etc.  Ausdrücke,  die 
mit  den  entsprechenden  Elementen  der  vorigen  Determinante  iden- 
tisch sind.  Es  ist  oflcnbar,  dass  der  nämliche  Beweisgang  für 
homogene  Functionen  zweiten  Grades  von  beliebig  vielen  Variabein 
die  Existenz  einer  invarianten  Function  von  der  Bildungsweise  der 
Discriminante  begründet. 

346.    Wir  gelangen   zur  Bildung  der  Invarianten  der  homo- 
genen Gleichungen  zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen  durch 
die  Betrachtung  der  Discriminante  des  einfachen  Systems 
A'5-f  ä'  =  0  für  S  =^  a,|  x^  +  «22^2*  +  •  •  •  +  2 «12^1  ^2  =  ^» 

S'=^  ^11^1*  +  *22^2^  +  •  •  •  +  2  6j2^1^2  =  ^ 

und  k  als  einen  veränderlichen  Parameter.  Wir  wissen  nach 
Art  270,  dass  es  drei  Werthe  von  k  giebt,  für  welche  die  Curve 
des  Systems  in  ein  Paar  von  geraden  Linien  oder,  der  Interpre- 
tation Dach  Liniencoordinaten  entsprechend,  in  ein  Paar  von 
Punkten  degenerirt  und  es  ist  klar,  dass  diese  drei  Werthe  von  k 
aus  der  durch  das  Verschwinden  der  Discriminante  von  ArS-f-S'=0 
entstehenden  Gleichung  hervorgehen  müssen.  Man  bildet  sie  durch 
die  Substitution  von  ^«n+^ii»  ^012  +  ^12»  ®^^-  ^"^  ^11»  ^12»  ®^^* 

A:a,i+6ii.  ^ö,2+&i2.  ^«13+^13 

A: 021+^21'    ^«22  +  ^22»    ^^23+^23     ==  ^ 
^«Sl+^n»    *«32+^'i2'    ^■«33  +  ^')3  ! 


in  /^=0  und  erhält  also 


oder  durch  Entwickelung 

flu.   fllOf^l 


A'^f+A' 


■+* 


11»  ^\2*^\7i 
«21»  ^22»  ^X3 
«31»  «32»  ^33 

«11,  ^12»  ^13 
«21»  ^22»  ^23 
^31»  ^32»  ^33 


+ 


+ 


I 
^21»  ^22»  ^23 

^31»  ^32*^33 
^11»  ^12»  ^13 


+ 


22»  ^23 


^31»  ^32»  ^33 


«jp  *i2»"l3 
«21»  ^22»  ^23 
^31»  ^32^^33 


12»  ^13 


H"  .  ^21»  ^22*^23 
^31»  ^32»  ^33 


+  ^=0, 


wenn  man  mit  ^  und  ^  die  Discriminanten  von  5=0  und  S'=0 
bezeichnet.    Wir  schreiben  k^ /l  +  ^k'^S  +  ^k&  +  J  =  0  und 
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finden  durch  Entwickelung  der  vorigen  Determlnantensummen 

3Ö=(«.22«33  — «23')*11  +   («33  «11  "  «31^)  ^22   +   («11  «22  —  «12*)  hn 

+  2(ai3«12— «ll«23)*23+2(ö23«12— «22«13)*13+2(«13«23— «33«12)*13 

=  ^11*11    +  ^22*22  +  ^33^33   +  ^  ^23*23   +  ^  ^31*31  +  ^Ai^M 

=  ^y  ~ — bij +  eic,,   wie  auch  aus  dem  Taylor'schen  SaUe 
^^  daij 

direct  hervorgehen  würde;  ebenso  ist 

3e'=(ft22^33— 6232)ait+etc.=5„ai,+522«22+etc.=^— «0 

Man  nennt  0,  &  die  simultanen  Invarianten  des  Systems. 
Wenn  man  zwischen  der  Gleichung  des  Systems  A:S  +  S'=Ü 
und  der  cubischen  Gleichung  zf/r^  +  36/r*  +  3ö'/r-t-^  =  0  die 
Grösse  k  eliminirt,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  drei  Paare 
von  geraden  Linien  (oder  von  Punkten),  welche  dem  System  an- 
gehören, in  der  Form   Jg^-^^esT'^S  +  ?^&S^g  —  ^^=^. 

Aufg.  Man  soll  den  Ort  des  Durchschnitlspunklcs  derjenigen  No^ 
malen  eines  Kegelschnitls  finden ,  welche  in  den  Enden  einer  durch  den 
Punkl  (er,  ß)  gehenden  Sehne  errichtet  werden. 

Sei  5  =^  -5-  +  1,  —  1  ==  0  die  Gleichung  der  Curve.  so  sind  nach 

Art.  189  die  Fusspunkte  der  durch  einen  gegebenen  Punkt  (x  y)  gellen- 
den Normalen  in  den  Durchschnlttspunkten  von  S  =  0  mit  der  Hyperbel 
S  '=.2[c'^xy  +  b'^y  X  —  a^x  y)  =  0.  Man  bildet  dann  nach  dem 
gegen warügen  Arl.  die  Gleichung  der  sechs  geraden  Linien ,  welche  die 
Fusspunkte  der  durch  [xy)  gehenden  Normalen  verbinden ,  und  indem 
man  ausdrückt,  dass  diese  Gleichung  durch  die  Coordiualcn  or,  /?  erfülll 
werde,  erhält  man  die  Gleicliung  des  fraglichen  Ortes.    Im  gegenwärligeD 

Falle  ist  ^  =  —  ^,    0  =  0.    30'  =  -  [a'^x^  +  b^y"^  —  c% 

A'  •=  —  2a^b'^c^x  y  \  die  Gleichung  des  Ortes  also  wird 

^[a^ßx  -  b^ay-c-'aß)^  +  2aH^c^xy  {^,  +  J  -^  1 J 

und  er  ist  daher  im  Allgemeinen  eine  Curve  dritter  Ordnung.  Für  a=0 
oder  |3  =  0,  d.  h.  wenn  der  Punkt  in  einer  der  Axen  liegt,  reducirl  sicii 
der  Ort  auf  einen  Kegelschnitt;  die  bezügliche  Axe  ist  dann  selbst  ein 
Thcil  des  Ortes.  Der  Ort  reducirt  sich  auch  auf  einen  Kegelschnitt,  wcna 
der  gegebene  Punkt  unendlich  entfernt  ist,  d.  h.  wenn  der  Schniltpuokl 
der  Normalen  zu  bestimmen  ist,  die  in  den  Enden  paralleler  Sehnen  lie^eo. 

347.  Dass  die  Grössen  6  und  &  ebenso  wie  die  Discrimi- 
nanten  J  und  /f  Invarianten  sind,  erhelft  aus  ihrem  Auftreten  in 
Gemeinschaft  mit  diesen  als  Coefficienten  der  Gleichung 
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/1Ifi+  36 k^  +  30' A:  +  /l'  =  0;  denn  diese  Gleichung  bestimmt 
die  Werthe  von  k,  für  welche  die  Gleichung  kS  +  S'  =  0  Paare 
'Ton  geraden  Linien  darstellt;  wenn  aber  die  Polynome  S  und  5' 

durch  lineare  Transformation  in  S  und  5"  übergehen,  so  bleibt 
der  Parameter  k  ungeändert,  die  Gleichung  des  Systems  kS+S=0 

geht  in  kS  +  S^  =  0  über  und  die  Werthe  von  k,  für  welche  die- 
selbe Paare  von  Geraden  oder  die  entsprechende  Gleichung 
k£+  £^=0  Paare  von  Punkten  darstellt,  müssen  für  alle  Coor- 
dinatensysteme  und  bei  allen  linearen  Transformationen  überhaupt 
dieselben  sein.  Wenn  also  unter  den  CoefOcienten  der  Gleichuqg, 
durch  welche  diese  Werthe  bestimmt  sind,  zwei  nur  durch  das 
Hinzutreten  des  Factors  r^  (Art.  345)  geändert  werden,  so  müssen 
auch  die  beiden  andern  dieselbe  Veränderung  erfahren,  so  dass 
8=0.  r*,  S'=S'r^  ist.  Die  Invarianten  0  sind  die  Invarianten 
des  Systems,  während  die  Discriminante  die  Invariante  eines  Kegel- 
schnitts als  für  sich  betrachtet  ist;  es  sind  die  analogen  Formen 
zu  denen,  welche  bei  den  Functionen  mit  zwei  Veränderlichen  als 
die  Discriminante  und  die  Invariante  der  harmonischen  Relation  G 
gefunden  worden  sind;  das  wird  die  Untersuchung  der  geometri- 
schen Bedeutung  der  Relation  0  =  0  ebenso  anschaulich  machen, 
wie  die  bekannte  von  J  =  0,  Und  wie  die  beiden  Invarianten 
der  binären  Formen  zweiten  Grades  die  Grundlage  der  Beziehun- 
gen der  Reihen  und  Büschel  bildeten,  so  werden  wir  zeigen  kön- 
nen, dass  die  von  Transformationen  der  Coordinaten  unabhängigen 
Beziehungen  von  Kegelschnitten  zu  einander  vermittelst  ihrer  In- 
varianten ausgedrückt  werden  können.  Vorher  stellen  wir  in 
Uebungen  in  der  Berechnung  der  Invarianten  diejenigen  Formen 
zusammen,  welche  bei  Untersuchungen  über  die  Kegelschnitte 
am  häufigsten  begegnen.  Die  einfachsten  unter  ihnen  bieten  zu- 
gleich noch  den  Vorlheil  dar,  dass  sie  es  erleichtern,  homogene 
Relationen  zu  erkennen,  welche  zwischen  den  Invarianten  bestehen, 
flie  dem  nämlichen  Falle  entsprechen;  jede  solche  Relation  bleibt 
aber  nach  der  analytischen  Natur  der  Invarianten  unter  jeder 
linearen  Substitution  bestehen  und  ihre  geometrische  Bedeutung 
ist  ein  allgemeiner  Satz  über  das  bezügliche  System. 

Aufg,  1.  Berechne  die  Invarianten  für  die  auf  ihr  gemeinschaft- 
liches sich  selbst  conjugirtes  Dreieck  bezogenen  Kegelschnitte.  Wir  kön- 
nen setzen 
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und  weller  durch  Einführung  von  x^,  x^^  x^  für  x^  6|p  x^b^^^  ^3/^ 
respeclive  S  auf  die  Form  x^'\'  ^2^+  ^3^  =^  0  zurückfuhren.   Dann  ist 

Die  Bedingung,  unter  welcher  die  Gleichung  kä  +  S  ;=  0  Paare  von 
geraden  Linien  darstellt,  ist 

^  +  ^M«!  +  «2  +  «3)  +  ^(«22^33  +  «33«ll  +  «ll«22)  +  «11  «22<'33  =  Ö 

und  man  erkennt,  wie  es  auch  sonst  sich  ergiebt,  dass  die  drei  Werlbe 
—  «11 ,  — «22  ♦  — «33  ^^^  ^'  '''^^®  Paare  von  geraden  Linien  liefern. 

Aufg.  2.  Wenn  5=0  wie  vorher  in  der  Form  a:|^+^2^+^3"=0 
vorausgesetzt  wird,  und  5=0  die  allgemeine  Gleichung  repräsentirt,  so  ist 

3  9={a22«33— «23^)  +  («33«1 1  —«31^)  +  («1 1«22— «12^)=^1 1  +^22+^33> 

30=01,  +a22  +  «33- 

Aufg.  3.     Für  zwei  durch 
S=x2+y2_^2_o,  5'=(^_a)2^(y_^)2_/2,,^  dargestellte  Kreise  ist 

^=-r^3e=aH/3^-2r2-r'2, 3e'=a2+/3^— r^— 2/ 2,  J'==-A 
Ist  daher  L  die  Entfernung  der  Centra  beider  Kreise  von  einander,  so  re- 
präsentirt S  •\-  kS=0  gerade  Linien  für  die  aus 
r«  +  (2r2  +  r'2  —  />2)  ^  +  (r«  +  2/*  —  />2)  ^^2+  r'^/r^  =  0  erhal- 
tenen Werthe.  Da  nun  wie  bekannt  S  —  5*  =  0  zwei  gerade  Linien 
dargestellt,  von  denen  die  eine  die  unendlich  entfernte  ist,  so  ist  —1  eiue 
Wurzel  dieser  Gleichung  und  dieselbe  ist  durch  (Ar  +  1)  theilbar;  der 
Quotient  ist   r«  +  (r«  +  r'^  —  D^)  k  +  r^k^  =  0. 

Aufg.  4.  Wenn  5=^,+^-l=0,5=(a:-a)H(y-ÄJ-rM) 
sind,  so  ist   zf  = i:=,  36  =  -^(«2  +  jjs  _  ^2  _  ^2  _  ^^ 

Aufg.  ö.     Für  S  -£E  y^  —  4ma;  =:  0  und  5'  =  0  als  die  allge- 
meine Gleichung  des  Kreises  wie  vorher  ist 
^=— 4i»2,  30=  — 4m(a+/ii),  36=132  — 4ma-  ^2^  zf'=-r. 

^ti/*^.  6.    Berechne  die  Invarianten  für  zwei  Kegelschnitte,  die  deai- 
selben  Dreieck  respective  ein-  und  umgeschrieben  sind. 
Für   5  =  a^x(^  +  etc.    —  203  «3  ^2  ^3  —  ^^^•» 

S  =  2(623«C2^3  H"   ^3l*^3'^l    "I"  ^12  •^1^2)  *^^ 

36  =  4(ai2a2«3  623  +  fl2^«3«i*3i  +  «3^«!  «2^2) 

^  -  4«l«2«3(^23«l  +  ^31  «2+  ^2^3) 

36'=  — (623  V+63,"a22+  ^2^ «3^ +  '2 6,36,20203+  26,2^3«3«i 
+  26236,30,0^.  d.  i.  =  —(6230,  +63,02+  ^2«3)*- 

348.  Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher  zwei 
Kegelschnitte  S  =  0  und  5'  =  0  einander  berühren. 

Wenn  von  den  vier  Schnittpunkten  ^,  jP,  (7,  i>  der  Kegel- 
schnitte zwei,  A  und  B,  sich  decken,  so  ist  offenbar  das  Paar 
der  geraden  Linien   AC,  BD  mit  dem  Paar  AD,  BC  identisch 


J 


r 
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und  die  cubische  Gleichung  dP  +  3Sk'^  +  3ffk+ J' =  0  muss 
eiu  Paar  gleiche  Wurzeln  besitzen.  Man  Ißndet  die  Bedingung 
dafür  durch  die  Elimination  der  Veränderlichen  aus  den  partiellen 
Differentialen  der  homogen  gemachten  Gleichungen  in  der  Form 
4(02— z/eO  (ö'2___  j's)  —  {&&—  J^y    oder,  entwickelt 

3e28'2+6z/^'ee'— zi^^2_4^©'3_4^03^O.  Man  be- 
weist in  der  Theorie  der  Gleichungen,  dass  die  linke  Seite  der 
zuletzt  geschriebenen  Gleichung  zu  dem  Product  der  Quadrate 
der  Differenzen  der  Wurzeln  proportional  ist,  welche  die  Gleichung 
in  k  besitzt,  und  dass,  wenn  sie  positiv  ist,  diese  Wurzeln  sämmt- 
iicb  reell,  wenn  sie  negativ  ist,  aber  zwei  von  ihnen  imaginär  sind. 
Im  letztern  Falle  schneiden  sich  (vergl.  Art.  311)  die  beiden  Regel- 
srhnitte  in  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Punkten,  im  ersten 
Falle  durchschneiden  sie  einander  entweder  in  vier  reellen  oder 
in  vier  imaginären  Punkten.  Diese  beiden  letztern  Fälle  unter- 
scheiden sich  nicht  durch  ein  einfaches  Kennzeichen. 

Aufg,  1.  Man  soll  nach  dieser  Methode  die  Bedingung  finden,  an- 
ler  der  zwei  Kreise  sich  berühren. 

Indem  man  die  Bedingung  bildet,  unter  welcher  die  reducirte  Glei- 
chung der  Aufg.  3  im  Art.  347  r^  +  (r^  +  r'^  —  D'^)Jc  +  r'U*  =  0 
gleiche  Wurzeln  hat,  erhält  man  r'^-|-r'^ — 2)^=+2rr'  oder  D=r  +  r\ 
wie  es  geometrisch  offenbar  ist. 

Aufg,  2:  Mau  bestimme  den  Ort  des  Centrums  filr  einen  Kreis  von 
constantem  Radius,  welcher  stets  einen  gegebenen  Kegelschnitt  berührt. 

Dazu  setzen  wir  in  die  Gleichung  dieses  Art.  die  Werlhe  von  J,  A\  i 

0.  %'  ein,  welche  in  den  Aufg.  4  und  5  des  Art.  347  gegeben  wurden  und  w 

betrachten  sodann  a  und  |3  als  die  laufenden  Coordinalen.    Der  Ort  ist  im  | 

allgemeinen  Falle  eineCurve  von  der  achten  Ordnung  und  reducirt  sich  im  J 

Falle  der  Parabel  zu  einer  Curve  der  sechsten;  sie  ist  dieselbe  Curve,  die 
man  als  den  Ort  der  Endpunkte  erhält,  wenn  man  auf  allen  Normalen  der 
Gurre  von  dieser  aus  eine  constante  Länge  gleich  r  abträgt.  Man  nennt 
sie  auch  die  Parallelcurve  des  Kegelschnitts.  Sie  hat  mit  dem  Kegelschnitt 
selbst  die  nämliche  Evolute,    ihre  Gleichung  liefert  auch  die  Bestimmung  > 

der  normalen  Entfeniungcn ,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  zur 
Carvc  gemessen  werden.  In  voller  Entwickelung  ist  sie  für  y^=  4ma: 
'•*~(3y^  +  x2-|-8ma;--8m2)r*-f{3y*-fy^(2a:2-..2ma:-|-  20m2) 

+8ma:3 + Sm^a:^  _  32m3a:+ 1 6m^  }r2-(y2-  ^mxf\f + (x—mf  }  =0 ; 

und  für  die  Ellipse  —^  +  tj  =  1»  wenn  man  die  Abkürzung  c^  —  h^=c^ 

benutzt  (Art.  169)  \ 

^V*^  -  2  c^ r«  { c2 [a^  +  h'^)  +  [a^  —  2 6^)  x^  +  (2  a^  —  b'^) ^2} 

+r*{cV+4a^6H«'V2c^(«*--fl^frH36*)a:2+2c2(3«^--a^ftH^>V  [ 


i 


\ 
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—  b^  (6«4  —  lOaH^  +  6b*)  X*  —  «2  (6«*  —  lOa^ft^  ^  g^ij^« 

+(4a«-6ö^6^-6a.26H46<»lxy+2ft2(rt2-2Ä2)a:«— 2(fl*-aV+36Vy' 
—  2(3a*  —  a'^b'^  +  ¥)  x^y*  +  2a^(b'^  —  2fl2)y«\ 

+  (/>2a:2  +  a2y2__a2ft2j2|(^_^)2^y2|  |(x  + c)«  + y«}  =0. 

Darnach  ist  der  Ort  eines  Punktes ,  für  welchen  die  Summe  der  Quadrate 
seiner  normalen  Abstände  von  der  Ellipse  gegeben  ist,  ein  Regelschnilt. 
dargestellt  durch  c^  («^  +  b'^)  +  («2  _  2  b^)  x^  +  {2a^  —  6«)  y*  =  0 
oder  x^  +  3y^  +  Smx  =.  m^  respective.  Wenn  wir  die  Be<iinguDg 
bilden,  unter  welcher  die  Gleichung  in  r^  gleiche  Wurzeln  hat,  so  erhallen 
wir  (las  Product  aus  dem  Quadrate  der  Axen  in  den  Cubus  der  Evolute. 
Für  r  =  0  finden  wir  die  Curve  selbst  doppelt  gezählt  und  ihre  Brenn- 
punkte, nämlich  |(a;-c)^+y2}.  {(a:+c)2+y^}=0  und  y2+(a:-m)-=0 

respective,  d.h.  vier  gerade  Linien,  welche  die  Gleichung  (a:+c)^+y'=0 
im  ersten  Falle  darstellt  und  deren  jede  einen  reellen  und  einen  imaginlreo 
Brennpunkt  der  Ellipse  mit  einander  verbindet  und  eine  Tangente  derselben 
ist.  Der  Voraussetzung  a=b  entspricht  als  Parallelcurvc  des  Kreises  ein 
Paar  von  concentrischen  Kreisen  x'^  +  y^  —  [a  +  r)^=0  und  die  vier  Ge- 
raden (x^  +  y^)^  =  0,  welche  die  Tangenten  des  Kreises  aus  seioem 
Centrum  oder  die  nach  den  imaginären  Kreispunkten  im  Unendlichen 
gehenden  Geraden  doppelt  gezählt  sind. 

Endlich  lehrt  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
4(82—^6')  (S^'^—/fe)  =  (ee'—^z/'j^  dass  die  Parallelcurve  von 
den  Curven  vierter  Ordnung  S'^z=/iS\  0'^^=^fS  in  den  Punkten  berührt 
wird,  in  welchen  sie  die  Curve  vierter  Ordnung  0S'  =  J/f  schneidet, 
d.h.  in  den  Punkten,  welche  zu  den  Punkten  der  Ellipse  vom  Krümmung- 

halbmesser  r  gehören;  denn  für  sie  ist  S={/fi^)i,  S'={J^i  oder 


^^  +  y 


2 


a* 


—  b'^  —  r^  =  —  S{abr)i, 


b^x^  +  a}y^  ^a'^b^—  r^  {a^  +  6^)  =  —  3  {abr]i 
Aufg.  3.     Die  Gleichung  der  Evolute  der  Ellipse  zu  finden. 
Man  hat  dazu  nur  die  Bedingung  auszudrücken,  unter  der  die  Cunren 
S=0,  S'=0  in  der  Aufg.  des  Art.  346  sich  berühren.   Für  6=0  redu- 
cirt  sich  aber  die  Bedingung  der  Existenz  gleicher  Wurzeln  in 
^f  Ar»  +  30;t2  -f  30'ä:  +  J=0  auf  ^/f'^  +  4Ö'3  =  0.  d.  h.  die  Glei- 
chung der  Evolute  ist  [a^x^  +  feV  —  <^^?  +  21  a'^b'^c^x'^y^ —^• 
(Vergl.  Art.  256.) 

Aufg.  4.     Nach  Art.  339  besitzt  die  cubische  Gleichung 
/SJfi+^Sk^  +  3Ö'/t  +  ^  =  0  drei  gleiche  Wurzeln,  wenn  die Be 
dingungen  ^^©'=6^  J/f^=tSS\  ^'6=0'^  erfüllt  sind,  von  denen 
zwei  die  dritte  nach  sich  ziehen.     Für  den  Fall  des  Kreises  führt  diess 
auf  die  Bestimmung  des  Krümmungskreises.  (Vergl.  Aufg.  2.) 

Aufg,  5.     Welches  ist  die  Gleichung  der  Evolute  der  Parabel? 

Weil  für  diese  5=y*— 4ma:,  S'=:2a:y +  2(2m  — a:')y— 4«y'. 
zf=— 4m^  0=0.  3©'=— 4m  (2m— a;),  ^=4my  ist.  so  ist  die 
Gleichung  der  Evolute  27 my^  =  4  (o;  —  2m)^.     Es  ist  zu  bemerken. 
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dass  die  DurchschniUspuukte  von  S  --0  und  8'^=  0  niciu  nur  die  Fuss- 
punklc  der  drei  Normalen  Hefern,  welche  von  einem  helichigen  Punkte 
ausgehen,  sondern  auch  den  unendlich  fernen  Punkt  de|[  Axc  y.  Die  sechs 
Sehnen  zwischen  diesen  Durchschnittspunkten  sind  also  die  Sehnen,  welche 
die  Fusspunkte  der  Normalen  verbinden ,  und  dazu  die  drei  Parallelen  zur 
Axe  durch  diese  Punkte.  Darum  ist  die  in  der  Aufg.  des  Arl.  346  ange- 
wendete Methode  für  die  Lösung  des  entsprechenden  Problems  bei  der 
Parabel  nicht  die  einfachste;  man  erhalt  zwar  die  Gloicluing  der  Aufg.  12 
im  Art.  235.  aber  mit  dem  Factor  4m(2my  -^yx  —  2my')  —  y^ 
multiplicirt. 

Aufg.  6.  Man  zeige,  dass  die  Bedingung  der  Berührung  für  einen  dem 
Fuodamentaldreicck  eingeschriebenen  und  einen  ihm  umgeschriebenen 
Kegelschnitt  (Aufg.  6  des  Art.  347)  die  Relation 

(«1&23)*  +  («2*31)*  +  (03*12)*  =  ö  «St. 
349.    Wenn  der  eine  der  betrachteten  Kegelschnitte  5'=0 

in  zwei  gerade  Linien  degenerirt,  so  ist  z/' =  0  und  wir  unter- 
suchen die  Bedeutung  von  S  und  S'  in  diesem  Falle.  Wir  dürfen 
dazu  die  beiden  Geraden  des  Kegelschnitts  5'  =  0  als  die  Coor- 
dinatenaxen  und  das  System  der  Kegelschnitte  daher  durch 
S'\'kxy  =  0  dargestellt  ansehen;  aus  der  bekannten  Bedeutung 
der  Invaiianten  0,  &  in  diesem  Falle  folgt  ihre  Bedeutung  im  all- 
gemeinen Falle;  sie  ist  dieselbe.  Um  die  Discriminante  von 
S-|-  kxy=^0  zu  finden,  hat  man  nur  in  z/  für  0,2  die  Summe 
(^12  +  ^)  zu  substituiren  und  erhält  sie  also  in  der  Form 
J'\-  2A:(ajga23  —  ^12^33)  —  ^33^^-  ^^  ^^^  ^^^^  36'=;  —  033  und 
38  =  2(0,3023  —  012033)*  <J- 1j-  ®'  verschwindet  zugleich  mit  033 
und  6  für  ^'13^23  =  ^12  ^33»  ]^^^^  bedingt,  dass  der  Anfangspunkt 
a:=y  =  0  in  der  Curve  5  =  0  liegt,  dieses,  dass  die  beiden 
Geraden  a;  =  0,  y  =  0  in  Bezug  auf  5  =  0  conjugirt  sind. 
[Art.  236,  Aufg.  3.)  Also  allgemein:  Wenn  5^  =  0  zwei  ge- 
rade Linien  darstellt,  so  verschwindet  J\  6' =z=  0  re- 
präsentirt  die  Bedingung,  unter  welcher  der  Durch- 
schnittspunkt der  beiden  Geraden  in  der  Curve  5  =  0 
liegt,  ö  =  0  aber  die  Bedingung,  unter  welcher  diese 
beiden  Geraden  in  Bezug  auf  5  =  0  zu  einander  con- 
jugirt oder  harmonische  Polaren  sind.  Und  für  Glei- 
chungen in  Liniencoordinaten :  Wenn  2?'=0  zwei  Punkte  dar- 
stellt, so  verschwindet  z/'=0,  6'=0  reprasentirt  die  Bedingung, 
unter  welcher  ihre  Verbindungslinie  eine  Tangente  von  2^=0 
ist  und  6=0  die  Bedingung,  unter  welcher  beide  Punkte  in  Be- 
ziehung auf  ^  =:  0  conjugirt  oder  harmonische  Pole  sind. 
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Die  Bedingung,  unter  welcher  dieGleichung  ^+39Ar+36'A'*=0 
ein  vollständiges  Quadrat  ist,  4z/0'c=:3  6^,  ist  nach  dem  letzten 
Artikel  die  Bedingung,  unter  welcher  jede  der  beiden  Geradeo 
5'  =  0  den  Kegelschnitt  S  =  0  berührt.  Das  gewählte  Beispiel 
bestätigt  diess  leicht,   denn  3  0^  —  4z/0'  ist  für  dasselbe  . 


—  a 


n 


«33 -^  +   («13  «23  —   «12  «33)^     ^^^^     («22  «33  —  «23)    («33  «11 

Aufg,  Wenn  S'^^O  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  so  dass  dieDiscri- 
niinanle  des  Systems  auf  die  von  S4-kx'  zuruckführbar  ist,  so  hat  roaii 

^  +  Ar(flf22«33 —  «23^)=^  ^^^  ^^'®  entsprechende  eubische  Gleichung,  und 
(9==0  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  diese  Gerade  den  KegelscfinittbenlhrL 

350.  Man  soll  die  Gleichung  der  Tangenten  an  den  Kegel- 
schnitt S  =  0  bestimmen ,  die  ihn  in  den  Punkten  der  geraden 
Linie  ^^x^  +  ^2  ^'2  +  §3^3  =  0  berühren.  Dieselben  bilden  un- 
ter den  den  Kegelschnitt  S  =  0  in  diesen  Punkten  doppelt  be- 
rührenden Kegelschnitten,  die  die  Gleichung 

kS+{^^ ir,  +  ^2^2  +  ^3 •''^3)^  =  0  darstellt,  denjenigen,  welcher  in 
gerade  Linien  degenerirt.     Man  hat  in  diesem  Falle  ^f'  =  0  und 

wegen  ^22^33— *23*=0.  ^33^1-^^31^=0»  6,,Ö22— *i2^=ö  "^<^^ 
Art.  346  auch  0'=O  und  findet  also  für  die  eubische  Gleichung 

Jk^+  30Ar^  =  O,  d.  h.  ausser  der  doppelt  zu  zählenden  Wund 
A:  =  0,  die  der  Geraden  ^iXi  +  etc.  :==  0  selbst  entspricht,  lie- 
fert sie  nur  einen  Werlh  von  Ar,  der  eben  die  fraglichen  Tangen- 
ten bestimmen  muss.    Man  hat  aber 

30  =  (a22«33— «23^)  Si^  +  etc.  +  2(a,3fl,2  —  «ll«23)  ^2^3  +  ^*^- 
oder   ^^„SlH^22^2'+^33^3'+  2^23^2^3+2^31  S3I1  +  2^,2^1^- 

d.  h.  SS  ist  mit  dem  Polynom  der  Tangentialgleichung  des  Kegel- 
schnitts -S^O  identisch  (Art.  316,  114)  und  wir  bezeichnen  sie 
daher  durch  das  Zeichen  Z  und  erhalten  aus  Ar^i  +  2'=0  den 
bezüglichen  Werlh  von  k  und  die  Gleichung  des  Tangentenpaars 

2:s=  ^(Sio^i  +  |2^2  +  ^3^3!^- 

Wenn  J,  x^  +  etc.  =  0  selbst  den  Kegelschnitt  S  =  0  Ihi- 
rührt,  so  fällt  das  Tangentenpaar  mit  dieser  Geraden  selbst  zu- 
sammen und  die  bezugliche  Bedingung  ist  eben  2^=0,  wie  schon 
vorher  erkannt  ist.  W^enn  die  1,-  speciell  durch  die  Seitenlangen  1, 
des  Fundamentaldreiecks  ersetzt  werden,  so  liefert  die  'erhaltene 
Gleichung  die  Bestimmung  der  Asymptoten  des  durch  die  allge- 
meine homogene  Gleichung  ausgedrückten  KegelschnitU. 

351.  Wir  untersuchen  nun  die  geometrische  Bedeutung  öer 
Relationen  0  =  0,  ©'  =  0  respective  im  Allgemeinen. 


r 
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Wir  denken  dazu  das  Fundamentaldrcieck  als  sich  selbst  con- 
jiigirt  in  Bezug  auf  5  =  0,  so  dass  diese  Gleichung  die  Form 
fljja:i'+ 022^^2^  + «33 ^^3^=0  hat  (Art.  309)  und  a23=«3i=ai2=ö 

ist.  In  Folge  dessen  ist  3(9  =  022^33*11+^33^11*22  +  ^11^22^33 
{Art.  346)  und  wird  also  gleich  Null  für  6jj  =  622=*33=0,  d.  h. 
wenn  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  S'  =  0   für  dasselbe  Fun- 

danientaldreieck  die  Form  2(623^2^3  +  ^31^3^1  +  *i2^*j^2)  =  ^ 
annimmt.  Die  Invariante  &  hat  also  den  Werth  Null,  wenn  ein 
iu  Bezug  auf  S=0  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck  in  5'=0  ein- 
geschrieben ist,  oder  wenn  ^=0  durch  ein  System  in  Bezug  auf 
S=zO  harmonischer  Pole  hindurchgeht. 

Machen  wir  1^:^  =  0,  b.^^  =  0,  0^2  =  0,  d.  h.  wählen  ein 
System  harmonischer  Pole  in  Bezug  auf  S'=  0  zu  Fundamental- 
punkten, so  wird 

30  =  («22  «33  —  «23^)*11  +  (ö33«ll  —  «31^)  *22  +  («11  «22  —  «12^)  *33 

ood  erhält  also  den  Werth  Null,  wenn  gleichzeitig  ^22^33  =^  ^2:i^' 
fl33Ö,j  =  a3j^,  «11022=^12'^  ^s^»  ^'  ^'  wenn  die  drei  Fundamental- 
linien a:i  =  0,  0^2=0,  cT3=:0  den  Kegelschnitt  S=:0  berühren; 
d.  h.  die  Invariante  S  hat  den  Werth  Null,  wenn  ein  dem  Kegel- 
schnitt S  =  0  umgeschriebenes  Dreieck  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt S'=0  sich  selbst  conjugirt  ist  oder  wenn  S  =  0  ein  Sy- 
stem harmonischer  Polaren  in  Bezug  auf  5^=0  zu  Tangenten  hat. 

In  derselben  Art  beweist  man,  dass  die  Invariante  6'  den 
Werth  Null  hat,  wenn  ein  System  harmonischer  Pole  in  Bezug 
auf  5'=0  in  5^=0  liegt,  oder  ein  System  harmonischer  Polaren 
in  Bezug  auf  S  =  0  den  Kegelschnitt  S'  =  0  berührt. 

Wenn  eine  dieser  Beziehungen  verwirklicht  ist,  so  ist  es  auch 
die  andere. 

Aber  ein  System  von  Kegelschnitten,  für  welches  die  Relation 
6  =  0  stattflndet,  besitzt  noch  eine  änderte  Eigenschaft.  Nennen 
wir  den  Punkt,  in  welchem  die  geraden  Verbindungslinien  der 
eotsprecbeuden  Ecken  zweier  Dreiecke  sich  schneiden,  von  denen 
die  Seiten  des  einen  die  Polai^en  der  Ecken  des  andern  in  Bezug 
auf  denselben  Kegelschnitt  sind,  den  Pol  eines  jeden  der  Dreiecke 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  (Art.  309,  Aufg.  5)  und  die  gerade 
Linie,  welche  die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Seiten  dieser 
Dreiecke  verbindet,  die  Axe  von  jedem  derselben  in  Bezug  auf 
ihn,  so  bedingt  die  Relation  6  =  0,  dass  der  in  Bezug  auf 
S=zO  genommene   Pol   eines   dem  Kegelschnitt  S' ==  0 
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eingeschriebenen  Dreiecks  auf  dem  Kegelschnitt  5^=0 
liegt  und  zugleich,  dass  die  in  Bezug  auf  S'  =  0  genom- 
mene Axe  eines  dem  Kegelschnitt  ^  =  0  umgeschrie- 
benen Dreiecks  S  =  0  berührt.  Denn  wenn  a:,,  x^,  x^ 
nach  einander  zwischen  den  Paaren  der  Gleichungen 

^11  ^1   "T    ''j2*^2     i      ^I3*''3   ^^^^  ^>       021^1     i      ^22*2      i      ''23^3  ^^^  ^' 

"31*^1   +  ^32^2  +  <^33^3  =  ö  eliminirt  werden,   so  erhält  man 

(0,30,2 «U  «23)^1  =  (''12  «23 —  «22  «13)  ^2  =  («23«I3  —  «33«I2)^3 

oder  ^23^1  =^  ^31  ^2  =  ^12^3  ^"*'  ^^^  Gleichungen  der  Geradeu. 
welche  die  Ecken  des  Fundamentaldreiccks  a:,  0^2  ^3  rait  dcD  ent- 
sprechenden Ecken  seines  Polardreiecks  verbinden;  die  Coordina- 
ten  des  Pols  des  Dreiecks  sind  also  den  reciproken  Werthen  von 
J.2:i*  ^3p  ^12  proportional.  Substituirt  man  sie  in  die  Gleichung 
von  S^  =  0,  als  für  welche  6^,  =  0,  ^22  =  ^>  ^33  =  ^  ^^^'  ^ 
erhält  man  2^23*23  +  2^31*31  +  2^,2^12  =  ^  ^*^^^  Ö  =  Ü. 
Den  zweiten  Theil  des  Satzes  beweist  man  in  analoger  Weise. 


Aufg,  1^  Wenn  jedes  von  zwei  Drcicckcfn  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt Ä'  =  0  sich  seihst  conjugirt  ist,  so  liegen  ihre  sechs  Eekco  auf 
einem  Kegelschnitt  und  ihre  sechs  Seilen  berühren  einen  und  densdlien 
Kegelschnitt.  (Art.  309,  Aufg.  4.) 

Denken  wir  einen  KegeKclmitt  durch  die  Ecken  des  einen  Dreiecks 
und  dureh  zwei  des  andern  gelegt,  welches  als  Fundameutaldreieck  g^ 

wühlt  werde,  so  folgt  O'  =  0  oder  «,,  +  «22  "t"  ^33  =  ^  •'"^  ^^^^  ^^^' 
aussetzung ,  dass  er  dem  ersten  Dreieck  eingeschrieben  sei  [Arl.  347. 
Aufg.  2)  und  da  zwei  Ecken  des  Fundamentaldreiccks  dem  Kegelschnitt 
angehören,  so  ist  a,,  =0,  a^^  =  0  und  m<in  erkennt  somit,  dass  aadi 
»33  =  0  ist  oder  auch  die  dritte  Ecke  des  Fundameutaldreiccks  den 
Kegelschnitt  angehört.   Ebenso  beweist  man  den  zweiten  Tiieil  des  Salzes. 

Aufg,  2.  Das  Quadrat  der  Länge  der  Tangente,  welche  vom  Ceo- 
trum eines  Kegelschnilts  an  den  einem  in  He^ug  auf  ihn  sich  selbst  cun- 
jugirlen  Dreieck  umgeschriebenen  Kreis  gehen,  ist  conslant  und  gleich  der 
Summe  der  Quadralc  der  Halbaxen. 

Diess  ist  die  geom*etrische  Interpretation  der  spccicllen  Form  der 
Uelalion  ©  =  0,  wie  sie  in  der  4.  Aufg.  des  Art.  347  gefunden  ward, 
nämlich  a'^  +  /3^  —  r^  =  a^  '\'  b\  Man  kann  den  Satz  auch  so  aus- 
sprechen: Jeder  Kreis,  der  ein  System  harmonischer  Pole  in  Bezug aof 
einen  Kegelschnitt  enthält,  ist  orthogonal  zu  dem  Kreise,  in  welchem  sidi 
die  zu  einander  rechtwinkligen  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  schneiden- 
Denn  das  Quadrat  des  Radius  dieses  Kreises  ist  =  ^^  -{-  b^.' 

Aufg.  3.  Das  Gentrum  des  Kreises,  welcher  von  einem  Splem  har- 
monischer Polaren  in  Bezug  auf  eine  gleichseitige  Hyperbel  berührt  wird, 
liegt  in  der  Curve.  Dieltelalion  ö'rii:  0  in  der  Aufg.  4  des  Art.  347  be- 
weist diess  für  b^  =  —  a^. 
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Aufg,  4.  Wenn  das  ReclUeck  unter  den  Segmenten  eines  der  ilölien- 
perpendiliel  eines  von  drei  Tangenten  eines  Kegelsclmills  gebildeten  Drei- 
ecks constant  und  gleich  f^  ist,  so  ist  der  Ort  des  Höhendurchschnitts- 
piinktes  der  Kreis  x^  +  y'^  =  a^  •\~  b'^  +  p.  Denn  ö  =  0  (Art.  347, 
Aufg.  4)  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  ein  System  harmonischer  Pola- 
ren in  Bezug  auf  den  Kreis  den  Kegelschnitt  <S  =  0  berührt.  Das  Gen- 
Irum  des  Kreises  ist  aber  der  Uöhendurchschnittspunkt  für  ein  Dreieck, 
das  in  Bezug  auf  ihn  sich  selbst  conjugirt  ist,  während  das  Quadrat  seines 
Radius  das  Rechteck  unter  den  Segmenten  einer  seiner  Höhen  ist,  mit 
positivem  oder  negativem  Zeichen  genommen,  je  nachdem  das  Dreieck 
stumpfwinklig  oder  spitzwinklig  ist.  Wenn  man  in  diesem  Beispiel  f'^=0 
voraussetzt,  so  erhält  man  den  Ort  des  Durchsciiuitts  rectangulärcr  Tan- 
genten des  Kegelschnitts. 

Aufg.  5.  *Wenn  das  Rechteck  unter  den  Segmenten  eines  der  Höhen- 
pcrpendikel  für  ein  in  den  Kegelschnitt  5  =  0  cingcschrichenes  Dreieck 
eunstant  ist  [=f^),  so  ist  der  Ort  des  Uöhendurchschniltspunktes  der  mit 
tS  =  0  coucenlrische  und  ähnliche  ähnlich  gelegene  Kegelschnitt 

S  =  /*2  I -^  -|-  -  J.   Diess  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise  aus  0'=  0. 

Aufg.  6.  Man  soll  den  Ort  des  Höhendurchschnittspunktes  für  ein 
Dreieck  finden,  welches  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  und  zugleich 
einem  andern  Kegelschnitt  umgeschrieben  ist.  Wenn  man  das  Ccnlrum 
des  letzteren  Kegelschnitts  zum  Coordinatenanfangspunkl  wählt  und  die 
Werlhc  von  f'^  einander  gleich  setzt,  die  sich  aus  den  beiden  vorigen  Auf- 
gaben ergeben,  so  ist  für  a\  h'  als  die  Axen  des  Kegelschnitts  S  =  0,  in 
welchen  das  Dreieck  eingeschrieben  ist,  die  Gleichung  des  Ortes 
,x^  +  y2  _  ^^2  _  ^2)  (^'2  ^  y2j  ^  «'2^'2S.     Der  Ort  ist  daher  ein 

Kegelschnitt,  dessen  Axen  denen  von  S=<i)  parallel  sind  und  der  mit 
S  =  0  zugleich  ein  Kreis  wird. 

Aufg,  7.  Das  Gentrum  eines  Kreises,  der  ein  System  harmonischer 
Pole  in  Bezug  auf  eine  Parabel  entliält,  liegt  in  der  Directrix. 

Aufg.  8.  Der  Ilöhendurchschnitt  eines  Dreiecks,  welches  einer 
Parabel  umgesclirieben  ist,  liegt  in  der  Directrix. 

Der  Beweis  für  beide  letztere  Sätze  liegt  in  der  Relation  6  =  0  in 
der  5.  Aufg.  des  Art.  347. 

Aufg.  9.  Für  einen  Kreis,  der  ein  System  harmonischer  Polaren 
in  Bezug  auf  eine  Parabel  zu  Tangenten  hat,  ist  die  vom  Fusspunkt  seiner 
Mittelpunktsordinate  in  der  Axe  an  ilm  zu  legende  Tangente  der  bezüg- 
lichen Parabelordinate  gleich.  Der  Beweis  liegt  in  der  Relation  6'  =  0 
in  der  5.  Aufg.  des  Art.  347. 

Aufg.  10.  Wenn  der  Radius  des  einem  System  harmonischer  Po- 
laren in  Bezug  auf  eine  Parabel  eingeschriebenen  Kreises  gegeben  ist,  so 
ist  der  Ort  des  Gentrums  der  Parabel  eine  Parabel  von  gleichem  Parameter 
mit  der  gegebenen. 

352.  Es  ist  nicht  im  Allgemeinen  möglich,  dem  einen  von 
zwei  beliebigen  Kegelschnitten  ein  Dreieck  einzuschreiben,  welches 
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zugleich  dem  andern  von  ihnen  umgeschrieben  ist.  Wenn  aber 
zwischen  beiden  Kegelschnitten  eine  gewisse  Relation  stattÜDdet, 
so  kdnnen  unendlich  viele  solche  Dreiecke  gefunden  werden; 
diese  Relation  soll  bestimmt  werden. 

Wir  nehmen  an,  ein  solches  Dreieck  sei  möglich  und  es  sei 
zum  Fundamentaldreieck  gewählt;  dann  sind  die  Gleichungen  bei- 
der Kegelschnitte  aiif  die  einfachen  Formen 

S^=  2623^2^3  +  2^310:30:1  +  2^150:10:2  =  0  reducirbar  [in  der 
ersten  sind  die  CoelHcienten  a^,  aj,  a^  (vergl.  Art.  347,  Aufg.  6 
implicite  den  x  gedacht]  und  wir  erhalten  für  ihre  Invarianten 
die  Wertlie  z/  =  —  4,  ^'  =  2 i^js ^31  ^12'  3$  =  4  (623  +  ^31  +  ^5^1 
30'=  —  (^23  +  ^31  +  ^12)^'  Zwischen  diesen  besteht  aber  die 
Relation  38'^  ==4^6'  und  da  diese  eine  Gleichung  der  Artist, 
von  welcher  im  Art.  347  erörtert  wur^e,  dass  sie  durch  eine 
Veränderung  der  Coordinatenbeziehung  ungestört  bleibt,  so  muss 
dieselbe  Relation  unter  den  CoefOcienten  der  Gleichungen  beider 
Kegelschnitte  stattfuideu,  wenn  es  überhaupt  möglich  sein  soll, 
sie  in  die  vorher  angenommenen  einfachen  Formen  zu  traQs^o^ 
miren.  Sie  ist  also  die  analytische  Bedingung  der  geforderten 
geometrischen  Beziehung.  Man  beweist  auch  umgekehrt,  ganz 
ebenso  wie  in  der  Aufg.  1  dos  Art.  351,  dass  unter  Voraussetzung 
dieser  Relation  auch  die  dritte  Ecke  eines  Dreiecks  dem  Kegel- 
schnitt S'  ==0  angehört,  welches  dem  Kegelschnitt  S  =  0  umge- 
schrieben ist  und  dessen  zwei  erste  Ecken  auf  S'  =  0  liegen. 

Aufg,  1 .    Man  beslimoae  die  Bedingung  für  diejenige  Lage  von  zvei 
Kreisen,  bei  welcher  dem  einen  ein  Dreieck  eingeschrieben  werden  kann, 
das  zugleich  dem  andern  umgeschrieben  ist.    Für  D^ — r'  —  r"'^=£isl 
nach  der  Aufg.  3  des  Art.  347  die  fragliche  Bedingung 
{^-r2)2+4r'^(^— r'2)=0  oder  {E+r^^)^=ArV^  also  Z>2=r'^+2rr', 

der  wohlbekannte  Ausdruck,  welchen  bereits  Euler  für  die  Entfemuii^ 
zwischen  dem  Gentrum  des  einem  Dreieck  umgeschriebenen  und  dem  ein« 
ihm  eingeschriebenen  Kreises  gegeben  hat. 

Aufg.  2.  Man  soll  den  Ort  des  Cenlrums  für  einen  Kreis  von  g^ 
gebenem  Halbmesser  finden ,  welcher  einem  einem  Kegelschnitt  uoige- 
schrieheuen  Dreieck  umgeschrieben  oder  einem  ihm  eingeschriebenen  Drei- 
eck eingeschrieben  ist.  Die  fraglichen  Oerter  sind  Curven  vierter  Ord* 
uung,  ausgenommen  den  Fall  vom  Centrum  des  umgeschriebenen  Kreis« 
für  das  Dreieck  der  Purabeltangenlen;  dieser  ist  ein  Kreis,  der  denßreBO* 
punkt  zum  Mittelpunkt  hat,  wie  auch  sonst  geschlossen  werden  kann. 
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Aufg,  3.  Unter  welcher  Bedingung  kann  in  den  Kegelschnitt  6^=0 
ein  Dreieck  eingeschrieben  werden,  dessen  Seiten  ,die  KegelschniLlc 
6'  +  /S'=0,  Ä  +  mS'=0,  S  +  nS^^-^0  respective  berühren? 

Setzen  wir  S~zx^'^'^x,^^'\'X'i^ — ^[^'\'ib.y^X2X^—2{l+mb^^)cr^x^ 

—  2(1  +«^,2)0:4^'.,  ==0,  S':^E^ 2623^^2^*3  +  2^3i^3^'i  + 2^1 2^1  ^2  =  ^« 
so  wird  5  +  ^-^=0  durch  x^=0,  5  +  m5'=0  durch  x^:=^6^  elc. 
berührt,  die  Invarianten  des  Systems  sinc^aber 

jd  =.  —  (2  +  /ftjs  +  ^H\  +  ^^12)^  —  2/m«623^3j  ^12» 

3e=2{623+Ä3,+6,,)(2+/fr23+'«ft31+«^2)+2M31^2('W»+"'+^'»). 

30'=— (623+631 +  Äj.^)2-<2(/  +  m  +  n)Ä23*3t^2»  ^=262363,6,.^ 
und  erfüllen  die  Relation 

{3Ö  —  ^(mn  +  nl  +  lm)y=^J  +  /m«  z/')  {3®'+  z/'(/  +  m  +  «)}  , 
welche  die  verlangte  Bedingung  ist. 

353.  Man  soll  die  Bedingung  angeben,  unter  wel- 
cher die  gerade  Linie  Si^'j +S2^2  +  S3^3=^  durch  einen 
der  vier  Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  S=0, 
^=0  hindurchgeht;  d.  i.  man  soll  die  Gleichung  dieser  Punkte 
in  Tangential-  oder  Linien-Coordinaten  entwickeln. 

Die  Tangentialgleichung  von  irgend  einem  Kegelschnitt  des 
Systems  S  +  k^=^0  wird  gebildet,  indem  man  in  die  Tangential- 
gleichung des  Kegelschnitts  -S  =  0  d.  h.  in 

£=  («22^33  —  «23^)  §1'   +   •  •  •    +  2(fl,3a,2— «M«23)^2S3  +  «tC.=0 

Q,   ix,    tit    I3  , 
oder     \^'  ''^*'  "«2»  «13    ^0  (Art.  324)  fnr  die  Coefficienten  «„, 

§., ,    «21?    ^^22'    ^'23 
,    ^3'    '^31  »    «32»    ^h'.\ 

«23.  etc.  die  Summen  «n  +  ^'^11»  «23  +  ^^23»  ^^c.  substituirt. 
Die  Determinante  lässt  sich  nach  der  binomischen  Zusammen- 
setzung von  drei  Reihen  ihrer  Elemente  in  sieben  andere  Deter- 
minanten als  Summanden  zerlegen  (Art.  73),  von  denen  die  erste 
keine  der  Verticalreihen  h  enthält  und  darum  mit  £  identisch  ist, 
während  drei  weitere  von  ihnen  je  eine  Verticalreihe  der  6  und 
damit  den  Factor  k  enthalten,  und  in  die  drei  letzten  je  zwei  Verti- 
calreihen der  6  und  damit  der  Factor  k'^  eingehen.  Die  Summe  dieser 
letzteren  erweist  sich  als  die'  mit  Z  ganz  gleich  gebildete  Deter- 
minante der  h  und  ist  daher  durch  2f  zu  bezeichnen.  Daher  ist 
das  Substitutiousresultat,  d.  h.  die  Tangentialgleichung  des  Kegel- 
schnitts S  +  Ä:S'=0  dinch  Z+2kO  +  k^-Sl^^O  dargestellt,  wenn 
wir  durch  2<2>  die  Summe  jener  drei  Partial-Determinanten  be- 
zeichnen, die  mit  dem  Factor  k  behaftet  sind.     Sie  sind 

Salmon^  Anal.Gcom.d.Kcg-cischn.  2.  Aufl.  29 
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und  der  Factor  von  Ä:  kann    in    den  Summenformen  dargest^Ut 


=  Z 


\i\j  =  Z  -—  5,gy  oder  entwickelt  werden 


düij  "'  "^  db^j 


mit 


w  <* 


2  <I>  =  («22633  +  «33*22  —  2ö23  623)  ^I  ^  +  («33^1 1  +  «11  *33  "  ^«31  *3!)  §2 
+  («11^22  +  «22*ll-~2a^2^12)S3^  +  2(öl3^2+«J2^3— «11^23-~«23*ll)fe«3 
+  2(ö2ift23  +  «23^21—«22*3J"~«31*22)S3Sl  +  2(ö32^31  +  «ni^32~«33^2~«12*3j)5«l 

Man  nennt  E,  <Z>  und  S  nach  Gauss  die  zugehörigen  For- 
men oder  Contravarianten  des  Systems.  Die  Tangenlial- 
gieichung  der  Enoveloppe  des  Systems  2^  +  2Ar(I>  +  At^ITäO 
ist  daher  durch  <Z>'=2'2:'  ausgedrückt.  (Art.  319,  Aufg.  2.)  Und  da 
S  -|-'/riS^=0  und  also  auch  die  entsprechende  Tangentialgleichoog 
ein  System  von  Kegelschnitten  bezeichnet,  welche  durch  dieselben 
vier  Punkte  gehen,  so  kann  die  Enveloppe  ^ben  nur  das  System 
dieser  vier  Punkte  bezeichnen  und  die  Relation  <l>^  =  EU  \A 
daher  die  fragliche  Bedingung,  unter  welcher  die  Gerade|ja;|+etc.=0 
durch  einen  dieser  vier  Punkte  geht. 

Man  kann  auch  sagen:  Durch  vier  Punkte  gehen  im  Allge- 
meinen zwei  Kegelschnitte,  die  eine  gegebene  Gerade  berühren 
(Art.  302,  Aufg.  8);  geht  aber  die  gerade  Linie  durch  einen  der 
vier  Punkte,  so  fallen  diese  beiden  Kegelschnitte  in  einen  zusam- 
men, welcher  sie  in  eben  diesem  Punkte  berührt;  und  in  der  Tbat 
ist  <2>^  =:^  22f  die  Bedingung,  unter  welcher  die  zwei  Kegelscbnitle 
des  Systems  5  +  Ar5'  =  0,  welche  die  Gerade  l^x^  +  etc.  =  0 
berühren,  zusammenfallen  können. 

354.  Man  soll  die  Gleichung  der  vier  gemein- 
schaftlichen Tangenten  von  zwei  Kegelschnitten  be- 
stimmen. 

Das  gegenwartige  Problem  entspricht  dem  Vorigen  dualistisch 
und  kann  ganz  analog  behandelt  werden.  Sind  Z=0  und  -S'=ö 
die  Gleichungen  beider  Kegelschnitte  in  Tangentialcoordinateo,  so 
repräsenlirt  die  Gleichung  2^  +  /r2?'  =  0  jeden  Kegelschnitt  lo 
Tangentialcoordinaten ,  der  mit  jenen  beiden  demselben  Tangenteo- 
vierseit  eingeschrieben  ist.  (Art.  292.)  Bildet  man  dann  oacli 
Art.  316  die  der  Gleichung 

2;+/rr=0  oder(^,,+Ä:^j,)Si'+etc.  +  2(.l23  +  ^^23)^213  +  <^^==^ 
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entsprechende  Gleichung  in  Punktcoordinaten ,  so  erhält  man 

I 


I  0 ,  x^  ,  X2  ,  x^ 


X2  y     -«21     •    ^  ^21 '      '^2*2    •    ^  -^22 »      ^^23    •    ^"23  * 
^3  »     ^31  "l"  ^  ^31  ?      ^32    •    ^  ^32  j      -«33  +  ^  -^33 

und  durch  die  Zerlegung  dieser  Determinante  in  ihre  sieben  Sum- 
manden, wie  oben  eine  in  k  (|uadratische  Gleichung ,  in  welcher 
das  absolute  Glied  und  das  Glied  in  k^  durch 

'-^22-^33  ^23^)^1^  "I"   ^*^-    +    ^(^13^12 ^11-^23)^2^3   +   ®'^*  ""^ 

I      {(^22^33— ^23^)^l'+  ^*^-   +  2(i?i3Ä,2-^11^23)^2«^3  +  etC.}   k' 

dargestellt  werden,  wahrend  auch  das  Glied  in  k  einen  in  Aij 
und  Bij  ganz  ebenso  gebildeten  Coefficienlen  hat,  wie  das  ent- 
sprechende Glied  in  der  Untersuchung  des  vorigen  Artikels.  Nun 
ward  aber  in  Art.  316  bewiesen,  dass  die  der  Determinante  der 
Tangentiaigleichung  des  Kegelschnitts  ai,a;i*+etc.=0  oder  S=0 
I  gieichgebildete  Determinante  der  ^i;y  mit  dem  Product  .^5  gleich - 
i  werthig  ist  und  man  hat  daher  als  Ergebniss  der  jetzigen  Unter- 
suchung die  Gleichung  JS  +  '2kF  +  k^J'S'=0  mit 

2F=(^2^Ä,^3  +  ^33Ä^2 ""2^23^23 ''*''l^+M33^1l+^11^33 ^^31^3l)^2' 

+(^11^22+^22^11-~-2^12^12)f2^+2(^,35,2+^]2^13~^11^23--^23^1l)^'2*'3 
+   2  (-(42 j  .023     I     "^23  "21  "'*22  ^31   "*"  ^31  ^22/**^3**'l 

+    -(^32^31    +   -^31  ^32*~   -^33^12  ^12^33)^1^2' 

Die  Enveloppe  des  Systems  JS  +  2kF  +  k^^'S"  =  0  ist  aber 
durch  F^=^/fSt^  dargestellt  und  diese  Gleichung  somit  die 
Gleichung  der  vier  gemoinschaniichen  Tangenten  der  Kegelschnitte. 

Die  Gleichung  ^'  ==  /1/l'S^  bezeichnet  durch  ihre  Form 
(Art.  272)  einen  Ort,  welcher  die  Kegelschnitte  *S=:0,  S' =  0 
in  den  Punkten  berührt,  in  denen  der  Kegelschnitt  jP:=0  sie 
schneidet;  man  erfährt  also,  dass  die  acht  Berührungs- 
punkte zweier  Kegelschnitte  mit  ihren  gemeinsamen 
Tangenten  auf  einem  Kegelschnitt  F=:0  liegen.  Die- 
selbe Ueberlegung  führt  von  dem  Resultat  der  Untersuchung  des 
Torigen  Art.  zu  dem  Satz:  Die  acht  Tangenten  zweier  Kegel- 
schnitte in  ihren  Durchschnittspunkten  berühren 
sämmtlich  einen  Kegelschnitt  <2>  =  0. 

j4ufg.  1.  Welches  ist  die  Gleichung  der  gemeinscliaftlichen  Tangen- 
ten der  durch  «11^1:1*''+ 022^2^+^33^3^=^»  ^11^1''+ ^22^2*+ ^33^3^=^^ 
gegebenen  Kegelschnitte?  Man  hat^j  1  ==022033)  ^22^^^^^^33''i  n  -^33^^^^!  1^22» 
B^^   =   ^22^331    e^<5'    »^«^    2F  =:=   «11*11  («22^33    +    ^33*22)^1* 

29* 
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+  022*22(033*11  +  «11*33)^2'^  +  «33*33  («11*22  +  «22*11)^3'^   »*"** 
die  fragliche  Gleichung  ist  somit 

{«11*11  («22*33   +  «33*22)-'*^l'^   +   «22*22(«33*11   +  «11*33)^2^ 

+   «33  *33  (« 1 1  *22  +   «22  *1 1 )  «3^  }^ 
=/yjjÖ22^33*l  1*22*33 («11^1   ■|"«22^2  +«33^3  )(*ll^l    +*22^2  +*ir'':i> 

Aufg.  2.    Man  beslimme  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  zwei 
Kegelschnitten »  welchp  demselben  Dreieck  umgeschrieben  sind. 

Der  Kegelschnitt  ^=0,  vvclchec  ihre  acht  BerOhrungspunkte  ent- 
hält, ist  in  diesem  Falle  durch  («12*13  —  «13*12)^^1^  "^  ^^^-  "^ 
(«12*23  +  «23*12)  («13*23  +  «23*13)^2^3  +  etc.  n=0  dargcslelll. 

355.    Der  letzte  Artikel  erläutert  die  Bedeutung  der  Cova- 
rianten,  sowie  die  früheren  Entwickelungen  die  der  Iuyariant«'n 
ins  Licht  gestellt  haben.    Wenn  aus  der  dllgemeinen  Gleichung 
einer  Curve  oder  den  Gleichungen  eines  Systems  von  Curven  die 
Gleichung  ü'  =  0    eines  Ortes  hervorgeht,    der  zu  ihr  oder  zu 
dem  System  eine  von   den  Coordinatenaxen  unabhängige  gesetz- 
liche Beziehung  hat,  so  ist  ü  =  0  eine  Covariante  der  Curve  oder 
des  Systems.     Die  auf  neue  Axen  bezogene  Gleichung  dieses  Ortes 
wird  ebenso  erhalten,   wenn  wir  die  Gleichung  ü  =  0  sellist  zo 
diesen  neuen  Axen   transformiren,    als  wenn  wir   die  urspröoj- 
liche  Gleichung  der  Curve  oder  die  Gleichungen  des  Systems  ?ob 
Curven  so  transformiren  und  aus  den  transformirten  die  Functioo 
ü  in  derselben  Weise    bilden,    Uie  sie  aus  den  ursprunglichea 
gebildet   wird.    Wenn  wir  die  Gleichungen  5  =  0,  5^  =  0  der 
Kegelschnitte  zu   einem   neuen  Coordinatendreieck   transformiren, 
indem  wir  a;„a:2,a:2  durch  tt^^y^+a^^y^+a^^y^,  «21^1  + «22^2 +"^»^5» 
^31  t/i  +  ^32^2  +  ''^33^3  rcspcctivc  crsetzeu ,  und  wenn  wir  dieselbe 
Substitution  in  der  Gleichung  i?^  =  /l /f  SS  vollziehen,  so  kanfl 
das  Resultat  dieser  letzteren   Substitution   nur  durch   einen  cod- 
stanten  Factor  von  der  Gleichung  F^  =  J/J'SS'  verschieden  sein, 
welche   mit  den   Coeflicienten   der  transformirten   Formen  S^  S 
gebildet  ist.     Denn  jede  von  beiden  Gleichungen  repräsentirt  (fie 
vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  beider  Ke.geischniUe. 

Wenn  ferner  die  Function  |,  .rj  +  ^.^x^  +  |3.t.j  =  0  durck 
die  Substitution  a^y,  +  «,2^2  +  «^13^3»  '^21^1  +  «22^2  +«2* 
^'MVi  +  ^^32^2  H*  ^33^3  ^^^^  ^n  ^2»  ^3  respcctivc  transfoniuil 
also  in  5,(a„yi  +  «12^2  +  «13^3)  +  ^2(^21^1  +  «22^2  +  ««*^ 
+  ^3(^31^1  +  ^^32^2  ■''"33^3)  "hergeführt  wird,  welches  wir  in  (kf 
Form    ri^y^  +  1/3^2  +  ^^3    schreiben,    indem    wir  vorausseü« 

Vl=«11^1+«2l52+«3llp  ^2=«t2^2  +  «22l2  +  «33l3»  »?3=^!35| +«»fe 
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SO  liefern  diese  Gleichungen  durch  Auflösung  für  R  als  den  Werlh 
der  Determinante  der  Substitution  und  Afj  als  ihre  Untcrdeter- 
niinanlen  nach   den  entsprechenden  Elementen  afj 

Ä|,  =  y^jiiy,    +   ^ij'??  +  -^13%»     ^2  =  ^21^1    +   ^22^2  +  ^23^3» 

^  =  A.^^1]^  +  -^32%  +  -^33%*  Setzen  wir  die  daraus  hervor- 
gehenden Werthe  der  §  in  die  Bedingung  ein,  welche  die  Be- 
rährung  einer  Curve  durch  die  Gerade  ^^x^  +  etc.  =  0  oder 
allgemeiner  eine  vom  Axensystem  unabhängige  Relation  derselben 
Geraden  zu  dieser  Curve  oder  zu  einem  System  von  Curven  aus- 
druckt, so  erhalten  wir  die  Bedingung  in  Function  der  rj  und 
sie  kann  nur  durch  einen  constanten  Factor  von  der  gleichbe- 
deutenden Function  der  ij  verschieden  sein,  die  man  erhalten 
i^tirde,  wenn  man  die  ursprünglichen  Gleichungen  zu  neuen  Coor- 
dinaten  transformirte  und  für  die  transformirten  Gleichungen  jene 
Bedingimg  nach  demselben  Gesetze  wie  vorher  bildete.  Functio- 
nen dieser  Art  sind  die  zugehörigen  Formen  oder  Contra- 
Varianten  (Art.  352);  sie  gleichen  den  Covarianten  darin,  dass 
eine  solche  Contravariante,  wie  z.  B.  die  Tangentialgleichung  eines 
Kegelschnitts  («22'*33"~  ^'23^)^1^  + etc. =0  durch  lineare  Substitu- 

tioDcn  in  die  Gleichung  (&22^33  "~  ^23^)^1^  +  e^^-  =^  transfor- 
uiirt  ^vird,  welche  nach  demselben  Gesetze  aus  den  Coefficien* 
teu  der  transformirten  Punktgleichung  des  Kegelschnitts  gebildet 
ist,  aber  sie  unterscheiden  sich  von  denselben  darin,  dass  die  | 
nicht  durch  dieselben  (ursprunglichen)  Substitutionen  wie  die  x, 
sondern  durch  die  transponirten  Substitutionen  transformirt  werden, 
wie  diess  oben  angegeben  ist.  (Vergl.  Art.  82,  80.)  Die  Bedingung 
des  Art.  353  ist  eine  Contravariante  des  Systems  der  Kegelschnitte 
S=0,  S'=0. 

Wir  bemerken  endlich,  dass  die  Function  £1^1 +  $2^2+1)^3 
durch  die  gleichzeitige  Anwendung  der  ursprünglichen  und  der 
transponirten  Substitution  direct  in  die  entsprechende  Function 
"^i^i  +  ^2^2  +  ^^3  übergeht;  denn  in  der  Entwickelung  von 
{(^11^1+ ^12^2 +  ^13%)  («11^1 +«^12^2 +  «13^3) +  {^21%  +  etc.) 

(«21^1  +  e^c-)  +  (^31  Vi  +  etc.)  («3,  yi  +  etc.)}  =R 
verschwinden  nach  den  Relationen  £auj4ij=  0^  ZctiiAii=i  R 
[Art.  76)  alle  Glieder  i/j^jj  ^1^3}  ViVv  etc.  und  die  Coefficienten  der 
Glieder  ^,  yi,  V^y-i^  %y3  werden  übereinstimmend  gleich  der  Ein- 
heit Man  nennt  diese  Function  eine  Zwischenform  des  Systems 
nnd   giebi   die  nämliche  Benennung  jeder  Function  der  beiden 
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Reihen  von  Veräuderlichen  x  und  |,  welche  ihren  Werth  uirhl 
oder  nur  durch  Hinzutritt  eines  constanten  Factors  ändern,  wenn 
man  die  eine  Reilie  der  Variabein  durch  die  ursprünglichen,  die 
andere  aber  gleichzeitig  durch  die  transponirten  Substitulioneo 
transronnirt.  Zwischenformeu  siud  daher  alle  Producte  von  Polen- 
zeu  der  Covarianlen  und  Coutravarianten  des  Systems. 

356.  Die  Hedinguug  (P  =  0  drückt  aus,  dass  die 
Gerade  ||a;,  +  l^x^  +  1^0:3  =  0  von  dem  System  der 
Kegelschnitte  i>  =  0,  Ä' =  0  in  Punkten  eines  harmo- 
nischen Systems  geschnitten  wird. 

Wenn  man  zwischen  der  Gleichung  der  Geraden  und  der 
allgemeinen  Gleichung  des  Kegelschnitts  S  =  0  die  Variable  x^ 
eliminirt,  so  erhält  man  füi*  die  Schnittpunkte  die  Gleichung 

+  («M^s^  —  2  «23  Safe  +  «33^^)^  =  Ö 
und  eine  ganz  gleichgebildete  Gleichung  mit  den  Coefficienteu  h 

an  Stelle  der  a  ergiebt  sich  für  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
mit  dem  zweiten  Kegelschnitt.  Sollen  diese  vier  Punkte  ein  har- 
monisches System  bilden,  so  nmss  durch  die  Coefßcienten  beider 
Gleichungen  die  Relation  der  harmonischen  Theilung  (Art  335] 
erfüllt  sein,  d.  h.  man  hat  die  Bedingung 

(«llfe^  —  2ai3l,l3   +   ^'33^1^)  {^2li^  —   ^^2»fefe   +  hz'k^ 
+   {b,,^^  -  26,3^113   +   ^33^,2)  (a,,^,^  -  2^231,^   +  II33I,') 

=2(«i  2^^— ^'2,3^1  I:j— « 1  -A^i+^yA  ii^  i^V2^:\^~hA  fe  ~  ^1 3I2I3 +^izkk 
d.  h.  durch  Entwickelung  und  Reductiou 

(«22^33  +  «33^22  —  ^  «23  ^^J  ll '^  +  {%j  ^>l  l  +  "11^33  —  ^«lU^llJ«!* 
+  {«ll*22  +  «2Al--2'M2*12)fe'+2(«13^2  +  «12^13~«ll^23--«23^l)fefe 

+  2  (021^23  +  ^'23^21  —  ^*22^n  —  ^:n^'22)  S3S1 

+    2  («32^1    +  ^31  ^32  —  «33^12  —  «12  M  ^l  ^  =  ^ 

und  somit  0  =  0.  In  derselben  Art  beweist  mau,  dass  >'=u 
die  Gleichung  für  den  Ort  aller  der  Punkte  ist,  für 
welche  die  von  ihnen  an  die  Kegelschnitte  5=0,  5=0 
gehenden  Tangentenpaare  ein  harmonisches  Büschel 
bilden.  (Vergl.  Art.  335.)  Man  findet,  dass  die  Punktgleicbuflg 
jedes  mit  5=0  und  5'=  0  covarianten  Kegelschnitts  in  Fudcüoo 
von  5,  S',  F  ausgedrückt  werden  kann,  indess  seine  TaogenUil* 
gleichung  in  Function  von  2*,  2?',  (Z>  sich  ergiebt.  Die  folgeodeo 
Beispiele  werden  diess  erläutern. 

Aufg,  1.   Wenn  man  die  Pole  aller  Tangenten  eines  KegelscliuilU 
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5=  0  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S'=  0  bildet,  so  ist  der  Ort  der- 
selbeo*eine  Gurve»  die  man  die  Polarcurve  von  S  in  Bezug  auf  S" 
Deonl.  Diese  und  die  Polarcurve  von  S'  in  Bezug  auf  S  sind  Govarianlen 
des  Systems;  man  soll  ihre  Gleichungen  in  Function  von  S,  S\  F  ent- 
wickeln. 

Wir  denken  die  gegebenen  Kegelschnitte  auf  ihr  gemeinsames  System 
harmonischer  Pole  bezogen  und  setzen  ihre  Gleichungen  in  der  Form 
5==«  11^1  ^+022^^2^ +^33^»^^^^^»  S'=a:^^-\-X2^+x^^=0  voraus;  dann 

ist  F=a^^la.^2  +  «33)^1  +  ^ni^hz  +  «n)^'2^  +  «33(011+  ö22)^3'==Ö- 
Da  aber  die  Bedingung  der  Berührung  einer  Geraden  mit  S=0  die  Form 

"2? ^33^1  ^  +  «33 «11  52^  +  ^11^22^3^  =  ^  ^^^^»  s®  '^^  ^^^  ^^^  ^^^  ^^^^  ^^^ 
Tangenten  von  S=0  mit  Bezug  auf  S'-r^O  durch 

«j2Ö33X,^+  «33011^2^ +<'n  «22^3^=^  gegeben.  Da  diess  aber  in  der  Form 
(^22^33  +  «33«  11  +  «Ji  «22)  (^1^  +  ^2^  +  Xri^)=^2  F  geschrieben  werden 
kann,  In  welcher  auch  der  Coefficient  der  linken  Seite  eine  Invariante  ist 
(Art.  347,  Aufg.  1),  so  wird  der  Ort  durch  die  Gleichung  3SS'=2F 
allgemein  dargestellt.  Ebenso  ist  3ffS=2F  die  Gleichung  der  Polare 
von  S=0  in  Bezug  auf  5=0. 

Aufg,  ^.  Der  mit  5=0,  5'=0  covariante  Kegelschnitt 
36'5 — ^SS^=0  geht  durch  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte 
selbst  und  durch  die  der  Polaren rven  eines  jeden  in  Bezug  auf  den  andern. 
Denn  die  gegebene  Gleichung  ist  die  DifTercnz  der  Gleichungen  dieser 
Polarcurven.  Der  Kegelschnitt  F=0  geht  durch  die  Schnittpunkte  jedes 
der  beiden  Kegelschnitte  mit  der  Polarcurve  des  andern  in  Bezug  auf  ihn. 

Aufg,  3.  Für  ö=Ö'=0  decken  sich  beide  Polarcurven  in  dem 
Kegelschnitt  F=0,  Vorausgesetzt,  dass  beide  Kegelschnitte  auf  ihr  ge- 
meinsames System  harmonischer  Pole  in  den  Formen  a^^x^^  '\'  eic.  =  0^ 
^i^i'^  +  etc.=0  bezogen  sind,  so  hat  man  hiernach 

p  +  ''»  +  ^'»  =  0,    ^  ^  +  etc.  =  0,  d.  h.  die  Verhältnisse  von 

^,  y,  ^    sind   für   die  Cubikwurzeln   der  Einheit    1,0,0^   durch 

11  _-.  ^  ^  ___  ^2  ^  gegeben ,  d.  h.  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte 

sind  a^^x^^  +  clc.  ==0,  «11^1+  ^«22^2  +  ^  «.33^3  =  ^*  '^'^" 
ITodet  dann  für  die  Gleichungen  der  Polarcurven  und  für  F  den  Ausdruck 
a,,a:,'"^  +  ^^«22^2^  +  ^«33^3^=  ^  ""^  sieht  daraus,  dass  jeder  der 
drei  Kegelschnitte  zugleich  den -Kegelschnitt  j^  und  die  vereinigten  Polar- 
curven für  die  beiden  andern  repräsentirt.  Für  solche  Kegelschnitte  ist 
auch  die  Bedingung  36'^=4z^6  erfüllt,  die  dem  ein-  und  umgeschriebe- 
nen Dreieck  entspricht.  Zwei  gleiche  Kreise,  deren  gemeinschaftliche 
Sehne  dem  Badius  gleich  ist,  geben  ein  solches  System. 

Aufg.  4.  Die  Doppei-punkte  der  drei  Involutionen  aa  ,  BC; 
bh\  CA;  rc\  AB  in  den  Diagonalen  eines  Vier-ecks  und  die  vier  Paare 
von  Punkten,  welche  in  den  Seiten  mit  den  ihnen  angehörigeu  Gruppen 
(ibc^  bac^  ab'c,   b'ac'  Systeme  von  gleichen  fundamentalen  Doppel- 
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Verhältnissen  bilden,  liegen 
auf  demselben  KegcIschniU. 
Wenn  drei  Seiten  des 
Vierecks  als  Fundamcnlal- 
linien  genommen  werden 
und  die  vierte  die  Gleichung 

«1  ^1  +  «2  ^2  +  «3  ^i  =  ^' 
hat,  sodass  0-20:2+ «8iri=0,. 

«,«:,  +«2a'2=0  die  Diago- 

nalcnsind,  so  sind  durch  Xj  073(^*2  ^2  H"  "3  ^'3)  ^^^^  *^^®  *''"^*  Punkte  einer 
Vierecksseite  und  durch  deren  Hesse'sclie  Determinante  (Art.  342) 
a.y^x^-\-a^a^X2X.^'{'a^^^x^^=i)  die  Punkte  bestimmt,  die  mit  ihnen  gleiche 
fundamentale  Doppelverlialtnisse  bestimmen.    Diese  und  die  beiden. Paare 

a,^^  x^  +  «3« j  or.j  x^  +  « j 2^j '^  =  0 ,  « ^  '^  x^  ^  +  ^'  1  «2  «^'i  ^i  +  "2^ '^2'  ^^  ^ 
liegen  auf  dem  Kegelschnitt 

(i\'X^  +  «2^2^  "i"  ^^^^^    +  <'2":r^'2'^':i  "^^  "3''j»*^3'*^'l  +  Ö|<^2^'l^*2^^^  ®*^*^^ 

(rtjori  +  «2^2)*''  +  («2  »'^2  +  «3^3)'^  +  K^3  +  «1^1)'^  =  0  d.  h. 
y,-+y2^+y3^=^  für  die  drei  Diagonalen  als  Fundamcntalliuicn.  Auch 
die  vierte  Seite  schneidet  ihn  in  zwei  Punkten  der  bezeichneten  Art.  Üie 
Diagonale  «,  a:.  +  «2^2  ^=  ^  S*®^^  "^^  Schnittpunkte  mit  ihm 
a^x^-{'a>^x.^===0,  d.h.  die  Doppelpunkte  der  auf  ihr  bestimmten  Involu- 
tion. (Vergl.  Art.  344)  Für  ein  reelles  Viereck  ist  unser  Kegel  schnitt  imaginär. 

Aufg.  5.  Man  soll  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  (Z>=0  in  Func- 
tion von  S^  S^  F  ausdrücken,  welchen  eine  Gerade  umhüllt,  die  die 
Kegelschnitte  S  =  0,  5'=0  in  vier  harmonischen  Punkten  schneidet. 
Die  Tangentialgleichung  desselben  ist  (2>=0  oder  unter  der  Voraussetzung 
der  Beziehung  auf  das  gemeinsame  System  harmonischer  Pole 

(«22  +  «33)^1^  +  («33  +  «11)^/  +  ("11  +  «22)^3^  =  ^- 
Daher  ist  seine  Gleichung  in  Punktcoordinatcn 

(''33  +  «ll)(«!l+«22)SlH(«n+«22y\«22  +  «33)^2"^+(«>2 

oder  als  Gleichung  mit  nur  invarianten  Cocfficienten 

2F=  («22^^33  +  «33  «11  +  «ij  «22)1^1^  +  ^2^  +  fs'^)  + 

(rt,,+rt22  +  «33)(«ll^l'+«22^'2"^  +  «33^3T'  ^'^^'  3(ÖS'+ 0'^— 2F=Ü. 

Aufg,  6.  Man  soll  die  Gleichung  des  in  Aufg.  4  hezeichneleD 
Kegelschnitts  als  Govariante  des  Systems  von  zwei  Kegelschnitten  srns- 
drückeu.  Wenn  die  beiden  Kegelschnitte  auf  das  gemeinsame  Sysleu 
harmonischer  Pole  bezogen  oder  ihre  Gleichungen  u^x^^  +  etc.  =0, 
^,,a:i^+elc.  =  0  sind,  c^x^+c^x.^-^-c^x^^^O  aber  eine  ihrer  gemein- 
samen Tangenten  ist,  so  sind  diese  Tangenten  sämmllich  durch 
^'i^*ii^2^'2i<^3^3=^  dargestellt,  und  der  fragliche  Kegelschnitt  hat  die 
Gleichung  Ci*a:j^  + Cj^ity -1-03-0:3^=0;  für  die  c  aber  gehen  die  Be 
dingungen  ^122^33^1^ +ßtC'=0,  iK<^b.j^s^c(^  +  (^{^.=^0  d.  h.  c^ic^'-c^ 

=«lt^ll(«22*33"-Ö33^2>)  *  «22*22(«33^11— ^^1  l^Ss) '  «33W«n^22— %^l'' 

Sind  dann  S^=0,  S'sO  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  und  vctt 
tritt   W=0  die  Gleichung  der  Envcloppe  der  vorigen  Aufg.,  so  ist 
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lS  +  (iS^-^  vW=0  die  Gleichung  unseres  Kegelschnitts;  dann  ergehen 
sich  aus  W^=:a^^b^^{a,2'2b.y^^^a^2h22)i^Cl^'^  ^^^,=0  für  die  vorausge- 
setzte Beziehung  die  Relationen 

^1   +  f*^ll    +   ^«11*11  («22  ^33   +   «33^22)  =  «11^1  («22^33  —  «33^22) 

mit  zwei  glcichgehiideten  durch  cyclische  Vertauschung  der  Indices. 
Multiplicirl  man  diese  Relationen  respective  mit  ^22^^331  «33^11  >  «11  «22 
und  addirt  die  Producte ,  so  erhält  man 

3Sl«22"33  +  f*(^l  l«r2«33  +  ^^^0  +  ^  V«ll«22%J  («11  ^22*33  +  etC.)  =  0 

wo  alle  Glieder  Invarianten  sind;  d.  h.  allgemein  gilt  die  Relation 
AJ+.ue+2v^e'=0  und  ehenso  X6^+(iJ'+2vJ'e=0,  so  dass  sich 
ergiebt  lifi:  v  =  /i\9'^^  ^0'):  ^(©'*^—  /fe):[J/l'—Q&).    Die  allge- 
meine Gleichung  des  durch  jene  vierzehn  Punkte  gehenden  Kegelschnitts 
ist  somit       2/f[S'^  —  J&)S  +  2 ^[S"^  —  ^ 0) .V  + 

Aufg,   7.    Kür  das  System  der  Kegelschnitte 

«n^l^  +  «22^2^+  «33^3^  =  9'    «I1-V+  «220^2*^+  «33^^^ V  =  ^> 

"u  ^1^  "^  «22^*^*2^  +  «33  ^»'^V'^  ^^^^  ^  6^^*^  jeder  der  drei  durch  das 
System  der  vierzehn  Punkte,  welches  die  beiden  andern  der  vorigen  Auf- 
f,'ai)e  gemäss  bestimmen. 

Aufg,  8.  Man  soll  die  Bedingung  aufstellen ,  unter  welcher  der 
Kegelschnitt  F=0  in  zwei  gerade  Linien  degenerit.    Sie  ist 

«I I  «22  «33  («22  +  «33)  («33+  «1 1)  («1 1  +  «22)  =" ^    ^^^^ 
«II«22«33{(«1I  +«22+  «33X«22«33+  «33«!  1  +  «11«22)  —  «11«22«33}  =0 

Oller  J/f[^e&  —  /l  J)  =  0. 

0  00'=^^' ist  auch  die  Bedingung,  unter  welcher  <l>==:0  in 
zwei  lineare  Factoren  zerfällt,  d.  h.  unter  welcher  alle  Geraden,  welche 
von  den  beiden  Kegelschnitten  harmonisch  ^etheill  werden,  durch  einen 
oder  den  andern  von  zwei  festen  Punkten  gehen.  Diese  Becjingung  wird 
z.  B.  erfüllt  für  zwei  Kreise,  welche  sich  rechtwinklig  durchschneiden, 
und  io  der  That  wird  in  diesem  Falle  jeder  Durchmesser  des  einen  Krei.ses 
durch  den  andern  harmonisch  getheilt  und  der  Ort  der  Punkte,  deren  Tan- 
genten ein  harmonisches  Büschel  bilden ,  reducirl  sich  auf  zwei  gerade 
Linien.   Ort  und  Enveloppe  reduciren  sich  auf  analoge  Weise  für 

Aufg.  9.  Man  soll  die  Envoloppe  der  Basis  eines  Dreiecks  bestim- 
men, welches  dem  Kegelschnitt  S=0  eingeschrieben  ist  und  dessen 
Seiten  den  Kegelschnitt  S'=0  berühren. 

Wird  das  Dreieck  als  Fundamentaldreieck  genommen  und  sind  daher 
die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  durch 

S  =f  2(ö23^2^3   +   «31^3  ^1    +   «12^1^2)  =  ^» 
^  "Z  X{^  +   X.2'^  +  X.^  —   ^X^X.^^  2x.j.X^    —   2(1^2^X^X2=^0 

gegeben,  wo  o:,  =0  und  0:2= 0  die  durch  Ä'=0  berührten  Seiten  be- 
zeichnen, so  ist  der  Kegelschnitt  ArS-f  5=0  durch  die  Seite  0:3  =  0 
berührt  und  nach  den  Werthen  der  Invarianten  des  Falles  erkennt  man 
diess  als  die  Gleichung  eines  festen  Kegelschnitts.    Denn  wegen 
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V 

^  =  2  Ö23  «3,  ö,2  ,  3  6=  —  (ö23  +  «3,  +  a^^f  "  ^  «28  «31  «11  *• 
3Ö'=  2(^23   +  «3,    +   «,2)  (2  +  '/12^),    ^'=  -  (2   +   «12*)'    «l 

9e'2--120z/==4z^z/'Ä  und  die  Gleichung  kS+S'^O  gehl  daher  übfr 
in  3  (3  ö'^— 4  öz/)  S  +  4  JJ'S'=0,  die  Gleichung  eines  festen  Kegel- 
schnills,  den  die  drille  Seile  des  Dreiecks  berührt.  Für3  6'*=4ÖJ 
berührt  die  drille  Seile  den  Kegelschnilt  S'=0.  (Art.  352.) 

Aufg,  10.  Man  soll  den  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecks  findeo, 
dessen  drei  Seilen  einen  Kegelschnilt  U=^0  berilhrcn,  während  zwei 
seiner  Ecken  einem  andern  KegelschniU  V=0  angehdrcii. 

Um  die  Aufgabe  zu  lösen,  bilden  wir  die  Gleichung  des  Tangenlen- 
paars  von  Ü=rz0  aus  dem  Punkl  x\  sodann  die  Gleichung  der  Geraden, 
welche  die  Durchschniltspuiiktc  dersellien  mit  J'=^0  verbinden ,  endlich 
die  Bedingung,  dass  eine  dieser  Geraden,  die  die  Basis  des  fraglichen 
Dreiecks  sein  ujuss,  den  Kegelschnitt  r=0  berühre.  Ist  dann  P=0  die 
Gleichung  der  Polare  von  ar'  in  Bezug  auf  U=0  und  ü'  das  Resullal  der 
Substitution  von  x  für  x  lu  U  (die  analoge  Bcdeulung  hat  das  nachher 
zu  verwendende  f^),  so  ist  die  Gleichung  des  Tangentenpaars  UU' — P-=K); 
die  Bedingung,  unter  welcher  UU' — P^+^  F=0  eiji  Paar  gerade  Lioien 
repräsentirt,  liefert  zur  Bestimmung  der  Durchschnillssehnen  dieses  Tao- 
gentenpaars  mit  dem  Kogelschnilt  die  Relation  k'^J'\-2XF'\-  ^f7'r'=0. 
Um  sodann  die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  eine  dieser  Sebiien 
den  Kegelschnilt  ^=0  berührt,  bilden  wir  nach  Art.  348  die  Discrimi* 
nanle  von  (iU-\~{UU'  —  P^  +  l  V)=0  und  stellen  die  Bedingung  auf. 
unter  welcher  sie  in  fi  gleiche  Wurzeln  hat ;  jene  ist 
H^J  +  fi{2U'/f  +  Ue)  +  {U'^J  +  A(30Z7+  JV)  +  3^2©'}  =0 

und  diese  giebt  3  A  (4  ^  &—  3  Ö^)  +  4  zf^  F=0.  Die  Subslitullon  des 
entsprechenden  Werthcs  von  A  in  l!^Ä  '\-2XF-\' JU'V'^==^0  giebl  die 
(ileichung  des  fraglichen  Ortes  in  der  Form 

l^J'^ud'V—  2AJ{4:J&~  302)ir'+  9U(AJS'  —  Ö'f  =  0. 

Sie  reducirt  sich  für  4^6'=36'  auf  F'~  ~0,  wie  es  sein  muss. 

Aufg,  11.  Man  soll  den  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks  bestimmeu. 
von  dessen  Seiten  zwei  den  KegelschniU  [7=0  berühren,  während  die 
drille  den  andern  aü+  bV=0  berührt  und  die  beiden  Basisecken  sich 
in  F=0  bewegen. 

Man  findet  nach  der  Methode  des  letzten  Beispiels,  dass  der  Ort  der 
eine  oder  der  andere  von  den  Kegelschnitten  ist,  welche  die  vier  gemein* 
schaitlichen  Tangenten  von  [7=0  und  F=0  berühren ,  und  die  die  Glei- 
chung darstellt  ^^'A2F+2A|itjF+/Lt*i/=0,  wenn  kifi  aus  der  Gleicliung 
a{^/IJ'b  —  S  (302  _  4  ^e>/}  A2  +  2^(2  Ja  +  S  Sb)X(i—by=0 

bestimmt  wird. 

Aufg.  12.  Man  soll  den  Oit  der  freien  Ecke  eines  Polygons  b^ 
stimmen,  dessen  sämmliiche  Seilen  den  Kegelschnitt  U=0  berühren.'!) 

Diese  Aufgabe  reducirt  sich  auf  die  letztvorhergehende;  denn  die 
Verbindungslinie  zweier  Ecken  des  Polygons,  die  der  freien  Ecke  beoadi- 
hart  sind,  berührt  einen  Kegelschnitt  von  der  Gleichung  ö[7-|-6r=M. 
Wenn  A'.fi';  A",ft";  A'",ft'"  die  den  Polygonen  von  [n  —  1),  «und!  (w+l 
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Seilen  entsprechenden  Werthe  sind,  so  ist 

i'"'=^V'^«  fi"'=  z/XT' (aft" — j'ßk").  In  dem  Falle  des  Dreiecks  isl 
A'  =  4^/^'.  |[4'  =  3^'(3e^-^4-^e');  im  Falle  des  Vierecks  wird 
r=  9(3  02-4  je)\  ti'=  ^J/f  {8 ^"^J  +  9 ö(3 e-  —  4  d&)) 

und  aus  diesen  ergeben  sich  Schrill  für  Schrill  die  Werlhe  für  jedes 
andere  Polygon. 

Aufg.  13.  Mau  soll  das  Kriterium  angeben,  welches  entscheidet, 
ob  ein  bestimmter  Punkl  innerhalb  oder  ausseriialh  eines  Kegelschnitts 
liegt,  d.  h.  ob  die  von  ihm  aus  an  den  Kegelschnitt  gehenden  Tangenten 
reell  sind  o<ler  nicht. 

Aufl,  Der  Punkl  liegt  innerhalh,  wenn^  und  ^  einerlei  Vorzeichen 
haben  oder  ihr  Producl  positiv  isl.  Die  Lage  auf  dem  Kegelschnitt  und 
das  Zerfallen  desselben  in  zwei  Gerade  machen  die  Antwort  unbestimmt. 

Aufg.  14.  Das  von  den  Polaren  der  Mittelpunkte  der  Seiten  eines 
gegebenen  Dreiecks  in  Bezug  auf  einen  jeden  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt gebildete  Dreieck  hat  eine  constanle  Fläche. 

357.  Die  Theorie  der  luvariaiileii  erlaubt  die  Ergebnisse  der 
linearen  Substitutionen  an  den  Formen  z\^eiten  Grades  in  allge- 
meiner Form  zu  entwickeln  und  sie  zur  Lösung  der  wichtigsten 
Probleme,  wie  der  Herstellung  der  Beziehung  auf  ein  System  har- 
monischer  Pole  zu  verwenden.  Indem  wir  sie  untersuchen,  knöpfen 
\ur  an  das  an,  was  ijii  Art.  82  über  die  Substitutionen  im  Ali- 
gemeinen und  die  orthogonalen  insbesondere  gesagt  ist. 

Wir  denken  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
"ii^i'  +  •  •  •  +  -rti2i^'i^2  =  ^  durch  die  lineare  Substitution 

^\  =  ßnVi  +  ßnV'i  +  ßi^V'd^    ^'2  =  ß2iy\  +  ßrzyu  +  1^23^3» 
x^=  ß^yt/i  +  ß^i^y-i  +  1^33^3  transformirt,    und   bezeichnen  die 
Determinante   der   Substitution  durch  B,   sowie  ihre  Unterdeter- 
minante  nach   dem  Element  ßik  durch  ^,a-.    Man   erhält  für  die 
Transformirte 

^Hiißnyi  +  ßny-i  +  f^i;»W^  +  "22  (^2]^!  +  ^^22^2  +  ßi^y:\f  +  ^^^' 

+  2«i2(^uyi  +  ß\2y'z  +  ßi^y»)  {ß'i\y\  +  ßt^y-i  +  ^23^3)  =  0 

und  der  Schreibart  der  allgemeinen  Gleichung 

(^11  •*'l    "H  '^12'^'2   *•     ^13'*'3)^1   "T   (<*21*^1     «"  ^22^2     •     '^23 •^'V *^2 
+   («31  ^'l    +   «32^2    +   «33^3)^3  =  Ö 

entsprechend  kann  man  sie  in  der  Form 

{Pv\y\  +  Pviy-z  +  P\zy^)  ißny\  +  ßi2y2  +  ß\:iyz)  + 
(P2\y\  +  P22y2  +  P23y:\)  (^21^1  +  1^22^2  +  1^23^3)  + 
(Pai^i  +  ;'32y2  +  ^33^3)  (1^31^1  +  ^2^2  +  1^33^3)  =  ^* 

schreiben  für  pik  =  außik  +  aaßfk  +  a,sßu-* 

Sind  dann  Cr»  die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung, 
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so  ist  Crs  =  pirßis  +  p^rßis  +  Pä/ft.v,  ^111  Ausdruck ,  der  für  die 
Vfirtauschiing  von  r  und  s  seinen  Werth  nicht  ändert. 

Für  die  Bezieliung  des  Kegelschnitts  auf  ein  System  harmo- 
nischer Pole  muss  für  ungleiche  r  und  * 

Crs  ^  Plrßls  +  P2t  ßis  +  Pdrßlis  =  0, 

d.  h.  die  Substitution  ist  drei  Bedingungsgleichangen  unterworfen. 

Für  Crr  z—pirßir  +  Ptrß'ir  +  p^rßzr=K  wird  dic  Ij-ansfor- 
mirte  Gleichung  Aj^,^  +  l^y^  +  ^3^3^  =  0.  Diese  Transforniatiou 
kann  in  unendlich  vielen  Arten  vollzogen  werden.  Unter  den 
möglichen  Substitutionen  ist  eine  orthogonale  (Art.  82), 
denn  es  ist  möglich,  die  sechs  unbestimmt  gebliebenen  Coeffi- 
cienten  durch  die  sechs  Relationen  (a.  a.  0.  p.  108)  zwischen  den 
Coeflicienten  einer  orthogonalen  Substitution  zu  bestimmen. 

Ist  die  Substitution  Xx^=ß\\yi+ß\>y2'{'ß\^y's^  ®^^-  orthogonal, 
so  erhält  man  aus  ihr  wegen  ^,a  == -^|Siä*)  von  der  allgenieincu 
Relation  Byk  =  Bu^i  +  ^2A  .^2  +  ^^kx^  die  Auflösung  des  System}* 
der  Substitutionsgleichungen  in  der  Form  y\=ßxlXy^'\-ß.^^X2•^ß^\X^^ 

d.  h.  in  der  Form  der  transponirten  Substitution.  (Art.  -82.)  Man 
^'elangt  also  durch  diese  von  der  transformirten  Gleichung  zur 
ursprünglichen  Gleichung  zurück  und  die  Vcrgleichung  entspre- 
chender Coefficienten  in  dieser  und  in  jener  Entwickelung  liefert 
Bedingungsgleichungen  von  der  Form 

aik  =  ^ißilßkl   +  ^2ßiißk'i  +  hßi»ßf('^' 

Man  bildet  aus  ihnen  die  Productensumme 
(iiißi/c  +  a.sßik  +  flisi^sA  =  hßiA,  welche  entsprechend  i=l,  2,  3 
drei   Relationen  vertritt,   aus  denen  durch   Elimination  der  ßib 


ßik,  ß^  die  Gleichung  f(k) 


«21  j     ^5^22  ~  ^A>    ^28 


=0 


zur  Bestimmung  der  A  hervorgeht.    Die  k  sind  die  drei  Wurzeln  der 
Gleichung  f{k)=0»  welche  stets  reell  sind**).    Nennen  wir  dann 

*)  Man  hat  ebenso  |3iiÄu  +  |52i/?2/:+/J3i'/i3A=0  nach  allgemeineu 
Gesetzen  der  Determinanten,  wie  nach  denen  der  Determinante  einer 
orthogonalen  Substitution  insbesondere  ßiißU:'\'ß2iß2k^ß^'ß'^-=0,  somit 
Iiik=mßih  für  m  als  eine  Constante;  erhält  aber  dadurch  aus  der  all- 
gemeinen Gleichung  ßikB\k'\-  ßi^B^k -{-  ßuBu-  =  B  die  specielle 
7«(|3i;t'+j52A*+P3/.*)=^»i  =  Ä,  also  die  Relation  des  Textes. 

'**)  Man  beweist  die  nothwendige  RealitUt  durch  Bildung  derFunc- 


J 


r 
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i^i,  ^,   ^3   die  Unterdeterminanten    der    vorigen    Determinante 
nach  den  Elementen  a^i — kk»  etc.  so  erhalten  wir 

ßik  '  ßik  :  ft*  =  y^\  '  V^n  •  V'^n**)*  ""^^  sö^t^i'  >vegen  _ 
ßu^  +  ß%^  +  ß%?  =  1  und  für  ^,  +  ^2  +  ^3  =  5,  ßik  f/s  =  ]/Ai. 
Aufy.  Verfugt  man  über  sechs  Goefficicnten  der  Subslilution  so, 
(iass  j?|j,  1^22)  ^an  gleich  Eins  und  /Sjd  ßmj  1^32  gleich  Null  sind,  so  wird 
die  Determinante  der  Substitution  gleich  Eins,  ihre  Unterdeterminanten 
nach  den  Elementen  des  Anfungsglicdes  sind  gleich  Eins  und  alle  übrigen 
gleich  Null.  Man  crhftlt  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  der  Origintilo 
und  der  transformirlen  Gleichung 

K=^  Plrßir  +  P^rßir  +  P^rß^rt      0  =  firßls  +  firßis  +  PSrßssl 

also  Psr  =  -^^^=«l* j^ir  +  fi2sßir  +  (^Ssßsr-    Macht  man  in  dieser  For- 
mel nach  einander  ^=1,  2,  ..  r,  so  erhält  man  das  System 

ftirßir  +  (i2rßir  +  fi'6r  ßsr  =  ^  Diit  r=  1,  2,  3.    Setzt  man  die 

der  Discriminanle  gleichgebildete  Determinante 

I!  +  a^^a22^'^f^rr=^r,  {^{r=^)'*  so  erhält  man  aus  dem  vorigen  System 

Jrßrr  =  ^r^r-lj     drßsr  =  K -rT' »  d.   h.  ^,.=  -7-^   . 

aasr  /Jr— l 

ß,r=  -3 — -r— -(*<^)»   wodurch  Transformation  und  Transformirte 
^r— 1  datr 

zugleich  bestimmt  sind,  nämlich  jene  mit 

^1  — ^1    """   ~  ^2    T^   "fl   ^     — /2~2~  2/3»    »^2 y2T^    /l    /7     —  //    «       *^3» 

ar.j  =  ^3,  und  diese  durch 

358.  Wir  untersuchen  ferner  die  der  Beziehung  von 
zwei  Kegelschnitten  auf  das  ihnen  gemeinschaftliche 
System  harmonischer  Pole  entsprechende  Transforma- 
tion, welche  mit  Hilfe  der  Invarianten  des  Systems  ausführbar  ist. 

Wir  setzen  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  5=0,  S'=0 
in  der  allgemeinen  Form  «na:,^  +  .  .  .  +  2a,2a:iar2  =  0, 
6,1  a:, 2  +  •  •  •  +  2&,2^i-^2  =  ^  voraus  und  denken  sie  durch  die 
linearen  Substitutionen  in  die  jener  Beziehung  entsprechende 
Form  Aiy,2+;i^y^2^^^^2_Q^  <^iyi^+|ti2i/2*+f*:)y3^=0  übergeführt; 

tion/'( — X)  und  des  Products /\A)/t—iL);  man  erhält  eine  Gleichung  sechsten 
Grades  in  l  mit  abwechselnden  Zeichen  und  wesentlich  positiven  Coeffi- 
cienten, die  nach  der  Kegel  des  Deacartes  keine  negativen  Werthe  von 
A*  geben  kann.   (Vergl.  „Vorlosungen"  p.  26.) 

**)  Weil  nach  Art.  76  ßik:ß2k:ßsk=Aii:Ati:Ais  und  nach  dem  Ver- 
schwinden der  Determinante  f{l)  und  ihrer  Symmetrie 
An:  Ai2:  Aia==yAn:VÄ^t'-y^aa  wird  (vergl.  „Vorlesungen"  Art.  23,  p.42). 


n 
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^ir  dürfen  dabei  auch  die  fi  implicite  der  y  voraussetzen  und  die 
transformirte  Form  von  5^=0  mit  y^'\'y'^  +  y^=^  aooehmen. 
Die  Aufgabe  der  Ermittelung  der  Werthe  der  SubstitutionscoefG- 
cienten  und  der  Xist  völlig  bestimmt,  denn  den  zwölf  Unbekannten 
entsprechen  nach  den  Identitäten  der  transformirten  und  der  ur- 
sprunglichen Formen  zwölf  Bediugungsgleichungen. 

Die  Untersuchung  der  Discriminante  ^  und  der  zugehörigen 
Formen  Z*  des  Systems  .9— Ä»9  =0  fuhrt  zur  Bestimmung  säroml- 
lieber  Unbekannten;  jene  ist 


a,j— A6,i,  «12—^^2»  «13- 


'13 


^21        ^^21»    '^22       ^^22'    ^IZ       ^^23 


a 


31 


Xb 


31  >    ^32 


.— i6 


3?'    ^33 


,— Afr 


33 


=/t—us+u^e'--x^^=^pi] 


-=.  {X,  -  ^)  (Xs  —  A)  (X,  -  i); 


und  die  Discriminante   des  transformirten  Systems  ist  für  B  als 
die  Substitutionsdeterminante  uoth wendig 

\X,  —  X,       0     ,       0 

I      0     ,       0     ,    X^—} 
man  sieht  also,  dass  die  cubisciie  Gleichung 
^  -.  3AÖ  +  3A2e'  —  Xf^  =  0*)  (die  Gleichung  des  Art.  346 

mit  — Y  ^"^  ^)    ^^^  Werthe  von   X  liefert,   welche    die  Coeffi- 

cienten  in  der  transformirten  Form  sind. 

Bildet  man  ferner  die  zugehörige  Form  £*  des  Systems 
2  —  2Xi0  +  x;^2f  (Art.  353) 

In  <^n"~^*ii>  «J2*"^^J2'  '^i3'~^*is 

§21    ^21         *^21  '    ''22        ^^22»    '*23        ^^23 
53 1    ^31         ^^31 »    ^'32  —  ^^32  '    ^'33        ^^33 

SO  geht  dieselbe  durch  die  transponirte  Substitution  in  die  zuge- 
hörige Form  des  transformirten  Systems 


<p{X)  = 


*)  Sie  kann  auch  direct  aus  den  Systemen 

p  gg  =  «2,  »r,  +  «„.T,  +  a^sXn ,    ff  62  =  bfi  Xi  +  6»^*  +  *«8^i» 

abgeleitet  werden,    welche  die   Beziehung    auf   das    gemeinschaftlich*' 
harmonische  System  ausdrücken.    Denn  sie  liefern 
(«11— Z6i,^a;,+(tf,8— A6„)a:',+(fl,a— ^Ä,8)a'3=0,  etc.  und  damit  die  cubbche 
Gleichung    des   Textes.     Auch    die    weitere    Behandlung   des  Problems 
schliesst  sich  daran  an,  weil  fixixj=dij  ist. 
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1/3,       0     ,        0     ,  A3  — A 
=  _  „.  _  ,)  (A,  _  X)  (i,  _  A)  {^.^  +  ^-^-.  +  ^} 

über.  Denken  wir  dann  die  VVerthe  A, ,  A«^,  A3,  die  sich  aus  der 
cubischen  Gleichung  der  Discriminante  ergeben  haben«  in  diese 
Gleichung  nach  einander  substituirt,  so  erhalten  wir  das  System 

Byx,) = -  (A2- A,) (A3-  x,)fi,\  5VW=-(^!  - ^2)  ih- ^2) V. 

B'^q>(i^)= — (Aj  —  A3) (Aj  —  A3)  1/3^  Die  Vergleichung  der  beiden 
Ausdrücke  von  /{k)  zeigt,  dass  der  Coefficient  von  A^  in  dem  einen 
•  —  l)^/fB'^,  im  andern  ( —  1)'*  ist  und  liefert  daher  J'B^-=1  oder 
di^  Bestimmung  von  B\  Damit  bestimmen  die  vorigen  drei  Glei- 
chungen die  Werthe  von  t/. 

Die  Substitutionen  r]^=ß^^^^+  ß^^i^  +  ß^^^.^, 

^1  =  ^11^1  +  1^12^2  +  1^13^31   ^2  =  ßi\yi  +  ßiiy^  +  ßlzVz^ 

x.^  =  j?3,y,  +  1532^2  +  ßz:\y3  niachen  die  vorigen  Gleichungen  zu 

^^  =  -  (^2  -  ^t)  (^3  -  ^^)  {ßnh  +  ^21^2  +  ^3,^3}%  etc. 

Denkt  man  ^(A,)  durch  J'  und  das  Product  der  Differenzen  von 
l  dividirt,  und  den  Quotienten  nach  Potenzen  der  $  geordnet« 
so  liefert  die  Vergleichung  der  Coefficienten  entsprechender  Poten- 
zen von  £  auf  beiden  Seiten  die  zur  Bestimmung  der  ß  hinrei- 
chende Anzahl  von  Gleichungen.  Das  Product  der  Differenzen  der 
A,  mit  welchem  zu  dividiren  war,  ist  aber  wegen 
fi*/'(A)=(Aj  — A)(A2  — A)(A3  —  A)  derselbe  Ausdruck,  welchen  man 
erhält,  indem  man  B^f(k)  zuerst  nach  A  differentiirt  und  dann  ffir 

A  jene  Werthe  A, ,  Aj,  A3  resp.  einsetzt,  d.  h.  B'^f[ky)  oder  -^t 

etc.  Die  vorigen  Bestimmungsgleichungen  fnr  die  ß  nehmen  also 
die  Endgestalt  an 

-  ^jJiJ-(ft ,1.  +  /?„!.  +  /?„l,)^  -^J  =  {ßui^  +  ß^A-^ßz^izY- 
~W]  "^  ^^'^^'  "*"  ^'^^  "'"  ''»«•='^'**'  "*'*''  '"   vollständig  eilt- 

*)  Diese  Entwickelungen  Inssen  sich  ohne  Veränderung  auf  quadra- 
tische Formen  von  n  Veränderlichen  ausdehnen. 
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wickelter  Gestalt  in  den  zugeordneten  Formen  ausgedrückt 
^— - — - —  =  fji'.  Die  Substitulionscoefficienlen  selbst  er- 
hält man  endlicl)  ebenso  wie  folgt:  Man  hat  aus  den  Relationen 
der  zugeordneten  Formen  £tj=^B'^I!^,  wenn  man  die  den  Coor- 
dinaten  |  und  17  entsprechenden  Formen  durch  die  angehängten 
Indices  bezeichnet;  ebenso  2.'^=B'^I^g^  (f>',^=^^0^  und.  erhall 
aus  ihnen   die  ij   in  Function   der  |,  oder  >?i=<('i(li,  Sjj  I3)  **"*^ 

somit    ßu^i  + ß2i^2+ß9i^3  =  '^Sl^  ^2»  ^3)     ^^^^^    ^"""C**    ^^*®   ®"^^'*^" 

siven  Substitutionen  li  =  l,  ^^^=0,  §3=0;  li=0,  ^2  =  ^'  fe=^' 
1^=0,  ^2=0,  ^3=1  die  Werlhe  von  ßif=^i(h  0,  0);  ßif=^i(0,hO): 
j83/=tf;,(0,  0,  1)  und  daher  für  unser  Problem 

.  .  ^  7/  ^(1,  0,  0)  —  2A,<P(1,  0,  0)  +  Ij'S'jly  0,  py 


r  m 


hi = j/ 


2'(0,  1,  0)  -  2A,<D(0,  1,  0)  +  IP£'(0,  1,  0) 


rm 


-./  ^(0.  0,  1)  — 2A,<2>(0,  0,  1)  +  A/^2r(0,  0,  1) 
fe=//  -        — ^,^^~j 

Aufy,  1.    Man  soll  die  Gleichungen 
S  ^  9a:i^  —  3a:2^  —  4^:3^  —  Sx20C^  —  10iC3a:|  —  ö^Tiarj  =0, 
S'"^  5a:i^  +  SiCj^  +  20:3''^  +  ix.^x.^  —     20^30:,  +  2a:jÄ'2  =0 
auf  die  Normalform  reduciren. 

Man  erhalt    für   die  Coefficienten   ^,|,   ^22   ^^^'   ^^^^  Tangential- 
gleichungen  der  Kegelschnitte  die  VVertlie 

-^jj=  —  4,  -/422= — ßl?  -^33^^^  —  3^»    -^23^^^^^'  ^^31^^^ — ^^  i4j2=^ 
ßll=2,    ^22  =  9»    ^33=i^;     ^23= —  11'    B.^^  =  5,     5,2=-"^ 

für  die  Invarianten  ^=^  —  45,   -^'=1,    30==  — 49,   3ff=-^ 
also  für  die  cubischc  Gleichung  fW=0    —  A*^  —  3  A^  +  49  A  -  45=0 
und  für  ihre  Wurzeln  Ajt=5,  A2  =  l,  ^3  =  —  9;  also  für  die  rediicirieJi 
Gleichungen  öyi^  +  y^'^  — 91/3^  =  0,  yr +^2'^ +  y3^=0. 

Es  erübrigt  die  ßeslimmung  der  Substitut ionscoeflicienlen. 
Man  erhalt  /"(A,)  =  — Ö6,  /''(A.,)=40,  fXl^)  =  '-UO:  ciicoso 
9(A,)  =  56^,2 +  224^2' +224 13*-^ -'448^2  fc^+224|3|,~224J,i,. 

9,(A,)=  — 40g2^-40S32  +  80|2S3, 

9,(A3)  =  140|i2  +  Ö60|2H1260§32-  1680y3+840§sS,— ößOs,!,, 

also  jene  negativen  Quotienten  von  qp(A,)  und  ^'(A,)  respective  gleicii 
1,2  +  41,2  +  4g  2  _  8g^g^  +  4g^|^  _  4g^|.^^    g,;i  +  |^2  ^  gfel, 

li*-^  +  4|2^  +  9^32— 12I2I3+6I3I,  -4|,^.  so  dass  die  Beslimniuogs- 
gleichungen  der  Coefficienten  werden 

ßn'=h  ßif^^.  133,2=4,  /3,,^3,=  -4,  ^3,^n=2,  ßnßn^-'i' 

ßvil=^^    ß'n=^^    ß32^=^y    /522i332=— 11    ßz2ßvi—^^    ßl^ßti  ^  ^l' 
ßu='^i    ß'l3^=^^    fe^=^»    ^23(^33=— 6»    ^33/^13=3,    ^^fe—--' 


r 
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und  diese  selbst  ft,=l,  ßi2==^i  i^i3=l  I  ß^i^^^y  i^22=l>  ß-if^ — 2» 
ß^^=z2y  i332=  —  1)  l^33=^«  ^ie  Determinante  der  Substitution  ist 
=  1,  wie  der  Werth  von  ^  es  bedingt. 

Aufg.  2.  Die  nämliche  Redaction  lässt  sich  unter  Benutzung  der 
cubischen  Gleichung  des  Art.  34G  an  die  Gleichung  des  covarianten  Kegeb 
Schnitts  ^:=0  anknüpfen«  welche  im  Art.  356  Aufg.  1  gegeben  worden 
isL  Für  x{^+  ^2^+  •T3*=0:i:iS,  a^^x^^  +  022^2^+  ö33^3'=^O^^S' 
sind  die  ^u,  ^22*  ^33  ^^^  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 
Jk^Sek'^+3e'k—J'=0  bestimmt,  weiM=l,  3  Ö=öii+ 022  +  ^33» 
^^^=^^22^^^'^  ^^^"  ^=^11^22^33  '^^'  Durch  Auflösung  der  Gleichungen 
^1    "t"  ^2    H"  ^3   =  ^1    ^11^1    +  ^22^2    "I"  "33^3   ^^^^  ^> 

«11  («22  +   Ö33)iri^  +   a22(%3  +   ^11)  V   +   Ö33(«J1   +   «22)  V  =  ^ 

bestimmt  man  dann  x^^,  x^*  x^  vermittelst  der  bekannten  Functionen 
S,S,  F.  Genau  gesprochen,  hätte  man  die  beiden  gegebenen  Gleichungen 
zuerst  durch  die  Gubikwurzel  aus  /i  zu  dividiren ,  weil  man  sie  auf  eine 
Form  reducirt  denkt,  in  welcher  die  Discriminante  von  S  gleich  Eins  ist. 
Es  kommt  aber  auf  dasselbe  hinaus,  wenn  man  S^  S'  unverändert  lässt 
und  das  aus  den  Coefficienten  derselben  berechnete  F  durch  J  dividirt. 

Aufg.  3.    Man  soll  die  Gleichungen 
3ar*  — 6a;y  +  V— 2a:  +  4y=0,  bx'^—  14a?y  +  8y2_  6  a:— 2  =  0 
auf  die  Normal  form  rcduciren. 

Man  beginnt  zweckmässig  mit  der  Berechnung  der  CuefGcienlen  der 
Tangentialgleichung  A^y,  ^22»  ^^c- »  ^^^  sind  — 4,  — -1,  18;  — 3,  3,  —2 
für  die  erste  und  — 16,  — 19,  —9;  21,  24,  — 14  färdie  zweite.  Dann 
ergeben  sich  die  In varianteni^=r — 9,  30= — 54,  30'= — 99,  ^'=—54 
und  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  liefern  0^1=1,  «22=2,  «33=3. 
Man  berechnet  sodann  i?*=— 9(23a:2—  bOxy  +  44y2~18a;—  12y— 4) 
und  schreibt  endlich  A'«  +  F^  +  2*^  =  3 a:«  -  6  a:y  +  9  y^  —  2 a:  +  4 y, 

^2^2F2  +  3Z^=5a;2-14a;y+8y2— 6a:— 2, 
5  J:*^  +  8  Y^ .+  9  Z^  =  23a:2  -  bOxy  +  44/  —  18a:  +  12y  —  4 ; 
diese  Gleichungen  aber  liefern  durch  die  Combinationeu 

6S  +  S'  —  i?*,  F  -  3S  -  25',  2S  +  3S'  —  F 
respective  die  Substitutionen 
^  =  {Sy+  1)2,    72  ^  (2a:  ~  y)\  Z'^  =  -  (a:  +  y  +  1)^ 

Aufg.  4.  Man  soll  die  Bedingung  der  doppellen  Berührung  von 
zwei  Kegelschnitten  untersuchen. 

Im  Falle  der  Berührung  der  beiden  Kegelschnitte  werden  die  Aus- 
drücke fp(^)ifp{^i)  für  die  Doppelwurzel  (Art.  348)  der  cubischen  Gleichung 
unendlich  gross,  d.  h.  es  ergiebt  sich  kein  Dreieck  der  gemeinsamen  har- 
monischen Pole.  Für  eine  doppelte  Berührung  wird  dasselbe  unbestimmt, 
weil  es  für  die  Doppelwurzel  (p(l)  für  beide  Kegelschnitte  den  Werth  Null 
haben  muss;  d.h.  geometrisch,  die  Sehne  der  Berührung  und  ihr  Pol  sind 
eine  Seite' und  die  Gegenecke  für  alle  Dreieclie  jener  Art,  und  die  beiden 
andern  Ecken  liegen  in  der  Sehne  als  ein  Paar  von  conjugirten  Punkten; 
und  es  hcisst  analytisch,  dass  in  der  Determinante  ausser /(A)  auch  seine 
sämmtlxhen  Unterdeterminauten  verschwinden,  oder  dass  zugleich 
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«11 
«21 


a 


31 


—  Xh 

—  Xh 

—  Ih 


u 

21 
31 


a 
a 


12 
22 


-   Ib 

—  Xb 


12 
22 


«32  ^^32 


a 
a 
a 


13 
23 
33 


-  Xb 

—  Xb 

—  Xb 


13 
23 
33 


=  0  und  auch 


'33)  («23  ■"  ^^23)  • 


(«22   —   ^^22)  («33  —   ^*; 

(«33 

(«11   —    ^^l)  («22   —  ^^22)  =  («12  —   Xb^^)^\   tili. 


—   ^^33)  («11   —  ^*ll)  =  («31   —  ^^31)^ 


(«il~^*ll) '  («12—^*12)  •  («13— ^^3)  =  («21—^*21)  •  («22—^^22)  •  («23-^23^ 

sind ;  die  Elemente  der  Determinante  verhalten  sich  somit  wie  die  Quadrate 


und  Producte  von  drei  Grössen  a*,  a»  *  a 


a 
a 


11 
12 


—  ^^12  ==  ^öjflj»    « 


22 

23 


1 

—  ^^22  == 


17104; 


oder  man  erhült 
2 


—  X  &23  =  JWÄ2«3» 


a 
a 


33 

31 


—  ^633  = 


ma. 


—  ^^31  =««301 


die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  5  =  0  liefert  aber 
S  ^^  A  5' +  m(aja;i  +  «20:2  +  «3^3)^  und  fuhrt  auf  die  Gleidiungsform 
des  Art.  272  zurück. 

Der  Berührung  zweiter  Ordnung  entsprechen  drei  gleiche  Wurzeln 
und  damit  die  analytischen  Bedingungen  zf :  O  =  6  :  &  •=^  %'  -.  J. 

Berührung  dritter  Ordnung  verlangt  die  Berührung  der  Sehne  der 
doppelten  Berührung  mit  den  Kegelschnitten ,  also  das  Verschwinden  der 
zugeordneten  Form  des  zweiten  Kegelschnitts  für  die  a,-  ihrer  Gleichung. 

Äufg,  5.     Man  soll  für  das  Paar  der  Kegelschnitte 
öyi'  +  ^2^  -  9^3'  =  0.   y^  +  y^  +  ys^  =  0   die  Schnillpuokle 
und  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  bestimmen. 

Man  erhält  für  die  Schnittpunkte  durch  die  Coexistenz  der  reducirten 

Punktgleichungen  y  1= + rn^X^—X^^  y*r^'^  mj/A-g— A  j ,  y3=:+»i^Aj— i,, 

im  gegebenen  Falle  also  yi==+ mj/lÖ,  y2==i''**K^»   y3=i2»»' 
Für  die  Tangenten  liefert  die  Goexistenz  der  Tangen tialgieichungeii 

T*  +  r*  +  ?^  =  0,    ^1^  +  ^2^  +  ^3^  «'»e  Bestimmung 
*i         ^2        ^%  

also  im  gegebenen  Falle  %=+|^^10,  1/2  =  +  ^^^.  '»?s=+2p/i- 

Das  Viereck  von  jenen  und  das  Vierseil  von  diesen  haben  dasselbe  Diagonal- 
dreieck, nSmlich  das  der  Fundamcntalpunkte. 

Aufg,  6.  Man  soll  die  Gleichungen  der  gemeinsamen  Punkte  für 
die  durch  die  allgemeinen  Gleichungen  bestimmten  Kegelschnitte  5  =  0. 
^  =  0  in  schliesslicher  Endform  angeben. 

Wir   ermitteln   die   lineare   Function   der   Wurzeln    x^^  ^2*  ^s 


§1^1  +  ^2^2  "1"  ^3^3»    ^^^  durch  die  der  ihr  äquivalenten  (Art.  355 
^/i^i  ■'■^2^2  +  '^^y%  geschieht.     Nun  ist  aus  den  transformirten  Formen 


wie 


oben 


y\ '  2/2  •  ^3 


=  yX^ — A3  :  ^Ag — A^ :  yXi  —  X^\  also  auch 


=/ 


(i,-Aj)(2:-2A,<J>  +  Ai'^r) 


+ 


<P'(h) 

j/ih-lr)  (-£-2*5*+ V-2') 


<P'(^) 


+ 


9>'(*3) 
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wo  noch  für  ^'(A,)  seinWerlb  (A,,- — kj)  (A,-  —  h)^^  gesetzt  werden  kann. 
Diese  Function  giebt ,  weil  sie  linear  ist,  die  Werthe  von  x^ :  X2  •*  x^  für 
die  successiven Substitutionen  Si=l,  §2=^' ^3===^^»  iv=0,^2^=l,^^^=0; 
Jj=0.  §2=^»  5s=l  unter  den  Wurzelzeiclien. 

Aufg.  7.  Man  kann  die  Transformation  auch  in  allgemeinster  Form  an 
die  Co  Variante  anknüpfen,  welche  man  als  zugeordnete  Form  von  0  erhSlt 
^während  die  zugeordneten  Formen  von  £  und  ^wieder  S  und  S'sind).   In 

der  transformirten  Form  ist  <Pj7  =  (Aj + ^3)1/^^  + (A3 +Aj)  1^2^ +(^1+^2)^3^ 
und  die  entsprechende  zugehörige  Form  0'  (Art.  356,  Aufg.  5) 

und  man  hat  also  wegen  B'^0  =  O'  die  Gleichungen 

also  durch  Auflösung  derselben 

[l^-h)  iK  - h) Vi^  =  B'0- (A,  +  ij) S - i, (i^  +  A3) g, 

'h  -  ^3^  (^2  -  h)  y^  =  ^'*  -{h  +  K)s-  h  (A3 + ^t)  «'■ 

(^3  -  ■^i)  (*3  -  ^2)  y^  =  ^*  -  (A,  +  J*2)  S  -  A3  (A,  +  Aj)  S- : 
und  da  nach  den  vorigen  Entwickelungen  und  wie  oben 

B'^/l'  =  1,  A2  +  A3  =  3^20'  _  i^^  etc^ 

' (^» ^}ß.  {li—h)^'^y?  =  '^ 0  +  {h /f—d)  (S—  Xi S')      und 

^•=r   —  (A.-A,)(A,~A,).^-2     : '  ^-  .*^-  ^*""^'^  ^^"^  »^"^ 

analoge  Schlussweise  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  weil  yi  eine  lineare 
Function  I^^\x^,  x^*  x^  der  x  wird,  die  Coefficienten  der  inversen  Sub- 
stitution, d.  h.  derjenigen,  weiche  man  durch  Auflösung  der  Substitutions- 
gleicliungen  x^  =  ^^  y^  +  /3,2  y-i  +  /?i3  y».  x^  ==  /32i  Vi  +  etc., 
ar^  =  (J^jyi  +  etc.  erhalt, 

/<I>(1,  0,  0)  +  {\i^'-:\ »)  {S(l,  0.  0)  -  A.S'(1.  0,  0)} 
(A,  -  A^O  (A>— A,.)  z^^  ' 

^  _  7/<Z>(0,  1.  0)  +  [hW  -  3  &)  {S(0, 1.  0)  -  A,-5'(0, 1.  0)} 
^'*—y  (A,  -  A^O  (A,  -  A;,)  z/^^  ' 

^  _  -j/O[0.  0.  1)  +  (A.zi'-  36')  {S(0.  0,  1)  —  A.5r(0.  0, 1)} 

^i//^.  8.  Man  bestimme  die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die 
gemeinschaftlichen  Punkte  von  zwei  Kegelschnitten  verbinden,  in.schliess- 
licher  Endform. 

Wenn  man  die  Gleichungen  5  =  0,  S'=  0  in  den  transformirten 
Formen  Aj^j^  +  etc.  =  0,    ^i^  +  etc.  =  0  auflöst,  so  wird 

^1:^2-^3  =  V^ —  ^3  •  y^'A  —  ^1  •  V^\  —  ^  (vergl.  Aufg.  6)  und  die 
Substitution  dieser  Werthe  in  den  in  der  vorigen  Aufg.  gewonnenen  Aus- 
druck für  yi  giebt 

Y  ^""~"^3  •  Ir     *•>""""!  .  1^  "t  "^  Arn)— —^ Ja  f  \m^|  tXnfXoj  .  jtl.nyX*  tXntXnj  l  Jln[Xt  fXntXoJ  ■ 

welches  lineare  Gleichungen  sind. 

30* 


=  0    und  zeriallt  in 
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359.  Wir  untersuchen  unter  den  Beziehungen  von  zwei 
Kegelschnitten  zu  einander  mit  Hilfe  der  Theorie  der  Invariaaten 
noch  die  Aufgabe:  Man  soll  die  Bedingung  aufstellen,  unter 
welcher  die  Gerade  ^^y^  +  ^5^^  +  ^3^3  =  ^  ^^"  Kegel- 
schnitt S  +  (Si'^i  +  la'^-i  +  Is^a)^  =  ö  berührt.  Die  zu- 
geordnete Form  £  liefert  dieselbe  durch  die  Substitution  a,i-f  |/^ 

^22  "J"  fe'^»   ®'^*»    ^12  +  ^l'^2'    ^Ö**   ^11»    ''22»    ^^^•'    ®12»    ^*®  *^*  *^^ 

Sl»    «11  +  5/^     '    «12  +  Sl'S2''    «13 +  1/^3' 
§2»    «21  "t"  62  ll  »    «22  "I"  52        »    «23  "1"  §2  §3 
»3»    «31  "I"  b3  Sl  »    «32  "H  53  §2  >    «33  "l"  63 

Partialdeterminanlen,  deren  erste  2*  selbst  ist,  während  die  drei, 
weiche  je  zwei  Reihen  der  §/£/  enthalten,  identisch  verschwiodeD, 
weil  zwei  gleiche  Verticalreihen  in  sie  eintreten,  und  die  drei,  in 
die  nur  eine  Reihe  §/£/  eintritt,  entwickelt  ein  Aggregat  von 
Gliedern  geben,  welches  sich  von  dem  Polynom  S  nur  dadurch  unter- 
scheidet, dass  für  die  xt  die  Dilferenzen  (^^j  --^jik)  in  sie  ein- 
treten; die  zugeordnete  Form  des  Systems  giebt  also  die  Gleichung 

£+  {"1.  feV-Ssla?  +  •  ••  +2«,2 (Si Ij'-Isl,') (I2I3'-  Isl2')}=0- 
Dieselbe  kann  in  anderer  Form  geschrieben  werden,   wenn  man 
daran  anknüpft  (Art  326),   dass  die  Relation 
(«11^1*  +  «22^2^  +  •••  +  ^012^01X2)  (a,iir/*  +  ...  +  2ai2x{x{j 
—  {aiiXiXi+.,.+  012(^1^^2'+ ^i^iO}* 

=  ^jj  («^2X3        0:3072  )     +  . .  .  +  ^A^2  \^i  ^;j         ^3«^1  )  (•*'2'*^3  — ^S**^!'' 

besteht.     Man  findet  in  ganz  derselben  Weise,  dass 

(^,,v  + ...  +  2^12^1  ^2)  Miiir'  + ...  +  2^12 IjVj 
-  {^iiiii/  + . . .  +  ^12  (w  +  i2kiy 

=  ^ {«,1(12^3'-  ^^2?  +  ...  +  2 42 U^ Sa' -13^1')  (IjSs'-fefe;} 

ist  und  erkennt  nachArt.321f.  in  {^iiS|S/+  ••.  +^12(^1  ^i'+Sjlil} 
die  der  P  analoge  Function,  durch  deren  Verschwinden  bedingt 
ist,  dass  die  beiden  Geraden  |ja;i  +  .,.  =  0  und  li'a;i  +  ...=0 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S=0  harmonische  Polaren  sind; 
denn  sie  ist  auch 

=  -^ll5l5l     +  -^22  62  52    H"  -^3353*3    +  -^23(5293    "I"  53I2) 
+  ^3l(S35l'  +  S1I3')   +  ^12(^1^2'  +  ^2^/). 

Bezeichnen  wir  also  diese  Function  durch  11  und  die  zugeordnete 
Form  ^1,1/^  +  ...  +  2^12^1'^/  durch  2^,  so  kann  unter  gleich- 
zeitiger Substitution  des  vorher  gewonnenen  Werthes  von 


1 


r 
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^11(^^3'  —  ^3^2)^  +  ^^^'  ^^®  ^^®"  gewonnene  Bedingung  in  der 
Form  (J  +  2^)Z=  n^  geschrieben  werden.  Entsprechend  den 
io  der  Aufg.  1  des  Art.  356  gegebenen  Erklärungen  von  der 
Polarcurve  eines  Kegelschnitts  bezüglich  eines  andern  Kegel- 
schnitts kann  man  die  £  als  Coordinaten  eines  Punktes  der  Polar- 
curve ansehen  und  bat  dann  in  der  letztgeschriebenen  Form  un- 
serer Gleichung  den  Beweis  für  den  Satz:  Die  Polarcurven 
von  zwei  Kegelschnitten,  welche  mit  einander  in  dop- 
pelter Berührung  stehen,  sind  selbst  zwei  Kegel- 
schnitte in  doppelter  Berührung  mit  einander. 

Dieselbe  Gleichung  kann  endlich  in  eine  für  gewisse  Anwen- 
dungen bequeme  neue  Form  dadurch  gebracht  werden,  dass  man 
statt  der  Coordinaten  |  der  Geraden  |j  ar^  +  . . .  =  0  die  Coor- 
dinaten ihres  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  5  =  0  genommenen 
Pols  einführt  und  die  Bedingung  bildet,  unter  welcher  die  durch 
i>'=:0,  d.  i.  a^^x^Xl  +...==  0  gegebene  Gerade  oder  die 
Polare  von  x  den  Kegelschnitt  S  +  P'^  =  0  berührt.  Die  Po- 
lare von  x'  berührt  S=0,  wenn  x'  in  der  Curve  liegt  und 
wenn  mr  in  2  für  1^,  ^,  $3  die  Differentiale  S^,  S2,  S^,  d.  h. 
die  CoefOcienten  der  x^,  x^^  x^  respeclive  in  der  Gleichung  der 
Polare  substituiren ,  so  erhalten  wir  in  der  That  das  Product 
dS*).  Es  sind  ferner  zwei  gerade  Linien  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  5=0  harmonische  Polaren,  wenn  ihre  Pole  in  Be- 
zug auf  ihn  harmonische  Pole  sind;  und  in  der  That  liefert  die 
der  vorigen  gleiche  Substitution  für  die  £  in  27  das  Product  AE, 
wenn  B,  das  Resultat  der  Substitution  der  Coordinaten  des  einen 
der  Punkte  x,  x"  in  die  Gleichung  der  Polare  des  andern  be- 
zeichnet. In  Folge  aUes  dessen  wird  die  Bedingung,  unter  wel- 
cher die  Gerade  i>'  =  0  den  Kegelschnitt  5  +  P"^  _  q  berührt, 
in  der  Form  (1  +  5")  5'  =  Ä«  erhalten. 

Man  kann  endlich  zur  Bildung  der  Bedingung  weitergehen, 
unter    welcher    die    beiden    Kegelschnitte 

5+  {i{x,  +  l^x^  +  l^^x^?  =  0,5  +  (S/'a:,  +  i^'x^  +  l^^'x^)^=.0 

einander  berühren. 

Denn  diese  Kegelschnitte  berühren  einander,  wenn  eine  der 
gemeinschaftlichen  Sehnen 


#)  Wir  bemerken,  dass  man  damit  die  Form  einer  Determinante 
für  die  allgemeine  homogene  Gleichung  des  Kegelschnitts  gewonnen  hat. 


n 
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einen  der  Kegelschnitte  beröhrt;  und  man  erhellt  daher  die  ge- 
suchte Bedingung,  indem  man  in  der  Bedingung  (J  +  l!)I^=W 
für  Si»  S2»  £3  respectire  S/ +  5,",  etc.  substiluirl.  Man  erhalt 
(J  +  If)  {2f  ±2n  -i-  IT')  =  (If  ±  71)2  und  reducirt  diess  zu 
der  mehr  symmetrischen  Form  (/^  +  Z")  [J  +  2")  =  (<^  +  J7!l 
Man  bildet  ebenso  aus  der  Bedingung  (1  +  S")  S*  =  Ä-  die 
Bedingung  der  Berührung  der  Kegelschnitte  S+I^^:=iO,  5+P"-=0 
in  der  Form  (1  +  5^)  (1  +  5")  =  (1  ±  Rf. 

Aufg.  1.  Man  soll  einen  Kegelschnitt  8  +  P^=^{)  ^o  besliAmeD, 
dass  er  mit  dem  Kegelschnitt  5=0  eine  doppelte  Berührung  hat  undia- 
gleich  die  Kegelschnitte  S  +  P'^  ==  0.  5  +  JP"^  =  0,  S  +  JP"'^  =  ü 
doppelt  berührt»  die  selbst  mit  5  =  0  in  doppelter  Berührung  sind. 

Denken  wir  den  Punkt  x  als  den  Pol  der  Berührung  zwischen  5=0 
und  5  +  i^  =  0.  so  gellen  die  Relationen  (1  +  5}  (1  +  S')  ==  (l+P'f . 
(1  +  5)  (1  +  5")  =  (1  +  Py.  (1  +  S)  (1  +  O  =  (1  +  f  ?. 
in  welchen  ä',  S",,  ^"  bekannte  konstanten  sind  und  5,  P\  P\  P*'  die 
Coordinaten  des  gesuchten  Punktes  Xy,  x.^,  x>^  enthalten.  Sei 
l  +  5  =  ;t2.  1  +  5'=r^.  l+5"=r^  1+5"'=^'*,  soist 
kU  =  \  -^  P.  kW—  1  +  P\  kk'"=  1  +  P'\  Dabei  ist  zu  be- 
merken, dass  P\  P\  P"  je  mit  doppeltem  Zeichen  zu  schreiben  wären 
und  dass  in  Folge  der  Quadratwurzelziehung  auch  die  U ^  k'\  k'"  doppelle 
Zeichen  erhalten  und  man  erkennt,  dass  diese  Zeichen verschiedeoheiteiT 
die  Existenz  von  zweiunddreissig  Auflösungen  des  Problems  anzeigen. 

Die  letztgeschriebenen  Gleichungen  geben  Ar(A:' —  k")  =  P'  —  P\ 
k  [k"  —  U")  =  /^'  —  P"  und  somit  durch  Elimination  von  k 
P{k"  —  k"")  +  P'  [k'"  —  U)  +  P"  [k'  -  k")  =  0,  die  GleichuDg 
einer  geraden  Linie,  in  welcher  der  in  Bezug  auf  5  =  0  genommene  Pol 
der  Berührungssehne  des  gesuchten  Kegelschnitts  liegen  muss.  Durch 
die  Werthe  i>'  =  JP"  =  P"  wird  die  Gleichung  erfüllt,  d.  h.  der  durch 
diese  Relationen  gegebene  Punkt,  eines  der  Radicaicentra  der  KegelscbniUe 
5  +  P'2  =  0.  5  +  P''^  =  0.  5  +  />'"2  ==  0  liegt  in  ihr.  (VergL 
Art.  279.)  Auch  die  Relationen  P  .U  z=,  p*  :k"  =  P" :  A'"  erföllen 
die  Gleichung  und  folgende  Ueberlegungen  erweisen  die  geometrische  Be- 
deutung derselben :  Die  Gleichungen  von  5  +  P^  =  0 ,  5  +  P^  =  0 
in  Tangentialcoordinaten  sind  respective 

(1  +  5-)  2:=  z/  {l,x(  +  i^x;  +  i^x;)\ 

(1  +  5")  2:  =  zi  [i,  xc  +  fe<  -f  i^x;y 

und  durch  6.^/  +  itg«^  +  S.^,^  +  ijxCj^U^j^U^  ^^,j,„  daher 

k  —  k 

Durchsclmittspunkte  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  5  +  -P'  =  t), 
5  +  P"^  =  0   dargestellt,    d.  h.  die  Coordinaten    dieser  Punkte  sind 

^  +  %r^  etc.  oder  die  Polaren  derselben  in  Bezug  auf  5=0  habÄ  die 


J 


r 
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Gleichungen  ^  +  f^=0.   Daraus  folgt,  dass  P \1c  —  P'',k"=^P" \k'" 

den  in  Bezug  auf  S  =  0  genommenen  Pol  einer  Axe  der  Aehnlichkeit  der 
drei  gegebenen  Kegelschnitte  bezeichnet,  (^rgl.  Art.  279.)  Man  hat  also 
den  Satz:  Der  Pol  der  gesuchten  Berührungssehne  liegt  in 
einer  der  geraden  Linien,  welche  eines  der  vier  Radical- 
cenlra  mit  dem  in  Bezug  auf  5  =  0  genommenen  Pol  einer 
der  vier  Aehnlichkeitsaxeu  verbinden.  Diess  ist  die  allgemeine 
Form  des  am  Ende  des  Art.  148  gegebenen  Satzes. 

Zur  Vervollständigung  der  Auflösung  suchen  wir  auch  dleCoordinaten 
des  Punktes  zu  bestimmen ,  in  welchem  5  +  i^  =  0  und  S  +  P^  =  0 
sich  berühren.    Da  dieser  Punkt  ein  Centrum  der  Aehnlichkeit  der  beiden 

Kegelschnitte  ist,  so  sind  seine  Goordinalen  -=^  —  -A,  etc.  und  wir  müssen 

Xj  +  T?  Xi    für  x^ ,  etc.  in  die  Gleichungen  kk'  r=^\  +  -P'i  etc.  sub- 

stituiren,  wodurch  wir  erhalten 

kk'=l+P+^Sr,  kk"=l+P'  +  ^.R,   kU"=l+P''+f^R\ 

wenn  wir  durch  R,  P  die  Resultate  andeuten,  die  aus  der  Substitution 
von  aTj",  iTj".  x^'\  x(*\  x^'*  x^"  respective  in  die  Gleichung  der  Polare 
von  X  hervorgehen.     Dann  ist 

k[k'-k")=P^P'+^[S^--R),  k(k''-k")=P'-P"+  *  (S'—P) 

nnd  durch  Elimination  von  k  erhalten  wir  in  der  Form 

P'{r--  ?-  (*'"- J)}  +  P"{r-^  -  (*'  -  f )} 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  welche  den  gesuchten  Berührungspunkt 
enthält.     Dieselbe  verbindet  ein  Radicalcenlrum  mit  demjenigen  Punkte, 

in  welchem  P',  P\  P"  respective  zu  k' —  77,  ^'  -"p»  ^'" — t?    oder  zu 

1,  Ar' Ar"  —  Ä,  k'U"  —  P  proportional  sind.  Wenn  wir  aber  die  Glei- 
chungen der  Polaren  der  drei  Gentra  der  Aehnllclikeit  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  S  -|~  P"^  =  0  bilden,  wie  oben,  so  erhalten  wir 
[k'k"—R)  P  =  P\  {Uk'"  —  R')  P  =  />"'.  etc.  und  erkennen  daraus, 
dass  die  Linie,  welche  wir  zu  construiren  wünschen,  eines  der  vier  Radi- 
calcentra  mit  dem  Pole  verbindet,  welcher  einer  der  vierAehnlichkeitsaxen 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  /S  +  -^^  =  0  entspricht.  Aus  Sätzen, 
welche  unter  den  Anwendungen  der  Methode  der  reciproken  Polaren  in 
einem  folgenden  Kapitel  gegeben  werden  sollen,  lässl  sich  dieselbe  Con- 
struction  auch  ganz  ebenso  geometrisch  ableiten,  wie  es  im  Art.  151  für 
das  Problem  desAppollonius  geschehen  ist.  Die  sechszehn  geraden  Linien, 
welche  man  so  erhält,  schneiden  den  Kegelschnitt  S  +  P^  =  0  in  den 
zweiunddreissig  Punkten,  in  welchen  ihn  die  verschiedenen  den  Be- 
dingungen des  Problems  genügenden  Kegelschnitte  berühren. 
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Äufg.  2.  Die  vier  Kegelschnitte,  welche  mit  einem  gegebenen 
Kegelschnitt  5  =  0  eine  doppelte  Berührung  bilden  und  durch  drei  ge- 
gebene Punkte  gehen,  werden  sämmtlich  von  einem  andern  Kegelschnitt 
berührt,  der  selbst  mit  S:=iV  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Sei 

S=^X^'\-X^-\'  X^^ '2X2X^CQSA^ — 2x^X^  cos ^2 — SiCjiCjCOSi^jrirÜ. 

SO  sind  die  vier  gedachten  Kegelschnitte  durch  5^  =  (arj  +  a:,  +  x^^ 

bestimmt  und  diese  werden  alle  durch 

5  ==  1  Xj  cos  (^2  —  -^3)  "K  ^'i  ^^^  (^3 —  ^1)  +  ^'3  ^^^  (^1  ~   -^2)  }^  hcrühn. 

360.  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  ist  mit  der  Betrachtung 
der  Beziehungen  von  zwei  Kegelschnitten  auf  einander,  von  wei- 
chen die  letzten  Untersuchungen  handelten,  nicht  erschöpft;  viel- 
mehr ist  dazu  noch  die  Untersuchung  der  Beziehungen  nötbigi 
welche  in  einem  durch  drei  Kegelschnitte  bestimmten  System  statt- 
finden. Zugleich  greift  aber  diese  Untei*suchung  überall  in  die 
Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  oder  Glasse  hinüber,  welche 
wir  hier  ausschliessen  müssen.  Wir  müssen  uns  auf  die  Eol- 
wickelung  dessen  beschränken,  was  ohne  Kenntniss  der  Theorie 
der  Curven  dritter  Ordnung  erledigt  werden  kann  und  sich  an 
das  Früliere  anschliesst. 

Wir  gehen  dazu  aus  von  dem  Problem  der  Bestimmung 
des  Ortes  derjenigen  Punkte,  deren  Polaren  in  Bezug 
auf  drei  gegebene  Kegelschnitte  5  =  0,  S':=0,  5"  =  Ü 
sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Für  den  Punkt  o;  sind 
die    Gleichungen    der    Polaren       S,  x^   +  Sj  x^  +  ^3  iCj  =  0, 

und  die  Elimination  der  x  liefert  die  Gleichung  des  Ortes  durch 
das  Verschwinden  der  Determinante  der  Si  in  der  Form 

=  0  oder  S,  [S^S.;'—  S^'S^)  +  S,,  [S^S^'  -  S,Xl 

Man  nennt  sie  die  Jacobi'sche  Determinante  der  drei  Kegelschnitle 
und  die  durch  sie  dargestellte  Curve  dritter  Ordnung  die  Jacobi'- 
sche  Curve  derselben.  Sie  ist  die  der  Determinante  der  Doppel- 
punkte einer  quadratischen  Involution  entsprecli^nde  Covariaote 
der  Kegelschnitte. 

Wenn  die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  5=0»  5=0, 
.S"  =  0  sich  in  einem  Punkte  schneiden ,  so  geht  die  Polare  in 
Bezug  auf  A5  +  ^5'  +  1/5"  =  0  durch  denselben  Punkt  Die 
Jacobi'scbe  Curve  ist  auch  der  Ort  der  Durchschnittspunkle  sol- 
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eher  Paare  von  geraden  Linien,  welche  durch  die  Gleichung 
18+  iiS'+  vS^'  =  0  dargestellt  werden  können.  Dieselbe  geht 
also  auch  durch  die  Schnittpunkte  der  Diagonalen  und  der  Gegen- 
seitenpaare, der  Vierecke,  die  von  den  gemeinschaftlichen  Punkten 
der  Paare  der  Kegelschnitte  gebildet  werden. 

Aufg,  1.  Man  soll  einen  Kegelschnitt  durch  vier  feste  Punkte  so 
bestimmen,  dass  er  einen  gegebenen  Kegelschnitt  S^'  =  0  berührt. 

Wir  denken  die  vier  festen  Punkte  als  Durchschnitlspunkte  von  zwei 
Kegelschnitten  5=0,  S=0  gegeben  und  erkennen  aus  der  Bedingung 
lies  Art.  348  für  die  Berührung  von  zwei  Kegelschnitten  S=0,  5=0, 
indem  wir  in  ihr  für  a^,,  etc.  a,j  -jr  ^^u  .  c^c.  substiluircn,  dass  dem 
Problem  sechs  Auflösungen  entsprechen ;  denn  dieselbe  liefert  eine  Glei- 
chung, die  in  k  vom  sechsten  Grade  ist.  Die  Jacobi'sche  Gurve  der  drei 
Regelschnitte  bestimmt  mit  S'  =  0  die  sechs  Punkte,  in  welchen  dieser 
von  den  sechs  Kegelschnitten  berührt  wird,  die  der  Aufgabe  genügen; 
denn  die  Polare  des  Berührungspunktes  in  Bezug  auf  S"  =  0  geht,  weil 
sie  auch  die  Polare  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  von  der  Gleichung 
kS  +  fiS"  =  0  Ist,  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Polaren  in  Bezug 
auf  5  =  0  und  6^=:  0. 

Aufg,  2.  Wenn  drei  Kegelschnitte  ein  gemeinschaftliches  System 
harmonischer  Pole  besitzen,  so  degenerirt  ihre  Jacobi'sche  Gurve  in  das 
System  von  drei  geraden  Linien. 

Für  aiiOC{^  +  a^iX^  +  f^'^z^^  =  0,  ^11^:1^  +  e^c.  =  0. 
c^^x^  +  etc.  =  0  wird  die  Gleichung  der  Jacobi'schen  Determinante 
auf  0:10:2^3  =  0  reducirt. 

Aus  der  1.  Aufg.  des  Art.  348  erhellt,  dass  der  covariante  Kegel- 
schnitt F  =  0  mit  den  beiden  gegebenen  Kegelschnitten  5=0,  5'  =  0 
ein  solches  System  harmonischer  Pole  gemein  hat;  es  ergiebt  sich  daraus 
die  Methode  zur  Bestimmung  dieses  Dreiecks.  Man  bildet  die  Function  F 
und  darnach  die  Jacobi'sche  Determinante  von  5,  S'  und  F,  Indem  man 
hiermit  das  Ergebniss  der  Aufg.  1  des  Art.  356  vergleicht,  erhalt  man  die 
Identität 

ß=F^^zF^{%g+&S)j^  %F{  ^fes^+j&s'^+[ses'—JJ)ss'} 

Aufg>  3.  Wenn  drei  Kegelschnitte  durch  dieselben  zwei  Punkte 
gehen,  so  degenerirt  ihre  Jacobi'sche  Curvc  in  eine  Gerade  und  einen 
Regelschnitt,  welche  durch  diese  zwei  Punkte  gehen.  Denn  offenbar  er- 
füllt jederPunkt  in  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  die  Bedingungen 
des  Problems,  welches  dieselbe  liefert.  Die  analytische  Bestätigung  er- 
giebt sich  leicht.  Diess  ist  der  Fall  von  drei  Kreisen ,  als  welche  durch 
die  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen  gehen  müssen;  der  Kegel- 
schnitt, welcher  der  Jacobi'schen  Gurve  angehört,  ist  selbst  ein  Kreis  und 
zwar  der  Orthogonalkreis  der  drei  Kreise.  Die  Polaren  jedes  Punktes  in 
der  Peripherie  desselben  in  Be^ug  auT  die  gegebenen  Kreise  schneiden  sich 
am  andern  Ende  des  durch  ihn  gehenden  Durchmessers.     Die  Gleichung 


^ 
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des  Orthogonalkreises  giebt  den  Sat2:  Für  jeden  Punkt  des  Orthogonal 
kreises  ist  die  Summe  der  Producle  Null ,  welche  die  Längen  der  von  ihm 
ausgehenden  Tangenten  der  drei  Kreise  mit  den  Flächen  der  Dreiecke  be- 
stimmen, welche  den  Punkt  zur  Spitze  und  die  CentralUnie  der  beiden  an- 
dern Kreise  respective  zur  Basis  -haben.  • 

Äufg.  4.  Die  Jacobi*sche  (^urve  degenerirt  auch  in  eine  Gerade  und 
einen  Kegelschnitt ,  wenn  eines  der  Polynome  S  ein  vollständiges  Quadrat 
Z^  ist.  Denn  dann  ist  L  ein  Factor  in  der  Gleichung  des  Ortes.  Es  folgt 
daraus,  dass  es  möglich  ist,  vier  Kegelschnitte  so  zu  bestimmen,  dass  sie 
einen  gegebenen  Kegelschnitt  S=  0  in  den  Punkten  seines  Durchschuills 
mit  der  Geraden  Z  =  0  und  iiberdiess  einen  andern  Kegelschnitt  ^'  =  0 
berühren.  Denn  der  Durchschnitt  des  Kegelschnitts  der  Jacobi'schen  Cune 
mit  5"  =^  0  bestimmt  die  Berührungspunkte. 

Wenn  insbesondere  die  gegebenen  Kegelschnitte  als  ein  Kegelschnitt, 
ein  Kreis  und  die  doppelt  zählende  unendlich  entfernte  Gerade  angenom- 
men werden,  so  geht  die  JacobFsche  Curve  durch  die  Fusspunkte  der  Nor- 
malen, welche  aus  dem  Centruin  des  Kreises  an  den  gegebenen  Kegel- 
schnitt gezogen  werden  können. 

361.  Die  Discrlminante  der  Gleichung  AS  +  jLi5'+ vS"  =  0 
liefert  als  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  Yon  k,  fi,  v 
Invarianten  des  Systems  der  Kegelschnitte. 

Mit  Ausnahme  des  CoefOcienten  von  Xyi  gehören  sie  alle  zur 
Classe  der  früher  betrachteten  Invarianten;  in  diesem  wird  jedes 
Glied  aj|a29a33,  etc.  der  Discriminante  von  S  =  0  durch  eine 
Summe  wie 

ersetzt. 

Die  Frage  nach  denjenigen  Geraden,  welche  die  drei  Kegel- 
schnitte in  Punkten  einer  Involution  schneiden,  führt  auf  eine 
Contravariante  vom  dritten  Grade.  Diess  Alles  kann  aber  nur  mit 
der  Theorie  der  Curven  dritten  Grades  zusammen  erschöpft  wer- 
den. Wir  bemerken  nur  noch,  dass  einige  der  Eigenschaften  des 
Systems  von  drei  Kegelschnitten  durch  Anwendung  von  Vierlmien- 
coordinaten  (Art.  313)  mit  Vortheil  untersucht  werden  können, 
nämlich  indem  man  sie  auf  vier  Linien  o:,  ;=  0,  . .  ,  a:^  =0  so 
hezieht,  dass  ihre  Gleichungen  die  Form 
S=anV +  «22^  +  ^33 ^3^+ «44^=0,  5'-^6,i  a^i^  +  etc.=0, 
5"^qia:i^  +  etc.  =  0  annehmen.  Diess  ist  immer  in  unendlich 
vielen  Arten  möglich,  weil  jede  der  eben  geschriebenen  Gleichun- 
gen drei  Gonstanten  explicite  und  jede  der  linearen  Functionen  Xi 
zwei  Constanten  implicite  enthält,  so  dass  siebenzeim  Gonstanten 
zur  Disposition  sind,  während   6',  tf,  S'  zusammen  nur  fünfzehn 


1 
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unabhängige  Constanten  enthalten.  Zwischen  den  vier  Geraden 
besteht  stets  die  Relation  x^  =  AjO^i  +  1^20:2  +  ^3^3»  die,  wenn 
wir  die   X,  fA,  v  implicite  voraussetzen,    die   symmetrische  Form 

^1  +  ^2  +  ^'s  +  ^1  =  ö  annimmt. 

Wir  suchen  nach  diesen  Voraussetzungen  die  Bedingung  auf, 
unter  welcher  die  drei  Kegelschnitte  einen  gemeinschaftlichen 
Schnittpunkt  hahen.  Indem  man  die  Gleichungen  S=0,  S'=0, 
5"=  0  nach  a;,^  x.^^,  x^^  Xj^  auriust  und  die  vier  Determinan- 
leii  2*+ 022^33^44,  -2:+Ö44  6s3C,i,  -2^+04461,022,  Z±a.^^b^^c.^,^ 
durch  Ay»  Ä^,  A^,  A^  bezeichnet,  erhält  man  x{^,  x<^,  x^,  Xj^^ 
proportional  zu  ^, ,  A.y,  A^,  A^  und  erhält  durch  Substitution  in 
^1  +  ^2  +  ^3  +  ^'4  =  ö  die  fragliche  Bedingung  in  der  Form 
VÄ  +  V^2  +  y%  +  y^4  =  0  oder 

(V  +  ^2'  +  ^3'  +  <'  -  2^2^3  -  2^3^,  -  2A,A^  -  2AyA, 
—  2  ^2  ^4  —  2  ^3  ^4)*  =  64  ^1^2  ^3-^4- 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Invariante  des  Sy- 
stems, welche  in  den  Coefßcienten  der  Gleichung  jedes  Kegel- 
schnitts vom  Grade  vier  ist.  Ihr  Verschwinden  druckt  aus,  dass 
es  möglich  sei,  die  Coefficienten  A,  jit,  v  so  zu  bestimmen,  dass 
X5+fiS'  +  vÄ"  =  0  ein  vollständiges  Quadrat  werde.  Die  linke 
Seite  ist  eine  Invs^riante,  in  welche  die  Coefficienten  jedes  Kegel- 
schnitts nur  im  zweiten  Grade  eingehen. 


Zweiimdzwanzigstes  Kapitel. 

Von  der  analytischen  Grundlage  der  metrischen 
Relationen  und  der  Theorie  der  projectivischen 

Verwandtschaften. 


362.  Die  Untei;suchungen  über  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  und  über  die  Theorie  der  Invarianten  und  Co- 
varianten  ini  den  letzten  drei  Kapiteln  haben  zur  Entwickelung 
der  Methode  gedient,  durch  welche  auf  rein  analytischem  Wege 
geometrische  Wahrheiten  gefunden  werden  können.  Die  Eigen- 
schaften der  homogenen  Formen  und  das  Instrument  der  Deter- 
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minanlen  fördern  sie  zumeist  und  verleihen  ihren  Ergebnissen 
jenen  Charakter  algebraischer  Allgemeinheit,  der  vielleicht  der 
unterscheidende  Hauptcharakter  der  neueren  Forschungen  genannt 
werden  darf.  Was  den  Kegelschnitt  im  Allgemeinen  betriflt,  ist 
so  zu  erkennen;  aber  die  specielien  Eigenthömllchkeiten  jener 
individuellen  Kegelschnitte,  wie  die  Parabel,  der  Kreis,  die  gleich- 
seitige Hyperbel,  sämmtlich  Cnrven,  die  durch  besondere  metrische 
Relationen  charakterisirt  sind,  sind  in  dieser  Discussioa  nicht 
hervorgetreten,  die  metrischen  sind  überhaupt  gegen  die  pro* 
jectivischen  Relationen  zurückgetreten,  welche  durch  Substitution 
nicht  gestört  werden.  In  dem  Folgenden  ist  darum  zunächst  auf- 
zuweisen, wie  die  vorigen  Untersuchungen  zu  metrischen  Relatiooen 
und  wie  sie  zu  einer  Metrik  in  der  Ebene  überhaupt  führen  können. 

Wir  knüpfen  damit  an  das  Hauptproblem  des  vorigen  Kapitels 
von  der  Herstellung  der  Reziehung  zweier  Kegelschnitte  auf  das 
gemeinsame  System  harmonischer  Pole  im  Art.  358  wieder  an, 
indem  wir  es  specialisiren. 

Die  Restimmung  des  Polardreiecks  wird  vereinfacht,  wenn 
eine  seiner  Ecken  im  Vorhinein  bekannt  ist.  Solches  findet  statt 
für  den  wichtigen  Fall  concentrischer  Kegelschnitte;  die  dem  ge- 
meinsamen Pol  im  Centrum  entsprechende  Gegenseite  (Polare)  ist 
die  unendlich  entfernte  Gerade;  die  beiden  andern  Seiten  des 
Polarsystems  sind  das  einzige  Paar  von  conjugirlen  Durchmessern, 
welches  die  beiden  Kegelschnitte  gemein  haben.  Die  Restimmung 
des  Polarsystems  reducirt  sich  auf  die  Restimmung  dieses  Paares. 
Wenn  insbesondere  der  eine  der  beiden  concentrischen  Kegel- 
schnitte ein  Kreis  ist,  so  sind  alle  Paare  seiner  conjugirten  Durch- 
messer rectangulär  und  das  gemeinschaftliche  Paar  ist  das  Paar 
der  Axen  des  Kegelschnitts.  Die  Entwickelung,  welche  diesen 
Ueberlegungen  entspricht,  soll  in  diesem  Art.  gegeben  werden. 

Wir  haben  im  Art.  163  gesehen,   dass  die  Gleichungen  fon 
zwei  auf  den  Mittelpunkt  bezogeneu  Kegelschnitten  in  der  Form 

darstellbar  sind.  Ihre  Reziehung  auf  das  gemeinschaftliche  P^ar 
der  conjugirten  Durchmesser  entspricht  der  Transformation  io 
Aj^j^  +  ^2^2^  =  1,  Vi^  +  t/2^  =  1.  Um  sie  zu  vollziehen,  hat 
man    nach    den   Entwickelungen    des  Art.  358  die  Wurzeln  der 

-  Xh, 


Gleichung  f[X)  = 


a 


11 


n» 


«12  —  ^*I2 


^21  A621»    ^22  AÖ22 


=  0  oder 


und  erhalten  die  nach  ?/  iden- 
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2u  bestimmen;   sie  sind  A^  und  A.^;   man  hat 

f  {1}   =    —   2-(ö„ft22   +   «22*11   —    2«i2*l2  —  ^(*ll*22  "  *12^)}» 

setzen  wir  =  —  2{A  —  kC).    Sind  dann  die  zu  benutzenden  Sub- 
stitutionen   Xi  =  ß^^y^  +  (5,2^2»    ^2  =  ß2\yi  +1^22^2   "^*^    ^^^^   ^^^  , 

transponirten  ^{  =  ßi\'ni  +  ß2ii]v  ^2=1^12^1+1^22^2»  so  bilden  wir 

0*         Vi       >         V^ 
(p{X)=     17,,  a,i— A^ii,  «12  —  ^^.12 

V2*    «21        AOji»    ^22        AO22 

üschenGleichungen/^^|^j=i?„r/i+/52i^^^^ 

sie  liefern  gemäss  der  entwickelten  Form  der  vorigen  Determinante, 

wnnarh  ^  ^^^  —  («22  — -^^22)^1^+  («11  Zli^lll^^  -^(«12-"  ^^12)^1^2 

wonach  ^  -  —  2~(Z=TÖ; 

ist,  und  unter  Einführung  der  Wurzeln  l^,  X^  für  die  Substitutions- 

coefßcienten  die  Werthe 

Q    2 «22~'^t*22    o    2 «22^^2*22   a    2 «11~"^1*11     o    2 «ll~"^2*n  . 

P»  ^2{A^X^Cf  ^'^  ""2(^~A2^)    "'  ""2(i-A,0'  '^^  ~2{A^X2q  ' 

und    l?n  ^2,  =  -  ^^iE4;^'    Ä2A22  =  -  "'}  Z  Ifc'  ^"^ 

Bestimmung  der  Zeichen.  Der  Voraussetzung  f'{X)  =  0  entspricht 
ein  Ausnahmefall ;  die  Gleichung  der  X  hat  dann  gleiche  Wurzeln, 

d.  h.  es  ist  («11022— «12^)  (*ii*22— *i2^)=(«ti*22+«22*n— 2a,2&i2)^. 
Da  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  beider  Curven  im  allgemei- 
nen Falle  dieses  Artikels  und  in  den  Coordinaten   der  Transfor- 

mation  durch  yi=^  +  ]/ r^,    y2  =  i,y  ] y-    gegeben 

Aj  A2  Aj  Aj 

sind^  so  fallen  für  X^  =  X^  die  Schnittpunkte  in  unendliche  Ent- 
fernung ;  die  beiden  Curven  sind  concentrische  Hyperbeln,  die  eine 
Asymptote  'gemein  haben.  Für  /^  (A)  =  0  und  9  (A)  ==  0  als 
gleichzeitig  erfüllt  oder  für  das  Verschwinden  der  Unterdetermi- 
nanten von  f(X)  sind  a^j  =  Xb^,  «22  ^=  ^^22»  «12  =  ^^12»  ^-  ^^• 
die  Kegelschnitte  sind  ähnlich. 

Für  den   Fall  des  Kreises,   d.  i.  die  Bestimmung  der  Axen 
des  Kegelschnitts   «no;,^  +  2 0^2  ^1^2  +  «22^2^  ==  1>    liat  "»an 
^ii  =  ^22  ^=^  ^  ^^^  ^12  ^^  ^»   ^'  ^' 
«11—^»  «12 


fW  = 


«21  '    «22        ^ 


^    («11  —  ^)    («22  ^)  «12    '      ^^^^ 
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Gleichung,  welche  stets  reelle  Wurzeln  hat,  weil 
^  _  «u  +  «,,  +  V{^u-:^2'l_+^'  i,i.   ferner 


9>W  = 


1^2»  ^21         ,  «22        A- 


={fl22— ^)'?i^+(«n— ^)V— 2«ii^?i%i 


also   |5,,T?»  +i3,,^2=/^^-^— ^-^^S 

wo  noch  für  den  Nenner  respective  A^  —  Aj  oder  Ao  —  A,  «i 
setzen  statthaft  ist.  Den  speciellen  Annahmen  a^^  =  a^,  a^^=0 
entspricht  die  Unbestimmtheit  des  Problems;  dann  sind  beide 
Curven  Kreise. 

Wenn  man  die  Substitution  *^i=^ßut/[+ßi'2y2*  ^2=/'2iyi+feyt 
in  die  Rreisgleichung  Xi^'\-x.2^=  i  vollzieht,  so  ergiebt  die  Iden- 
tität der  linken  Seite  mit  Vi^+y^  ^^^  Bedingungen  ß\\^'\'ß2\'=^^ 
ßn  +  ß22^  =  1 '  /?ii  /5j2  +  1^21 1^22  =  0,  d.  h.  für  ß^^  =  cos  9. 
jSji  =  sin  (p,  ß^2  =  cos  tf;,  /322  =  sin  t^  und  cos(<p  — t^)  =  0  oder 
1/;  ==  90^  —  q)  und  somit  jS^j  =  —  sin  q>,  ß^^  =  cos  tp,  so  dass 
die  Transformationsgleichungen  die  Form  der  für  rechtwinklige 
Systeme  bekannten  annehmen  und  <p  der  Winkel  der  Hauptaie 
gegen   das  gegebene  Coordinatensystem  ist.     Man   findet 

lan  29)=  -^^1^ —   (Art.  103,  164.)     Die  Wurzeln  der  Gleiciiung 

«22  —  «11 
f[X)z=zO  oder  A'^ — («n +  «22)^ +  (^'11  «22  —  «12^)=^  sind  die  reci- 
prokenWerthe  der  Quadrate  der  Halbaxen  des  Kegelschnitts;  darnm 
sind  a,i  +022»  ^11^22  —  ^^2    Invarianten  der  Beziehung  auf  recht- 
winklige Systeme  um  den  Mittelpunkt,  etc.    (Art.  165—167.) 

Aufg,  Die  Durchschnittspunkte  von  zwei  concentrischen  Eege)- 
schnillen  liegen  in  zwei  Durchmessern,  welche  mit  dem  Paar  der  gemein- 
samen conjugirten  Durclimesscr  ein  harmonisches  Büschel  bilden  und  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  bilden  ein  Parallelogramm .  dessen  Eden 
auf  diesen  Durchmessern  liegen. 

363.  Mit  Hilfe  der  Theorie  der  Invarianten  können  leicht 
die  Aequivalente  zu  gewissen  in  Cartesischen  Coordinaien  «^ohl- 
bekannten  und  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  wichtigen  Foor- 
tionen  in  trimetrischen  Coordinaten  untersucht  werden. 

So  ist  in  Cartesischen  Coordinaten   die  Gleichung  einer  ge- 
raden Linie,   welche   durch  einen  der  unendlich  entfemtei)  iroa-  , 
ginären  Kreispunkte  geht,   allgemein  o;  +  yt  +  c  =  0  und  dif 


w 


sie  zerfällt  nach  den 
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gerade  Linie    ^x  +  tjy  +  i  =  0    geht  somit  durch  einen  dieser 

Punkte,  wenn  ^^  +  i^^  =3  0  ist,   oder  diess  ist  die  Tangential- 

gleichung  dieser  Punkte.    Ist  dann  2^=0  die  Tangentialgieichung 

eines  Kegelschnitts,   so  kann  man  die  Discriminante  von 

^+  fci^^  +  rf)  =  0    bilden ,   d.   h.   die   Grenzfälle    der    Kegel- 

schnitte  untersuchen,  welche  dem  Vierseit  eingeschriehen  sind,  das 

die  von  den  besagten  Kreispunkten  an  den  gegebenen  Kegelschnitt 

gezogenen  Tangenten  mit  einander  bilden.     Aber  es  ist 

£  +  ki:  =  {A,,  +  kB,,)  Jj2  +  . .  .  +  2  (^,2  +  ^^12)  ^1^2  =  0 

und  die  Dtforiminante  davon  also 

/^ll   "l"  ^^11»    -^12    T    kB,2f    ^J3  +  ^-^13 

"^21     I     ^-^21»    ^^22     '     kB^'it    -«23   +   «^23 

I   ^3t   "T  «-^31»    -^32   "T  kB^2*    ^33     •"  ^-^33    ■ 

Summanden  ihrer  Elemente  in  sieben  Partialdeterminanten  wie 
die  entsprechende  in  Art.  346  und  da  nach  einem  im  Art.  80 
bewiesenen  Satze  die  Unterdeterminanten  einer  aus  den  Aij  gebil- 
deten Determinante  die  Producte  der  Originaldetermüiante  in  die 
ihnen  entsprechenden  Elemente  dieser  letzteren,  die  Determinanten 
der  Aij  oder  Bij  selbst  aber  gleich  den  Quadraten  der  Deter- 
minanten der  üij  oder  bij  sind,  so  liefern  sie  mit  den  Bezeich- 
nungen des  Art  346  die  Entwickelung 

^H  ^-^{«11^11+  «22^22+  «33^33+  ^''23^23  +  2031^31+  2012^12} 

+  k'^J'fA,,h,,  +  ;^22^2  +  etc.}  +  ä3^'2  oder 

J^  +  3k  JS'  +  Sk^^t'S  +  ffiJ\ 

und  da  insbesondere  dem  Kegelschnitt  ^  +  71^=^0  die  Werthe 

^11  =  ^22  =^  ^  ^^^  -^33=0,  ^3=^3j=^,2  =  0  entsprechen, 
so  werden  für  das  betrachtete  specielle  System  die  Factoren  von 
kA  und  k'^Af  auf  (flu +022)  reducirt,  und  —  weil  in  der  zugeordne- 
ten Form  von  J^-f-V^  das  einzige  Glied  ^  existirt,  also  ^33=  1 
ist  —  auf  («11022  —  ^12^)»  während  i/r=  0  ist;  oder  mau  erhält 
^  -|-  kJ{a,,  +  «22)  H"  ^*  (^11^22  —  ^12^)*)  "°^  erkennt  in  den 
Werthen  von  36'  und  von  39  die  Functionen  wieder,  durch  deren 
Verschwinden  die  gleichseitige  Hyperbel  und  die  Parabel  charak- 
terisirt  werden.  (Art.  96, 182.)  Da  sie  Invarianten  sind,  so  schliesst 
man,  dass  für  jedes  mögliche  Coordinatensystem  das  Verschwinden 

*)  Die  Beduction  der  Discriminante  auf  die  zweite  Potenz  in  k 
zeigt  an,  dass  von  den  drei  Paaren  von  Darchsclinittspunkten  der  ge- 
meinsamen Tangenten  des  Systems  das  eine  mit  den  Kreispnnkten  selbst 
znsammenfallt. 


*> 
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der  Invarianten  S'  und  O  für  das  von  einem  Kegelschnitt  mit 
den  beiden  imaginären  Kreispunkten  gebildete  System  die  Bedin- 
gung giebt,  unter  welcher  jener  Kegelschnitt  respecüve  eine  gleich- 
seitige  Hyperbel    oder    eine   Parabel    ist.     Wenn    die   Gleichung 

J^  +  kJ{a^^  -f-  022)  +  ^^(^11  «22  —  ^^12^)  =  ^  gleiche  Wurzeln 
in  k  besitzt*),  so  zeigt  diess  an,  dass  die  Kreispunkte  selbst  dem 
betrachteten  Kegelschnitt  angehören,  da  dann  die  von  ihnen  aus- 
gehenden Tangenten  nur  ein  zusammenfallendes  Paar  von  SchDili- 
punkten  haben.  Die  Bedingung  (a,i  +  «22)'==  ^  (^11  ^•22  "~  *tA 
welche  für  keine  andern  reellen  Werthe  als  «j,  =  ^>  «12  —  ^ 
erfüllt  werden  kann,  ist  daher  die  charakteristischem  Bedingung 
für  den  Kreis  (Art.  103)  und  es  ist  kein  Kegelschnitt  möglich,  der 
nur  einen  der  Kreispunkte  enthielte. 

Die  Gleichung  |'^  +  rf  :=iO  schliesst  zugleich  ein  (Art.  341, 
dass  die  Länge  der* Senkrechten  unendlich  gross  ist,  welche  man 
von  einem  beliebigen  Punkte  auf  eine  Gerade  fällt,  die  durrh 
einen  der  imaginären  Kreispunkle  geht;  man  erhält  die  äquiva- 
lente Bedingung  in  trinietrischen  Coordinaten,  indem  itaan  den 
Nenner  in  dem  Ausdruck  der  Länge  der  Normalen  (Art.  61)  gleich 
Null  setzt.  Die  allgemeine  Gleichung  der  unendlich  entfernten 
imaginären  Kreispunkte  in  Tangenüalcoordiuaten  ist  somit 
li'  +  Si'  +  ^a'  —  252S3  cos^i  -  2S3I1  cos^,  -  2g,|,  cosJ3=0 
und  die  zugeordnete  Form  derselben 

5i^  sin^  A^  +  etc.  +  2  Ij  S3  sin  A^  sin  A.^  +  etc.  =  0. 

Indem  man  für  das  von  ihnen  mit  einem  durch  die  atlgemeioe 
Gleichung  gegebenen  Kegelschnitt  gebildete  System  die  Invarianten 
S  und  S'  bildet,  erhall  man  die  Bedingung,  unter  welcher  die 
allgemeine  Gleichung  eine  gleichseitige  Hyperbel  darstellt,  6'=0 
in  der  Form  «ii+ö22'I'^33 — 2a23Cos-4j— 2«3,  cos^2 — 2aj2 cos-^3=0; 
weil  die  Coefficienten  der  Gleichung  der  Kreispunkte  die  Grössen 
^11'  -^22»  ^^^'  ^^''^>  ^^^  ^^^  Bedingung,  unter  welcher  dieCurre 
eine  Parabel  ist;  0  =  0  in  der  Form 

A^^  sin^  A^  +  A22  sin'^  A^  +  ^33  sln^  A^  +  2^-23  sin  A^  sin  A^ 
+  2-^^31  sin  A.^  sin  A^  -f-  ^A^.^  sin  A^  sin  A.^  ==  0, 
nach  den  Coefficienten  der  zugeordneten  Form  der  Gleichung  der 
Kreispunkte. 

Unter  der  Bedingung  3Ö'2  =  4®,   welche  in  verschiedenen 


*)  Sie  sind  =  («13*+  «m*  —  «nfl«).     (Vergl.  Art.  117.) 


r 
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Arten  in  eine  Summe  von  Quadraten  umgeformt  werden  kann,  ist 
die  Curve,  weiche  die  aligemeine  Gleichung  darstellt,  ein  Kreis. 
Die  Bediugung  ^"^  +  if  =  0  enthält  auch  den  paradox  er- 
scheinenden Satz,  dass  jede  nach  einem  der  imaginären  Kreis- 
punkte gehende  Gerade  zu  sich  selbst  rechtwinklig  ist;  wir  haben 
die  Aufklärung  dieser  Paradoxie  bereits  in  der  Auffassung  der 
Schenkel  (des  rechten  Winkels)  als  eines  Paares  von  Strahlen,  die 
zn  den  imaginären  Kreispunkten  harmonisch  conjugirt  sind,  ge- 
wonnen, zu  welcher  die  Betrachtung  der  projectivischen  Gebilde 
geführt  hat;  sie  begründet  sich  analytisch  auch  aus  der  Formel 
der  Aufg.  4  .des  Art.  61  für  die  Tangente  des  Winkels  von  zwei 
Geraden,  denn  das  Verschwinden  ihres  Nenners  für  ein  Paar  sich 
deckende  Gerade  führt  auf  die  allgemeine  Gleichung  der  Kreis- 
punkte zurück.  Dieser  Umstand  erklärt  das  Auftreten  gewisser 
scheinbar  der  Frage  fremder  Factoren  in  den  Gleichungen  von 
geometrischen  Oertern.  So  findet  man  durch  sie  die  Erklärung 
des  Umstands,  dass  in  die  Gleichung  des  Ortes  der  Fusspudkte 
der  Senkrechten  Yon  einem  Brennpunkt  (a,  ß)  auf  die  Tangente 
der  Factor  Ux  —  a)^  +  (y  —  ßf\   eintritt;  er  repräsentirt  die 

durch  diesen  Brennpunkt  gehenden  Tangenten  selbst,  die  mit 
ihren  Normalen  zusammenfallen  und  daher  zum  fraglichen  Ort 
gehören. 

Aufg,  1.  Wann  stellt  033^2^3  +  ^zi  ^3^1  +  «12^1  ^2  ^^^  ^  ®'"® 
gleichseitige  Hyperbel  dar?  Für  a^^^cosA^  +  ^31008^2  4*  a^^^osA^  =  0. 
Sie  enthalt  daher  den  Höhenschniltpunkt  des  Dreiecics.  (Art.  61.  Aufg.  3.) 

Für  ff,,  +  «22  +  «33  =  ö  8»el>t  ana:,^  +  Ö22V  +  «S3  V  =  ^ 
die  gleichseitige  Hyperbel.  Sie  geht  durch  die  Centra  der  Berührungs- 
lireise  des  Fuudamentaklreiecks. 

Aufg,  2.  Wann  repräsentirt  [a^x^p+  («2^2)  +  (^3^3)*=Ö  ®'"® 
Parabel?     Für  a^s^s^  +  «22*3*1  +  <^33*i*2  ^^^  ^' 

364.  Die  Covariante  .F=  0,  gebildet  in  Bezug  auf  das  aus 
einem  Kegelschnitt  und  zwei  Punkten  bestehende  System,  bezeich- 
net den  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  das  Paar  seiner  Tangen- 
ten an  den  Kegelschnitt  zu  dem  Paar  seiner  Verbindungslinien 
mit  jenen  festen  Punkten  harmonisch  conjugirt  ist.  Ist  das 
Punktepaar  speciell  das  Paar  der  imaginären  Kreispunkte,  so  be- 
zeichnet jP  :==  0  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  Paare 
rechtwinkliger  Tangenten.  Da  für  |2  ^  ^2  __.  q  ^\^  (Tangential-) 
Gleichung  des  zweiten  Kegelschnitts  ^1,  =  ^22  =  ^  ^^^  ^"^  ^^' 
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dern  B  gleich  Null  sind,  so  ist  nach  dem  im  Art.  354  gegebenen 
Werthe  jetzt F durch  A^^[x^^+x^)—^A^^x^+2A^X2+A^^'\'Ä^:=:^ 
vertreten.  Diess  ist  die  allgemeine  Gleichung  des  Ortes  der  Schoitt- 
punkte  rectangulärer  Tangenten  in  Cartesischen  Coordinaten.  Für 
^33  =  0  oder  a^^  033  =  a^*^  erhält  man  die  Parabel  und  die  Co- 
Variante  F=0  giebt  ihre  Directrix  mit  2{Ay^x^'^A^^x^^=^A^^'\'A^, 
In  trimetrischen  Punktcoordinaten  findet  man  die  allgemeine  Glei- 
chung jenes  Ortes  in  der  Form 

(^22  +  ^33  +  2^23  COS^i)  X^^  +  (^33  +  ^„  +  2^3,  COS^jjX/ 
+   {^11   +  ^22   +   2^12  COS  ^3)  X^^ 

+  2  [A^^  cos  A^  —  -^23  -^13  C®^  -^3  ^^12  ^^  -^2)  ^2^3 

+   2  (^22  C®^  -^2  '^Z\  -^21   C^'  -^1  "^23  C^*  -^3)  ^3^1 

+   2  (-^33  COS  -^^3  ^j2  -^32  ^^^  -^2  ^31  ^^  -^l)  «^1^2  ^^  ^' 

dass  sie  einen  Kreis  repräsentirt,  kann  gezeigt  werden  (vergl. 
Art.  158),  indem  man  sie  auf  die  Form 

[xy  sin  A^  +  x^  sin  A^  +  x^  sin  ^3)  X 

/^22+/33+L2j423_?os^i^    I  ^33+^11 +2^3iCQs^2  ^    .  A^^+A^^+lÄ^^mA^ 
i  sin^j  '  sin  ^2  ^  sin  ^3 

=  (w4,j  sin^  ^,  +  y<22  ^*"^  ^2  +  -^33  ^^'^^  ^3  "f"  2^23  **"^  ^2  ^'°  -^3 

a:2^3sin^] + a;3a;isin^2 + x^x^v^'^ 


+  2^3jsin-43sin-4j  +  2-4,  jsin-^jsin^o) 


ünA^sxnA^sxvLA^ 


bringt.  Wenn  der  erste  Factor  rechts  verschvi'indet,  so  ist  (Art.  360) 
die  Curve  eine  Parabel  und  unsere  Gleichung  repräsentirt  ihre 
Directrix.  Auch  hier  erscheint  die  Gleichung  der  unendlich  ent- 
fernten Geraden  im  Orte,  als  eine  Linie,  die  auf  sich  selbst  recht- 
winklig ist. 

Aufg,  1.     Man  zeige,  dass  die  Directrix  der  durch 

(aja:j)4+  («2^2)^+  (<*3^3)^  =  ^  dargestellten  Parabel  durch 

a^x^  lan-(42tan-43+  020^2 tan^3  lan^j  +  a3a:3lan-4jtany<2=Ö  gegeben  IsL 

Aufg,  2.  Der  Ort  derDurchschnittspunlite  rechtwinkliger  Tangenlen- 
paare  für  alle  die  Kegelschnitte,  welche  vier  gemeinsame  Tangenten  be- 
sitzen, ist  ein  System  von  Kreisen  mit  derselben  Radicalaxc. 

Denn  die  Gleichung  dieses  Orles  ist  eine  lineare  Function  der  CoeHi- 
cienten  der  Tangentialgleichung. 

Aufg.  3.  Die  Gleicliung 
sin^i(S2J5r3— ÄjüTj)  +  sin  A,J^S.^Kc-  S^K^j  +  sin  A^  (S,  Ä^j  —  S^Ei)^0, 
in  welcher  S^, . .  die  partiellen  Ditferenliale  der  Gleichung  des  gegebenen 
Kegelschnitts  und  K^,  . ,  die  entsprechenden  Dilfcrentiale  für  dieGleicbusf 
des  Ortes  der  Schnittpunkte  seiner  orthogonalen  Tangenten  hezeichneu. 
drückt  das  Product  der  Gleicliung  der  Axeu  des  Kegelschnitts  in  die  Cm- 
slante  {x^  sin  A^  +  •'«'•>  si"  -^2  +  ^3  sio  ^a)  '*"^- 
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DcDD  sie  isl  die  Bedingung  für  die  Coordinaten  eines  Punktes,  dessen 
Polaren  in  Rezng  auf  diesen  Kreis  und  den  Kegelschnilt  einander  paral- 
lel sind. 

365.  Die  Gleichung  2  •{-  kZ"  :=0  bezeichnet  im  Allgemei- 
neu  einen  die  vier  gemeinscIiafUichcn  Tangenten  von  £^=0,  2^=0 
berührenden  Kegelschnitt  und  falls  k  so  bestimmt  wird,  dass 
Z+  Ar^==:0,  so  sind  diese  Punkte  zwei  Gegenecken  des  Vier- 
ecks der  gemeinsamen  Tangenten.  In  dem  speciellen  Falle,  in 
welchem  ^  =  0  das  Paar  der  imaginären  Kreispunkte  bezeich- 
net, wird  durch  2'+A-2r'=0  für  die  entsprechende  Bestimmung 
von  k  das  Paar  der  Brennpunkte  dargestellt.    (Art.  310.) 

Wenn  also  die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  bestiunnt 
werden  sollen,  der  durch  eine  numerische  Gleichung  in  Cartesi- 
schen  Coordinaten  gegeben  ist,  so  bestimmen  wir  zuerst  k  aus  der 
quadratischen  Gleichung  (a^^a^^—a^^'^)k'^+J(a^^+a22)k+J^=0*); 
substituiren  wir  einen  seiner  Wcrthe  in  2^  + A:(|'* -f  t/^)  =  0,  so 
zerfallt  diese  Gleichung  in  lineare  Factoren 
'J,r  +  i]y  +  t^')  [l^-'  +  ^.v'  +  f O  ""^  ^^^  Brennpunkte  sind 
durch  X  :  z,  y  :  z\  x'  :  z\  ;/"  :  z"  bestimmt.  Der  eine  Werlh 
TOD  k  giebt  die  beiden  reellen,  der  andere  zwei  imaginäre  Brenn- 
punkte. Dasselbe  Verfahren  ist  auf  die  Gleichung  in  trimetrischen 
Coordinaten  anwendbar. 

Im  Allgemeinen  repräsentirt  21  -{■  k  (|'^  -f  t/^)  =  0  einen  mit 
dem  gegebenen  confocalen  Kegelschnitt  durch  seine  Tangential- 
gleicbnng.  Bildet  man  nach  der  Begel  des  Art.  316  die  ent- 
sprechende Gleichung  in  Cartesischen  Coordinaten,  so  erhält  man 
die  allgemeine  Gleichung  eines  mit  dem  gegebenen  confocalen 
Kegelsclinitts  in  der  F'orni 

äS'\-k  {4»(ari^+  x^J)  —  'lAy^x^  —  1A^^x,,  +  A^^  +  A^^  -f  A-2=  0. 
Man  erhält  aus  ihr  die  (ileichung  der  Enveloppe  des  Systems, 
d.  h.  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  als 

Oiu*ch  Zerlegung  derselben  in  das  Factorenpaar 
^  'x^  —  a)'  +  {x2 —  ßy\  Ux^  —  «')-  +  (x2 —  ßj^l  wurde  man  die 
Coordinaten  der  Brennpunkte  c<,  ß;  r/,  ß'  ebenfalls  erhalten. 
Allgemein  entspricht  der  Gleichung 

£+  /c  (1,2  +  g.;i  +  i;.'  -  2§,|3  cos  A.,  -  etc.)  =  0 

*)    Sie   hat    gleiche   Wurzeln   für    den   Füll   des  Kreises    und   wird 
linear  für  den  Fall  der  Parahel. 

31* 
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die  Gleichung  in  Punktcoordinaten 

JS+  Ic^  i  [A^^  +  Ay^  +  2^23Cös^i)  ^1^  +  . .  +  2  {^,,  cos  ^,  —  ^3 
— A^^zo^A^ — ^12^05-^2)^2^3+  •  •}  ■+■  Ä^^  {a^i  sin^i  +  .  .V  =0. 
Wenn  k  einen  der  aus  dieser  quadratischen  Gleichung  entsprin- 
genden Werthe  erhält,  so  liefert  die  zu  -S  +  A:  (1,^  +  . . .)  =0 
entsprechende  Gleichung  in  Punktcoordinaten  das  Quadrat  der 
Gleichung  einer  der  Axen  des  Kegelschnitts. 

Anfg,  1.     Man  bestimme  die  Brennpunkte  von 

2a:2  —  2a:y  +  2^^  -^  2a:  —  8y  +  11  =  0. 

Die  quadratische  Gleichung  in  X:  ist  3Ar^  +  4Xr^  -{-  4^-  =  0  und 
ihre  Wurzeln  sind  A:  =  —  A  und  Ar  =  —  ^A\A':=-  —  9.  Für  den 
Werlh  3  wird  61^  +  21i?2  +  3^2^  18i?f+  12f  J+  30^1?  +  3(S'+^1 
=  3(|  +  2i7  +  f)  (3^  +  4??  +f);  diess  liefert  die  Brennpunkte 
1.  2;  3,  4.     Der  Werth  9'giebt  die  imaginären  Brennpunkte  2  +  i.  S+t' 

Aufg,  2.  Dem  Kegelschnitt  ga:^  +  4  ary  —  y^  +  24y  +  6  =  0 
entsprechen  die  Coordinaten  der  reellen  Brennpunkte  — 1,  — 2;  —7,10 
und  die  Coordinaten  der  imaginären  Brennpunkte  — (4  + 6t)  und  (4^3i. 

Aufg,  3.  Man  soll  die  Coordinaten  des  Brennpunktes  einer  Parab«! 
bestimmen ,  welche  durch  eine  Gleichung  in  Cartesisclien  Coordinaten  ge- 
geben ist. 

Die  quadratische  Gleichung  wird  linear  und 

(«11 +«22)  { ^1 1  IH^jj'jH  2^j3  ij  ?+ 2^3,  f  1+ 2^,  j  |ij } — 4SHt) 

ist  in  Factoren  zerlegbar;  dieselben  müssen  sein 

{«„+«,3)  (2^,31  +  2^,3.)  "nd  t^;^«  +  ^lÖSä^V?. 
Der  erste  Factor  liefert  den  unendlich  fernen  Brennpunkt  und  zeigt,  dass 
die  Axe  der  Curve  zu  A.^<^x^  —  -^13^2  =  ^  parallel  ist.  Der  zweite  Fac- 
tor zeigt»  dass  die  CoefOcienten  seiner  Glieder  in  £  und  t[\  die  Coordinaleii 
des  endlichen  Brennpunkts  sind.         * 

Aufg.  4.  Man  soll  die  Coordinaten  des  Brennpunkts  einer  durcii 
die  Gleichung  in  trimetrischen  Coordinaten  gegebenen  Parabel  bestioimeo. 
Die  das  Paar  der  Brennpunkte  repräsentirende  Gleichung  ist 

3e'2'=^(S,2+  1^2  +  J32_2|2S3COS.4,  — 2$3|,  COS^j""  2|,  fecOS^J' 

Die  Coordinaten  des  unendlich  entfernten  ßrennpuni<ts  sind  aus  Art.  324 
bekannt  als  Coordinaten  des  Pols  der  unendlich  entfernten  Geraden;  daher 
sind  die  des  endlichen  Brennpunkts 

^B* A^^  —  d 3^\4n-  A 

yt/ji  sin^i  +  Ayi  sin ^2  "h  -^^ijsin^,*  A^<^  sin^i  +  A^  sin^,  -(-  ^DsinJ) 

se'A,^—^ 

^31  sin/^i  +  Ay2  ßiii-^i  H"  A^Q  sin  ^j, 
Aufg,  5.     Man  kann  die  Brennpunkte  mit  Hilfe  des  Salzes  bestin- 

men,  wonach  das  Rechteck  der  Entfernungen  eines  Brennpunkts  von  xwei 

parallelen  Tangenten  constant  ist.   (Art.  195.) 

Denn  eine  zur  Fundamenlallinie  x^  =  0  parallele  Gerade 

{k  —  s^)  .r,  +  i»f  =  0  (Art.  63,  64)  berührt  den  durch  die  allgemeine 
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Gleichung  dargestellten  Kegelschnitt  für 

fe«33"~-«23^)^^+  2{(ö23«3l—  «12«33)*2  +  («12«23  —  «13022)^3}^ 
+  {«33011  — «13^)^2^  +  Kl  «22  — «12^)  V"*-2(a,3ai2  —  a23«ll)V3  =  0 

und  die  Substitution  des  aus  {X  —  *,)  a:,  +  ijf  =  0  entspringenden 
Werthes  von  k  führt  sie  über  in  x^^H'  —  2Mx^2:i'  +  M^I:^^'  =  0 
für  2*  als  die  Determinante  oder  linke  Seite  der  Bedingung  der  Berührung 
des  Kegelschnitts  mit  der  unendlich  entfernten  Geraden  und  2^]^  2*^^'  als 
ihre  Unterdeterminauten 

«12  («23^3  «33*2)   +  «22  («33^1  —  ^l^h)   +  «23  («13^2  —  «23 *l) 

und  («22  «33  —  «23^)  respective. 

Die  parallelen  Tangenten  zu  den  Fundamentallinien  0^2 =0»  0:3=0 
geben  analoge  Gleichungen  x^Z'  —  2M  x^^^i  +  M'^Z^i  =  ^» 
0:3*2:'—  'IMx^S^*-^  iJf  2  2'33*=0,  in  denen  Z^^  und  Z^,  2^^'  und  2*33' 
die  nach  s^*  s^  ebenso  gebildeten  Unterdeterminanten  von  Z^  bezeichneten, 
wie  2u^  Z^^'  nach  s^.  Sind  dann  o:/,  x^''  die  Wurzeln  der  ersten, 
«2'.  ÄTj '  die  der  zweiten  und  x^,  x^'  die  der  dritten  unter  ihnen;  so  sind 
für  Xp  x^*  ^3  respective  als  die  entsprechenden  Goordinaten  des  Brenn- 
punktes die  Differenzen  x^  —  x(,  a:,  —  x{' ;  X2  —  0:2',  x^  —  x^' ; 
^3 — ^3»  ^z — ^3"  die  Abstände  desselben  von  den  drei  Paaren  paralleler 
Tangenten;  und  man  hat  nach  dem  cilirten  Satze  die  Gleichheit  ihrer  Pro- 
ducte,  also  die  Relationen 

Xj    —  [X^     "T  X^  )  X^   T  ^1  ^1     ^2  y^2     i     •*'2  /  **'2    •     •*^2  *^1 

=  ^3  (^3    +  ^3  /  '*'3  "T  »^3  **'3    » 

d.  h.  die  Gleichungen 

x^^Z'  —  2MxiZ^'  +  M^Z^^'  =  a:o22''  —  IMx^Z^*  +  ;jf22',2' 

=  x^Z^  -  2^/0:34^  +  ;»f22'22' 
liefern  die  Goordinaten  der  Brennpunkte  des  Kegelschnitts.  Die  geome- 
trische Bedeutung  dieser  Gleichungen  besteht  darin,  dass  jede  von  ihnen 
den  Ort  eines  Punktes  bezeichnet,  für  welchen  die  Fusspunkte  der  Nor- 
malei^  auf  die  vier  den  bezüglichen  Fnndamentallinien  parallelen  Tangenten 
des  Kegelschnitts  in  einem  Kreise  liegen. 

Für  die  Parabel  ist  2^'  ==  0  und  man  erhdit  nur  einen  Brennpunkt. 

Äufg.  6.     Für  die  auf  ein  System  harmonischer  Pole  bezogene  Pa- 
rabel  a^^x^  +  «22^2^  +  «33^3^  =  0,  für  welche 
«11  «22*3   +  «22 «33*1   +  «33 «11  ^2*  ^^  ^  ^^^'  werden  die  Bestimmungs- 
gleichungen des  Brennpunktes 

*,a:i :  *2^2  •  ^3^3  =  («22  +  «33)  '-  («33  +  «11)  =  («11  +  «22)  "»«*  ^«her 

I    I^Q*!!:«»  ~f—  ^l**^!  ~~~  '2  *^2'   l   1  *^1    ^^     2  *^2"~'  "^*^'i/  "1    *2    \   1     1  "•    ^2    2 """"  SaX^j 
(*2*^2  I    *3'''3       ^l^^'l)    I    *3    (*2*^2  •  *3'*'3       ^l***!  /  (*3*'^3  "*"  *1  *^i        *2*'^2/  ^^^^  ^^* 

Man  hat  daher  den  Satz:  Der  Ort  der  Brennpunkte  aller  Parabeln,  welche 
ein  gemeinschaftliches  System  harmonischer  Pole  haben,  ist  der  durch  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  dieses  Dreiecks  gehende  Kreis. 

Jufg.  7.  Auch  die  Längen  der  Halbaxen  lassen  sich  durch  die  vo- 
rigen Gleichungen  bestimmen;  denn  für  r  als  die  Länge  einer  solchen  ist 
jedes  der  drei  in  sie  eintretenden  quadratischen  Polynome  =  r^Z^ 
(Art.  195) ;  die  Elimination  zwischen  den  durch  diesen  Werth  verbundenen 
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Gleichungen  uud  SyXi  +  s-^x.,  +  6*3X3  ==  M  liefert  für  sie  lUe  Gleidiuog 

^i_ ^[f ;^8         


j/«       "23»  ^':j:p  ^22 
1  «22»  "11*  "12 


(^0' 


hl  der  Tliat  hat  für  ATj  =  X^  =  Xj  diese  Gleichung  in  r  gleiche  Wur- 
zeln und  die  Gleichheit  der  Nenner  dersellicn  Grössen  in  den  vorigen  Re- 
lütionen  stimmt  mit  den  Bedingungen  des  Kreises  überein.  (Art.  158.) 
Die  Bestimmungsgleichung  für  r*  erhält  die  Form  Ar^+  2^r'  +  C=ü 
mit  den  Coefficientehwecthen 
A=  ^/ + .  ,—2 $.,^8./— . . = —5(5—25, )  {s— 25.,)  (5—253).  (*'=*i + ^2 + h:  • 

£?        *""••  ä5|  S'fS'i  ^5f  ^1  COS^I  ■^~  •  *  /  »  ^  '       5*   ^  j     *y"  •  «  —  JSSn~  5«>    >ii«  Aq~~" •  •% 

und  hat  in  r^  stets  reelle  Wui*zeln.  Die  Untersuchung  derselben  auf  ihre 
Gleichheit,  auf  die  Gleichheit  ihi'cr  Zeichen  oder  die  Entgegensetzung  der- 
selben und  ihre  Gleichheit  hei  entgegengesetzten  Zeichen  liefert  die  be- 
kannten Unterscheidungszeichen  der  Kegelschnitte  Aviedcr. 

Aitfg,  8.  Wenn  ein  Kegelschnitt  einem  Dreieck  eingeschrieben  und 
die  Summe  der  Quadrate  seiner  Halbaxen  conslant  ist,  so  liegt  sein  Cen- 
trum  immer  auf  einem  aus  dem  Höhendurchschnittspunkl  des  Dreiecks  lie- 
schriebenen  Kreise. 

Aufg.  ^.    Wenn  der  gegebene  Kegelschnitt  auf  seine  Hauplaxen  be- 
I  zogen  ist,  so  dass  -^  -f-  '^  :==  1  seine  Gleichung  wird,    so  erhält  mui 

I  1111 

und  die  Gleichung  des  confocalen  Systems  in  der  Form 

und  somit-,  ,,0,  +  i.  «r»!  =1;  man  kann  überdiess  a*b^k  ab 
eine  Constante  durch  k  bezeichnen. 

Dass  durch  jeden  Punkt  zwei  Kegelschnitte  des  confocalen  Systems 
gehen,  folgt  schon  aus  der  allgemeinen  Natur  desselben;  man  zeige,  dass 
sie  immer  eine  Fllipse  und  eine  Hyperbel  sind  und  dass  sie  sich  recht- 
winklig durchschneiden.  (Art.  196.) 

Wenn  X  alle  Werthe  von  —  co  bis  +  c»  durchläuft,  so  entstellen 
alle  Kegelschnitte  des  Systems  und  den  Grenzvverthen  —  00,  6^,  a^  eui- 
sprechen  als  solche  der  concentrische  Kreis  mit  unendlich  gmssem  Halb- 
messer, die  Axe  x  als  Grenze  der  Ellipsen,  deren  Excentricität  stetig  mit  l 
gewachsen  ist,  und  die  Axe  y  als  Grenze  der  Hyperbeln,  welche  allen 
Werthen  von  X  zwischen  6'^  und  a'^  entsprechen ;  für  A  >  «-  erhält  man 
nur  imaginäre  Kegelschnitte. 


r 
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366.  Die  Bediogung,  unter  welcher  zwei  gerade  Lioien  recht- 
winklig  zu  einander  sind  (Art.  61), 

Jl^r  +  SslZ  +  SsSa'—   (S2V+  S3O  COS^,  —  (§31/+  liSsO  008^2 

—  (I1I2'  +  S2S1')  cos  ^3  =  0, 

ist  identisch  mit  der  Bedingung  (Art.  324),   unter  welcher   diese 
Geraden  zu  dem  Kegelschnitt 

^1^  +  ^2*+  l3^—  2l^^^cosA^—  213^1  cos^2  —  2gil2Cos^3==0 
harmonische  Polaren  sind ;  d.  h.  die  Beziehung  der  Rechtwinklig- 
keit ist  ein  besonderer  Fall  von  der  Beziehung  zwischen  harmo- 
nischen Polaren  in  Bezug  aur  einen  festen  Kegelschnitt.  So  tritt 
sie  auch  in  die  Sätze  ein;  es  ist  z.  B.  ein  specieller  Fall  des  Satzes 
Tou  dem  Durchschneiden  der  Verbindungslinien  der  entsprechen- 
den Ecken  zweier  in  Bezug  auf  deiiselben  Kegelschnitt  zu  einander 
conjugirter  Dreiecke  in  einem  Punkte,  dass  die  Höhenperpendikel 
eines  Dreiecks  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Die  Charakteristik 
der  individuellen  Kegelschnitte,  des  Kreises  und  der  gleichseitigen 
Hyperbel,  sowie  des  Grenzfalles  der  Parabel,  die  Beziehung  des 
Kegelschnittes  auf  seine  Hauptaxen,  die  Bestimmung  der  Brenn- 
punkte und  der  Directrixen,  alle  diese  metrischen  Charaktere, 
welche  der  Kegelschnittstheorie  angehören,  sind  als  abhängig  von 
dem  analytischen  Ausdruck  derselben  imaginären  Kreispunkte  er- 
kannt worden  und  überall  ist  hervorgetreten,  dass  dieselben  nur 
die  speciellen  Vertreter  eines  festen  Kegelschnitts  überhaupt  sind^ 
den  man  zur  Einheit  des  Maasses  benutzt.  Dass  darauf  alle  Me- 
trik beruht,  sowohl  die  der  Gebilde  erster  Stufe  oder  der  homo- 
genen Formen  mit  zwei  Veränderlichen  als  die  des  ebenen  Sy- 
stems überhaupt  oder  der  homogenen  Formen  mit  drei  Veränder- 
lichen, soll  im  Folgenden  kurz  nachgewiesen  werden. 

Wenn  a^iX^^  +  20^2^1^-2  "1"  «22 ^2^  =  ^  ^^^^  U  =  0  ein 
gegebenes  festes  Paar  von  Elementen  ist,  so  kann  die  Gleichung 
eines  beliebigen  andern  Paares  von  Elementen  desselben  Gebildes 
(erster   Stufe,    vergl.  Art.  336)  in    doppelter  Art    in    die   Form 

/'ii^i^  +  2a,.,a:,iC2  +  «22^2^)  +  ^  (^1^1  +  ^2*^2)^  =^  ^  ^^^^ 
[/  -t-  ArZ^  =  0  dargestellt  werden;   die  durch  die  beiden  Werthe 

von  L  oder  |,'ar,  +  §25^2=^  bestimmten  Elemente  sind  die 
Doppelelemente  der  durch  das  erste  mit  dem  zweiten  Paar  be- 
stimmten Involution.  In  Erinnerung  an  die  Bedeutung  der  Glei- 
chung S  +  Z^  =  0  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte,  welche  das 
System   der  den   Kegelschnitt  S  =  0  doppelt  berührenden   oder 
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ihm  eingeschriebenen  Kegelschnitte  bezeichnet,  kann  man  sageo, 
das  Paar  ü'  =  0  sei  dem  Paar  ü=0  eingeschrieben  und  die 
Elemente  X|  =  0,  Zj  &=:  0  (den  beiden  möglichen  Wertheo  vob 
L  entsprechend)  können  als  Centrum  und  Axe  der  Einschreibung 
bezeichnet  werden;  das  eine  von  ihnen  ist  das  conjugirt  harmo- 
nische des  andern  lin  Bezug  auf  das  gegebene  Eiementenpaar; 
wird  also  eines  durch  a:|ar2'—a:2a:i'=0  dargestellt  {wo  die  a:' Con- 
stanten sind),  so  ist  das  andere  nothweudig 

Wenn  man  nun  in  der  Gleichung  des  Art  326  SS' — /*s=:0, 
die  im  Art.  359  wiederholt  und  ganz  in  Bezug  auf  das  hier  eol- 
sprechende  Problem  gebraucht  worden  ist,  alle  x^  enthaltenden 
Glieder  verschwinden  lässt,  so  erhält  man  die  Identität 

(«11^1^  +  2öi2^t^2   +  «22 V)    («11^/^   +    2ai2^l'^2'  +    «22^'') 

—  {a^iX^Xy   +  0^2  (^1^2'  +  ^2^/)  +  «22^2^2'}^ 

=    (0,1  «22  — «12^)    (^1<  —  ^2^1')^ 

und  erkennt  aus  ihr,  dass  das  eingeschriebene  Elementenpaar  für 
$  als  eine  Constante  in  den  beiden  Formen 

(«11^1^+  2012^1  ^2''"  «22^2)   (fliiÄr/^  +  2aj2^l'^2'  +  «22^'*)**°^^ 
—  («11  «22  «12*),  (^1^2'  ^2^1')^   =   ^' 

(«11  ^1*  "H  ^«12^1  ^2  "I"  «22^2)  («u  ^1'^  "^  2a,2a:/a:2'  +  «22^2'*)  ^^^^^ 

—  {«11^1^1'  +  «12  (^1^2'  +  ^2^1)  +  «22^2^2'}*  =  ^ 
dargestellt  werden  kann,  jenachdem  von  den  Elementen 

^1^2" — ^2*'^i  ^^^  ^»  aiia;ja?j'  + 012(^1^^2  "^  ^2 ^'^i )  "I"  «22 •'^2''^  ^^^ 
das  erste  oder  das  zweite  als  Axe  der  Einschreibung  angesehen 

wird.     Behält  man  die  Bezeichnungen  Sy  S'  und  P  bei,  so  kann 

man  die  obige  Identität  in  der  Determinantenform 

S,  P 

P,    S' 

betrachtnahme  einer  dritten  Reihe  Xy\  x^',  wo  <S"  das  cDtspre- 
chende  S  und  P',  P'  die  mit  x  und  x'  zusammen  gebildeten  Polar- 
oder harmonischen  Gleichungen  bezeichnen,  also 

Jr     ^  ^11  •'^l  ^1        I     ^12  \**'l  ^2       i     •''2  »^l   /     •     «22*''l    ^  » 

erhält  man,  da  die  Determinante  rechts  verschwindet, 

P,  g,  P'  =Ooder  55'S"+2/>i>'/>"— 5i>"2— 5'i>'^— ^T'/^'^O; 
;  P,  P\  S" 
weil  aber  SS' cos»  9  =  i>*,  SS"  cos  *  9"  =  i»'«,  S'S"  cos»«' =  i^ 


=  (a,i  aj2  —  a,2») 


X4  f     Xn 

f  f 

X^  )    ^2 


schreiben  und  durch  In* 


j 


r 
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arc. 


ist,  so  wird  diess  durch  Diyision  mit  S^S^'  in 
{1  —  cos2  $  —  cos* 0'  —  cos*  ö"  +  2  cosÖ  cosö'  cosö"!  =3  0  über- 
geführt, d.  h.  in    (cosö  cos^  —  cosO*  =  (1  -  cos*  $)  (1  ~  cos*  ^) 
und  cos  (0  +  ö')  =3  cos  ff'  und  liefert  also  die  Relation 

i,  l  cos=-:;r:rz^  I  +  arc.  |  cos=3— —=  i  =arc.  i  cos=    .  __  i« 

V      /s^J^    \      V^y       \      Vssy 

367.  Au  die  Formeln  des  vorigen  Artikels  schliessen  sich 
die  folgenden  Erklärungen:  Denkt  man  unter  den  Elementen 
eioes  geometrischen  Gebildes  erster  Stufe  ein  Paar  E,  E'*',  als 
im?eränderlicb  —  man  nenne  es  das  absolute  Paar  —  so  kann 
jedes  Paar  von  Elementen  dieses  Gebildes  als  ihm  eingeschrieben 
angesehen  werden  und  bestimmt  dann  mit  ihm  zwei  Elemente 
als  Doppelelemente  der  erzeugten  Involution,  nach  dem  Vorigen 
zu  benennen  als  Centrum  und  Axe  der  Einschreibung.  Insofern 
das  betrachtete  Paar  dem  absoluten  eingeschrieben  ist,  wollen  wir 
es  ein  Kr  eis  paar  nennen  und  jene  Doppelelemente,  der  Invo- 
lution, die  das  absolute  und  das  Kreispaar  zugleich  harmonisch 
theilen,  sollen  Centrum  und  Axe  des  Kreispaares  heissen, 
mit  der  Bestimmung,  dass  jedem  von  ihnen  in  derselben  Betrach- 
tung derselbe  Name  (Centrum  oder  Axe)  verbleibe.  Aus  dem  Cen- 
trum und  dem  einen  Element  des  Kreispaares  bestimmt  sich  das 
andere  Element  desselben  in  einziger  Weise;  denn  zuerst  liefert 
das  Centrum  die  Axe  als  das  ihm  in  Bezug  auf  das  absolute  Paar 
harmonisch  entsprechende  Element,  und  das  zweite  Element  des 
Kreispaars  als  das  harmonisch  conjugirte  des  ersten  in  Bezug  auf 
Centrum  und  Axe.  Dann  ist  für  alles  Weitere  der  Begriff  der 
Aequidistanz  der  Elemente  grundlegend  und  wir  setzen  ihn  so  fest: 
Die  zwei  Elemente  eines  Kreispaares  sind  äquldistant 
vom  Centrum. 

Die  Metrik  der  Gebilde  erster  Stufe  gründet  sich  dann  mathe- 
matisch auf  folgenden  Prozess:  Sind  j^,  J^  zwei  Elemente  des 
Gebildes  und  wird  ein  drittes  Element  E'  desselben  Gebildes  so 
bestimmt,  dass  IP,  £'  ein  Kreispaar  vom  Centrum  E'  bilden; 
sodann  JET"  so,  dass  e!  und  E*'  ein  Kreispaar  vom  Centrura  E!'\ 
S'"  so,  dass  E!'  und  E!"'  ein  Kreispaar  vom  Centrum  S*'  sind, 
etc. ;  ferner  andererseits  ein  Element  E  so  dass  E!,  E  ein  Kreis- 
paar vom  Centrum  Ef^\  ET  so  dass  E^\  Efi  ein  Kreispaar  vom 
Centrum  jK'  sind,  etc.  —  so  hat  in  der  Reihe  . . . ,  E^^\  J^*\  E\ 


k  • 


fi    • 


fc*V 
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j^,  jE^,  jK",  E"\  ...  jedes  Element  von  den  ihm  nächst- 
benachbarten  Elementen  gleiche  Entfernung  in  ent- 
gegengesetztem Sinn.  Wenn  die  Elemente  Ey  ^  einander 
unendlich  nahe  waren,  so  wird  das  ganze  Feld  des  Elementar- 
gebiides  in  eine  stetige  Folge  von  unendlich  kleinen  und  einander 
gleichen  Elemenlardistanzen  getheilt;  die  Zahl  derselben,  weiche 
zwischen  irgend  zwei  Eleiiienten  des  Gebildes  eingeschlossen  ist. 
giebt  für  dieselben  das  Maass  ihrer  Distanz.  Für  drei  auf  ein- 
ander folgende  Elemente  K^  Ef ,  Bf'  gilt  dabei,  die  Relation 
Dist.  iE,  E")  +  Dist.  {E',  JST')  =  Dist.  [E,  Bf'). 

Ist  das  absolute  Paar  E,  E*  durch  a^^x^'-\-2a^^x^x.^-\'a^Y''^^'=^ 
dargestellt,   so  hat  das  Kreispaar   vom  Centrum  x   die  Gleichung 

[a^^x^^  -{-...)  (öj|d:i'^  +  . . .  )  cos'^d  — 
und  sind  x,  x    die  beiden  Elemente  desselben,  so  hat  man 

^11*^1*^1    "•    ^  i  •>  i  *^"  I  •^'>    "^•^'1   X<\\'^(ltyyX^X»)  Ci%kXt   Xt     "1    fll2'*^|  '^J       l*«*!     *l'2  '    ■  ^?-    ♦ 


/(«ii^i'  +  '-O  («11^1''+  ••• )  /(«ii^i"'  +  . . . )  (öiiV  +  - 

als  Ausdruck  der  Wahrheit,  dass  x'  und  x  von  x  gleich  wdl 
entfernt  sind,  fn  Folge  dessen  ist  die  Distanz  der  Elemente  £ 
und  X   eine  Function  von 

fitj  I  X\  X^     ^"    ^t2\*^*I  '^'"2       •"    *^''l   *^2'   "i      (Ity^X^Xt^ 

V[h\^\  +  . .  •  )  («11  ^1'*  +  •  •  •  ) 

deren  Form  deirch  die  Forderung  bedingt  ist,  dass  für  die  geord- 
neten Elemente  E,  E\  E"  die  Relation  besteht 

Dist.  [E,  E\)  +  Dist.  {E\  Bf')  =  Dist.  {E,  E'). 
Nach  der  Schlussformel  des  vorigen  Artikels  wird  derseiheii 
Genüge  geleistet,  wenn  man  voraussetzt,  dass  die  Distanz  von 
X  zu  X  einem  Bogen  gleich  sei,  der  den  letzterhalle- 
nen  Ausdruck  zu  seinem  cosinus  hat,  so  dass  die  Entfer- 
nung der  Elemente  x,  x  durch 

all/.     ^  CUa  ~      ■  ' — : — t:zl~ — —  

l  Vi^n^i^  +  .  •  •)  («11  ä:/'-^  +  .  .  .) 

und  was  nach  dem  vorige^)  Art.  damit  gleichbedeutend  ist,  durdi 

arc.  Ln  =  ^"^^^^  -"h^  ^-^'-^'-^^  ^  'V-^'^I'l    ausgedrückt   «inl- 


Die  beiden  Formen  der  Gleichung  des  Kreispaares 


«ii-^-'i 


2 


+ 


.)  [a 


lA^l 


f> 


+  2ay2_3c(x,y    +  a.ytX.p)  cos 


;2$ 


—  {«ii^ja^/  +  «,2(0:1  ^•./  +  .t'oa*,')  H-  «.,3^-20:2']^^^^^ 
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sagen  dann  gleichniässig  aus»  dass  die  Entfernungen  der  beiden 
Elemente  desselben  vom  Centrum  den)  Bogen  0  gleich  sind,  oder 
dass  6  der  Radius  dieses  Kreises  ist. 

Insbesondere  hat  mau  für  0=0  die  Relation  a^a-j' — a:/ar2=0 

d.h.  die  beiden  Elemente  fallen   zusammen,   und  für  ^  =\.   p''- 

giebt  sich  a^^a^x^'  +  a^2(-^]^2  +  ^2^1)  +  ö22'*^'2'^'2'^'^  ^  ^^-  '^* 
die  Elemente  x  und  o:'  bestimmen  mit  den  Elementen  des  abso- 
liiteo  Paares  ein  harmonisches  System.  Die  Distanz  zwischen  zwei 
in  Bezug  auf  das  absolute  Paar  harmonischen  Elementen  ist  daher 
eio  Quadrant  und  der  Quadrant  soll  die  Einheil  der  Distanz  sein. 

Wenn  insbesondere  (las  absolute  Paar  in  ein  doppeltes 
Element  zusammenfallt  (vergl.  Art.  P>G9),  so  fällt  das  harmonisch 
conjugirte  eines  beliebigen  Elements  in  Bezug  auf  dasselbe  mit 
ihm  zusamnlen  und  man  erkennt,  dass  jedes  Paar  von  Elementen 
als  ein  Kreispaar  betrachtet  werden  kann,  welches  das  harmonisch 
conjugirte  Element  des  Absoluten  zum  Centrum  hat.  Darnach 
kann  wie  vorher  das  Feld  eines  Grundgebildes  erster  Stufe  in 
imendlich  kleine  gleiche  Elementardistanzen  zerlegt  und  die  Ent- 
fernung von  z.wei  Elementen  des  Gebildes  durch  die  Anzahl  jener 
Elementardistanzen  gemessen  werden,  die  zwischen  ihnen  liegen. 
Aber  die  Einheit  der  Distanz  ist  willkürlich,  denn  der 
Begrilf  des  Quadranten  hat  keinen  Inhalt  mehr.  In  diesem  Falle 
ist  ö,,a22  —  (1^.2^  =  0,  d.  h.  die  Distanz  ist  als  ein  Bogen  vom 
simis  Null  gegeben;  durch  IJebergang  vom  Bogen  zum  sinus  und 
Unterdrückung  des  verschwindenden  Factors  erhält  man  für 
6,a:j  —  62^2)^  =  ^  ^'^  ^^*  absolute  Doppelelement  die  Distanz 

von  X  und  x'  =  ,; '  -  r  ?,    S-  -  , — /v   und   durch  Ein- 

(0,  a*,   —   ©2^2^    (^'j'^*!    ^2'*'2J 

ffibrung  eines  willkürlichen  Factors 

[b^Xi   —    ^2^2)  (^l**'!    ^l'^'l)^  ^1^1  ^2'*'2  ^l**^/ ^2^2 

368.  Das  System  der  einen  gegebenen  Kegelschnitt  5=0 
doppelt  berührenden  oder  ihm  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitte war  in  Punktcoordinaten  durch  S+  kL'^  =  0  für  L 
als  ein  lineares  Polynom  und  in  Liniencoordinaten  durch  Z+XTP:=Jd 
ausgedrückt;  wenn  Zi=^  0  die  Tangentialgleichung  des  Kegel- 
schnitts und  77=0  die  Gleichung  des  gemeinschaftlichen  Pols 
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der  Berühruogssehneii  —  des  Centrums  der  EinschreibuDg 
—  in  Liniencoordinaten  bezeichnet,  d.  b.  nacb  dem  Früheren  wenn 

ist,  fürdieGleichungderBerührungssehneXiZE^/a:,  +^2^0+^'^^=^^ 
d.  i.  der  Axe  der  Einschreibung.  Nach  Art.  359  ist  jene  Tan* 
gentialgleichung  auf  Grund  der  Identität 

in  den  beiden  Formen  darstellbar 

{J  +  A(^iJ/2.+  ...  +  2^i2Si'S2')}(-4nl,'  +  ...  +  2^,2$!^= 

Sind  dagegen  x  die  Coordinaten  des  Centrums,  so  ist  die 
Gleichung  der  Axe44iMli  a^lX^x^'  +  .. .  +  «12(^1^2'+  ^^1^2^==^ 
und  in  Folge  der  Identität  des  Art.  326,  d.  i. 

(«11^1^  +  ..  '  +  2ai2iriir2)  {a^iX^'^  +....  +  2a^^Xf^X2') 
—  {«11^1^1'  +  .  .  .  +  012(^1^2'  +  ^l'^2)}^ 

=  -4j  1(0^2  3^3  ^2*^Z)       I     .  •  •     I     2 -4j 2(^1^1  a?3        ^l^3J(^2''^3       ^2*J» 

sind  («^1^:1^+...  +  2 «12^1^2) (^11^1'^+  ...  +  2a,2a:ja;2')  cos^ 

—  iüi^x^Xi  +  .  .  .  +  «12(^1^2'  +  ^/^i)}^  =  Ol 
{^11  ^1   +.  • .  +  2 ai2iC|a:2)  (^ii^'^i'^  +  -  •  •  +  2a,2iCiiC2')  sin*ö 

zwei  äquivalente  Formen  des  eingeschriebenen  Kegelschnitts  for 
den  Punkt  x  als  Centrum  und  daher  die  Linie  von  den  Coordi- 
naten ^  (=  «ito:,'  +  a^2^2  +  ^\z^zy  ^^^'  respective)  als  Axe  der 
Einschreibung.     Dann  ist 

^iiii'^  +  .  .  .  +  2gi'^2'=  ^(«ii^i'^  +  .  .  .  +  2  0,2^:1  V). 
Damit  endlich  aber 

(^11^1^+   .  .   .    +    20,2^1^2)    (^11^1'^  +    •  .  .     +    2flj2^l'^2') '^''^ 

—  {^11^1^1'  +  •  . .  +  ^12(^1^2'  H"  ^i'^2)}^  =  0 
mit  der  vorausgesetzten  Form 

rt|,a:,^  +  .  .  .  +  2a|2a:ia:2+  ^{l\ix:^  '\'i't^2'^^^^^)^==^0  oder  mil 
^it^i^+".  +2aj2^i^2+^{^ir'^i^i  "l"  •••  +  <»i2(^i*'^2'+^i  ^2^}'^^ 
übereinstimme,   muss    A  = 


sein  oder  A  = 


~~      -—^-rzr. o-T.      Dann  enl- 


(^ii^r'H-  ...  +  2^,2li'l2')*^os2ö 


.„xr  +  . . .  -  sr-,  ., 

a:,«,-  +  .  . 

'„',','  +  • . 

•  +  «„(V 

'„':'<  +  ■ 

■  +"|.(«," 

S,  P,  C 

erhält  mau  die  IdeiiLität 

P,  S',  P" 

P\  P",  g- 

Theorie  der  Distanz  fflr  Gebilde  iweiler  Slufe.   i 

üpringt  aus  den  obigen  äquivalenten  Formen  der 
daü  Paar  der  Formen  der  Tangentlalgleicbung  c 
schriehenen  Kegelschnitts 

'^„|,'  +  ...  +  2.4„|,|,1(-4mI/*  +  -.-  +  2 

-{^„|,V  +  .  .  .  +  ^,j(|,i,'+ 1,%)] 

M„|,'  +  .  .  .  +  2^„S,|j)  M„|,''  +  .  .  .  +  S 

Mit  den  Symbolen  "11^1'+  ■■•  +  ^a^x^x^^S,  1 


=  J  I 


daher  für  drei  Punkte  in  gerader  Linie,  als  für  w 
siehende  Determinante  verschwindet,  wieder  •wie 

s[äf^'  —  P"^)  +  P[P'P  -  PS")  +  p'(pp"- 

il.  h.  nach  den  vorher  entwickelten  Relationen 
arc.  cos  (^-7=  )  +  arc.  cos  {=    ,     .^]  =^  arc. 

369.  An  die  Formeln  des  vorigen  Artikels 
dann  wieder  die  folgenden  Erklärungen :  Man  den 
schnitt  innerhalb  des  ebenen  Systems  als  unverä 
nennen  ihn  den  absoluten  Kegelschnitt  — 
nächst  die  Theorie  der  Art.  366,  367  in  folgenden 
mit  demselben.  Jedes  Gebilde  erster  Stufe  hat  m 
Kegelschnitt  zwei  Elemente  gemein  —  nämlich  < 
das  Paar  der  Schnittpunkte,  ein  Slrahlbüschel  di 
rührenden  Strahlen  —  welche  das  absolute  Paar 
liefern.  Insbesondere  wird  f&r  die  Tangenten  des  . 
Schnitts  als  Träger  von  Reihen  das  Paar  der  abs< 
ein  Paar  zusammenfallender  Punkte  und  für  die  P 
lulen  Kegelschnitts  als  Träger  von  Büscheln  ein  I 
fallender  Strahlen.  Die  Theorie  der  Distanzen  fü 
von  allen  diesen  Gebilden  erster  Stufe  ist  in  den  gei 
begründet  und  es  bleibt  nur  die  Vergleich  hark  ei 
einem  Gebilde  zum  andern  zu  begründen.  Diess 
einfach  durch  die  Voraussetzung,  dass  die  Einhe 
für  dieselben,   der  Quadrant,   von  einem 


^ 
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andern  und  für  alle  Gebilde  des  Systems  dieselbe 
Grösse  sei  •—  eine  Voraussetzung,  die  darin  schon  im  Voiigen 
stillschweigend  gemacht  ist,  dass  der  Quadrant  durch  das  Symbol  ^  % 
bezeichnet  wurde.  Nennt  man  dann  den  Pol  einer  Geraden  in 
Bezug  auf  den  absoluten  Kegelschnitt  den  absoluten  Pol,  die  Polare 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  den  absoluten  Kegelschnitt  die  al)so- 
lute  Polare,  so  gilt  nach  den  vorigen  Formeln  das  Gesetz,  dass 
die  Distanz  von  zwei  Punkten  oder  von  zwei  Geraden  der  Distanz 
der  absoluten  Polaren  oder  der  absoluten  Pole  derselben  respec- 
tive  gleich  ist.  Als  Definition  für  den  BegriiT  der  Entfernung  eines 
Punktes  von  einer  Geraden  dient  dann  die  Bestimmung,  dass  die- 
selbe das  Coroplement  der  Entfernung  der  absoluten  Polare  des 
Punktes  von  der  Geraden  oder  das  Complement  der  Entfernung 
des  absoluten  Pols  der  Geraden  vom  Punkte  ist;  dann  ist  die 
Entfernung  des  Punktes  und  seiner  absoluten  Polare  oder  der  Ge- 
raden und  ihres  absoluten  Pols  ein  Quadrant,  das  Complemenl 
von  Null. 

Mittelst  des  absoluten  Kegelschnitts  wird  jede  geradlinige 
Punktreihe  und  jedes  punktförmige  Strahlböschel  in  eine  unend- 
liche Reihe  unendlich  kleiner  Elementardistanzen  getheilt,  die 
einander  gleich  sind:  ihre  Zahl  zmschen  zwei  Punkten  der  Reibe 
oder  zwischen  zwei  Strahlen  des  Büschels  misst  die  Distanz  zwi- 
schen diesen  Punkten  oder  Strahlen.  Mittelst  des  Quadranten  ver- 
gleicht man  die  Distanz  zweier  Linien  mit  der  Distanz  zweier 
Punkte;  die  Distanz  eines  Punktes  von  einer  Geraden  kann  ebenso 
als  Distanz  von  zwei  Punkten  \^ic  als  Distanz  von  zwei  Gerade« 
dargestellt  werden. 

Nennt  man  dann  einen  dem  absoluten  Kegelschnitt  einge- 
schriebenen Kegelschnitt  einen  Kreis  und  das  Centrum  und  die 
Axe  der  Einschreibung  das  Centrum  und  die  Axe  des  Kreises, 
so  sind  offenbar  alle  Punkte  des  Kreises  äquidistant  vom  Ontruin 
und  alle  Tangenten  desselben  äquidistant  von  der  Axe  desselben 
und  die  letztere  Entfernung  ist  das  Complement  der  eiferen. 

370.  Damit  crgiebt  sich  die  analytische  Ausdrucksforni  der 
gewonnenen  Begriffe.  Ist  a^^x^  +  .  .  .  +  2ay2X^x^  =  0  die 
Gleichung  des  absohilen  Kegelschnitts  in  Punktcoordinaten,  als'J 
•^11^1^  +  .  .  .  +  2Ay,lyl,^  =  0  seine  Gleichung  in  Liniencoordi- 
naten,  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises  vom  Centrum  x'  In  Punkl- 
coordinaten  entweder 


r 
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—  /«ii-r,  a:,'  +  .  .  .  +  «12(0:10:2'  +  oc^'x^)  |^  =  0  oder 
(«II  a?!*  +  •  •  •  +  2  «12 ^1^2)  (^^11  ^'1^  +  •  •  •  +  2aj2^i'^->')  sin  ^6 

und   nach  dem  ganz   analogen  Gedankengange   wie  im  Art.  367 
erhält  man  die  Distanz  der  Punkte  x,  x  in  einer  der  beiden  Formen 

arc.  /cos=  «ii5i5l  +^JL--+  ^12(^1^2^  +  ^2^il        .1    Hpp 

l  /(fliia:i^+-..+2aj2iria:2)(öi,o:/2-|-...-(-2aj2ir,'a:.2')  j 

ß     Ijjn—-.  7/   ^1 1(^2^3        ^2  ^3)     1    ■"    I   2^1 2(^1  ^3        ^1  *^3/(^2^3 ^'2  ^^3)  I 

I  r      (a,,a:,"^Hf-  ...  +  20,2^1^2)  («11^1''^ +•••+ 2öi2^i '^2')  I 

und  nach  der  am  Schluss  des  vorigen  Artikels  gewonnenen  Relation 
für  die  Distanzen   von   drei   Punkten   in   einer  geraden  Linie' 
Dist.  [E,  Hf)  +  Dist.  {E\  E")  =  Disl.  {E,  E"). 
Sind  dagegen  ^'  die  Liniencoordinaten  der  Axe  der  Einsclirei- 
bimg,  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises  in  Liniencoordinaten 

(^„1,^  +  . . .  +  2./,2^'i^2)  iAiir  +  • . .  +  2^,2^1  V)  s'"'^ 

-  {^iJil/  +  .  .  •  +  ^i2i^jV  +  §7^2)}' =  0  oder 
(^nS,"  +  .  .  .  +  2^,25il2)  (^11 S/'  +  .  .  .   +  2^,2^1  V)  cos^Ö 

und  die  Distanz  der  geraden  Linien  von  denCoordinaten  |,  §'  ist  daher 


.u'c.  )  cos  = 


«der  

r    r  (^nSi^+... +2^,,i;y  (^,iij'^+...+2i,2^iV/' 

[ndem  man  endlich  in  den  ersten  von  den  Formeln  dieser 
und  der  vorigen  Gruppe  die  x'  durch  A^^^^+Ai2^'-^Ay^^^\eic. 

oder  die  ^  durch  fliia:|+ö^2^2+''i3^3'  ^^^'*  "^^  zugleich  arr.  cos 
durch  arc.  sin  ersetzt,  erhält  man  ffir  die  Distanz  des  Punktes  o: 
von  der  Linie  |'  den  Ausdruck 

l  K  («11  a:,'^  + . . .  +  2  a,2^'i^'2)  (^ii^i    +  •  • .  +  2v4,2S,  ^2  ) 

371.  Wenn  man  den  absoluten  Kegelschnitt  als  in 
ein  Punktepaar  degenerirt  denkt,  so  vertritt  die  Verbin- 
dungslinie derselben  den  absoluten  Kegelschnitt  als  Ort,  denn  si«: 
enthält  alle  die  Punkte,  von  welchen  aus  an  ihn  zwei  zusammen- 
fallende Tangenten  gehen;  eine  geradlinige  Punktreihe  hat  daher 
mit  ihm  nur  ein  Paar  zusammenfallender  Punkte  gemein  und  die 


n 
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Metrik  aller  geradlinigen  Reihen  des  Systems  kommt  daher  auf 
den  speci eilen  Fall  zurück,  dessen  im  Art  367  am  Schlüsse  ge- 
dacht ist  und  der  für  einen  wirklichen  absoluten  Kegelschnitt  nur 
für  diejenigen  Reiben  eintritt,  deren  Träger  diesen  berähreo. 
Weil  dagegen  jeder  Punkt  des  ebenen  Systems  —  mit  alleiniger 
Ausnahme  derer,  die  in  deii  absoluten  Geraden  liegen  — mit  den 
beiden  Punkten  des  absoluten  Kegelschnitts  ein  Paar  von  Tangenten 
d.  h.  Verbindungslinien  bestimmt,  so  bleibt  die  Metrik  des  Strahl- 
büschels  durch  die  allgemeinen  Formeln  des  Art.  367  gegeben. 
Die  Vergleichbarkeit  der  Distanzen  von  Punkten  in  verschiedenen 
Geraden  fallt  hinweg  mit  dem  Verschwinden  des  Quadranten  als 
der  aligemeinen  Einheit  der  Distanz.  Nennt  man  aber  einen  durch 
die  beiden  Punkte  des  absoluten  gehenden  d.  h.  demselben  ein- 
geschriebenen Kegelschnitt  einen  Kreis,  so  kann  derselbe  zur  Ver- 
gleichung  solcher  Distanzen  in  verschiedenen  Geraden  dienen. 
Der  Pol  der  absoluten  Linie  in  Bezug  auf  ihn  oder  der  Durcb- 
schnittspunkt  der  von  den  Punkten  des  absoluten  Kegelschnitts 
an  ihn  gehenden  Tangenten  wird  sein  Centrum,  jene  Linie  seine 

.^  Axe  der  Einschreibung  genannt  und 

/•■  *  es    wird    vorausgesetzt,    dass  alle 

Punkte  des  Kreises  äquidistant  sind 

-.C  von  seinem  Centrum.   Die  Constnic- 

tion   des  Euklid,  um  durch  einen 

Punkt  Ä  eine  Linie  AD  oder  JD' 
/ 
y'  von   gleicher  Länge    mit   der  be- 

^"' "*  grenzten    geraden    Linie  ^C  zu 

ziehen,  gilt  nach  den  hier  gemachten  Voraussetzungen:  Man  zieht 
AB^  construirt  über  ihr  das  gleichseitige  Dreieck  ABE,  verlängert 
seine  Seiten  EA,  EB  über  A  und  B  hinaus,  um  von  B  aus  auf  die 
letztere  BF=BC  abzutragen  und  dann  aus  E  mit  dem  Kreise  durch  f 
die  erstere  in  D  zu  schneiden.  Denn  durch  sein  Centrum  und  einen 
seiner  Punkte  ist  jeder  Kreis  bestimmt,  weil  die  beiden  Geraden 
vom  Centrum  nach  den  Punkten  des  absoluten  Kegelschnitts  zwei 
Tangenten  sammt  ihren  Berührungspunkten,  also  mit  jenem  Punkte 
fünf  Elemente  bestimmen,  denen  nur  ein  Kegelschnitt  entspricht. 
Da  aber  die  Längeneinheit  in  der  Metrik  der  geradlinig<*o 
Punktreihe  unbestimmt  ist,  so  fällt  die  Möglichkeit  einer  Ver- 
gleichung  der  Distanzen  innerhalb  der  Reihe  mit  solchen  inner- 
halb des  Buscheis  hinweg. 
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Die  Distanz  eines  Punktes  von  einer  Geraden  kann  aber  mit 
der  Distanz  zweier  Punkte  verglichen  werden,  sobald  man  fest- 
setzt, dass  sie  die  Distanz  desjenigen  Punktes  der  Geraden  von 
ihm  ist,  in  welchem  der  zum  absoluten  Punktepüar  mit  der  Geraden 
coDJugirt  harmonische  Strahl  sie  schneidet,  welcher  von  dem 
Punkte  ausgeht. 

Wenn  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte  des  ~  absoluten 
Kegelschnitts  durch  y  und  y"  bezeichnet  sind,  so  wird  seine 
Gleichung  in  Liniencoordinaten 

2(yi'Si  +  y{^  +  yil^  {y(%  +  yi\  +  y%l^  =  0, 

die  ^,j,  ^22»  -^33»  ^3»  ^31»  ^vi  erhalten  die  respectiven  Werthe 

2^1  y\   ,  2^2  1/2  ,  2^3  2/3   ,  ^2  ^3    +^2  ^3  i  ^3  ^1    +2^3  2^1  »  Vi  2^2    +2^1  2^2  ' 

A  wird  gleich  Null.    Die  Gleichung  der  absoluten  Linie  ist 

2 


Vi'»  2^2'»  2^3' 
//       //       tt 

Vi  1   2^2  »  2^3 


=0;  J(a^^x{^  +  •  •  •  +2ai2X^x.^ 


x^  , 

^2  » 

a^3 

/ 

/ 

/ 

2^1  > 

2/2  1 

2/3 

// 

ff 

ff 

2^1   » 

y% , 

2/3 

entspricht  in  der  That  dem   vorausgesetzten  Falle.   (Vergl.  Anm. 

Art  359.) 

Äufg.  1 .  Für  die  Distanz  zweier  Punkte  x^  x  erhalt  man  den  Quo- 
tienten von 


x^  ^  x^  t  Xi^ 

yl »  2/2'  >  2^3' 


x^  , 

^2  >  ^% 

H 

^1     7 

f     f 

X<i   ,  X'^ 

>  durch 

ff 

ff        ff 

1 

y\ » 

Vi  .  Vi 

j 

^1  > 

X2 ,  ^3 

yi  > 

2^2  »  2^2 

ff 

//     // 

y\  ^ 

2^2  >  2^3 

Xj     ,    X2     y    X.^ 

yi  » 2^2  »  2/3 


.) 


^fi/*^.   2.    Für  die  Distanz  der  beiden  geraden  Linien  £,  ^  folgt 
oder  arc. 

^t//*^.  3.    Die  Entfernung  des  Punktes  x  von  der  Geraden  §'  endlich     ^ 
ist  durch  Uebergaug  vom  Bogen  zum  sinus  und  Unterdrückung  des  ver-  ^^ 
schwindenden  Factors  gleich  dem  Quotienten  von  (S/ar^  +  ^'ix:2+^'x^)' 

durch  das  Product    v.',  Vo\  Vn   j/2{y^%'  +   .  .  .  )  (y/'S/  +  .  .T). 


yi  '  2^2  »  ^3 

2/1  »  2^2  »  2^3 

^t//*^.  4.   Wenn  man  die  Tangenlialgleichung  des  absoluten  Kegel- 
schnitts in  der  Form 

1,2  +  §2^  +  I32  -  2^3  cos  A^  —  2yj  cos  A,  —  2|,l2  cos  4,  =0 
voraussetzt  (Art.  363),  welches  sind  die  specicllen  Formen,  die  die 
vorigen  Relationen  annehmen?   Man  kann  dann  setzen:   y^  =  y^'  =  1, 

^2= — 008^^3  —  fSin^3,  ^3== — COS^2'l"'Sl"-^2»  ^2 '^^^ C0Su^3  4-fsin>43, 

^3"= — cosy^2 — tsin^2  ^vo  f==^ —  i  ist,  und  erhält  bekannte  Formeln. 

Salmon ,  Anal.  Gobni.  d.  Kog-Hschn.  2.  Aufl.  32 


*.  ♦    (' 


ü».  I    . 
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arc 


Aufg.  5.  Setzt  man  y^ ': yj' •  ^3'=  1'  iiO,  y"\ y^'\ ^3"=  1  '• — «:ö 
so  ist  die  Gleichung  des  absoluten  Kegelschnitts  auf  ||'^  +  ^^^  =  0 
oder  ^^  +  ^^  =  0  reducirt  oder  er  besieht  aus  den  zwei  Punklen. 
in  welchen  das  «Linienpaar  (oder  der  Kreis  vom  Radius  Null  uacli 
dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch)  ar^  +  y^  =  0  die  unendlich  ent- 
fernte* Gerade  2:  =  0.a:  +  0.y  +  1  =0  schneidet;  der  durch 
.T^  +  y^=0  dargestellte  Ort  rauss  nach  der  Definition  des  Art.  369  ein 
Kreis  genannt  werden,  weil  er  durch  das  Punktcpaar  des  absoluten  Kegel- 
schnitts geht.  Die  Substitution  liefert  als  Ausdruck  der  Distanz  derPankle 
x^  y  und  x\  y  wegen  der  Reduction  der  Determinantenproducle  auf 
[y  —  y'+  K^ —  •'^^'J  Cv  —  y —  *(^ — ^')]  ^^^  ^^  ^^^  bekannte  Formel 

Aufg,  6.  Ebenso  erhält  man  für  die  Distanz  der  Linien  £,  %  ^;  ^,ij\S' 
.  ^  cos=  — — ^Z_*r— '  -'-' >  oder  arc.  <  sin  =  -7^r_^=?=-^:i=T^ >• 

Und  der  Abstand  des  Punktes  x,  y  von  der  geraden  Linie  ^,  ff,  ^isi 

In  der  elementaren  Metrik  des  ebenen  Systems 
bilden  also  die  imaginären  Kreispunkte  im  Unend- 
lichen den  absoluten  Kegelschnitt  und  liefern  das 
Maass  aller  geometrischen  Grössen.  Damit  schliessen 
sich  die  Entwickelungen  der  letzten  Art.  und  die  der 
Art.  363  — 365  zu  einem  Ganzen  zusammen.  Die  Einheit 
des  Längenmaasses  ist  willkörlich,  die  Maasseinheit 
im  Strahlbüschel,  d.h.  die  der  Winkelgrössen,  ist  der 
rechte  Winkel,  das  harmonische  Paar  des  absoluten 
Kegelschnitts.  Diese  Ungleichartigkeit  stört  die  Dua- 
lität metrischer  Gesetze  in  der  Geometrie  der  Ebene*). 

372.  Die. Frage  nach  dem  Flächeninhalt  der  Kegelschnitte 
ist  zwar  im  Kap.  XIV  als  Beispiel  von  der  Methode  des  unendlicii 
Kleinen  behandelt  worden;  aber  es  erübrigt  ihre  Erledigung  für 
die  allgemeinen  Gleichungen  und  in  trimetrischen  Coordinaten  im 
Anschluss  an  die  Erg^ebnisse  des  Art.  66  und  die  Theorien  der 
letzten  Abschnitte.    Wir  erledigen  sie  in  den  folgenden  Aufgaben. 

Aufg,  1.    Miin  soll  den  Inhalt  der  vom  Kegelschnitt 
a,ja:j^  +  ...  +  2a, jo:, 0^2  =  0  mit  der  Geraden  öjar,  +...  =  ^ 
eingeschlossenen  Fläche  ausdrucken. 

>Vir  denken  die  trimetrischen  Coordinaten  als  die  normalen  Abstlnde 


*)  Sie  verschwindet  in  der  Geometrie  der  Kugel  und  diese  eeigt 
dämm  auch  die  vollständige  ungestörte  Herrschaft  des  Gesetzes  der 
Dualität. 


k 


r 
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von  den  Fundamentallinien,  so  dass  s^x^  +  ^2^2  "^  s^x^  =  M  der  doppelle 
lohall  ihres  Dreiecks  ist.   Wenn  dann  die  Gerade  den  Kegelschnitt  in  z\Vei 


Punkten  y,  z  schneidet ,  d.  h.  wenn  £„  = 


a 


jn 


<^I2?    ^13'    ^1 


«21?    ^3^22» 


«23)    «2 


^31  J    ^32»    ^33'  /f'{ 


a 


1  > 


«2    >    ö,j    , 


0 


positiv 


ist*),  so  liefert  die  Elimination  der  Veränderlichen  x  zwischen  der  Glei- 
chung der  Geraden,  der  des  Kegelschnitts  und  der  Gleichung  ^^x^  +  ,„r=0 


die  Bedingung 


'^ii'  ^12»  ^13?  ^1» 

«21»    ^'22»    ^23  >    ^2' 
^^31»    ^32»    ^.33»    ^3» 


«( 


a 


1    >    "2    »    "3    » 


a. 


0  ,  0 


=:=  0  oder  setzen  wir  2^|  r=  0 


und  entwickelt 

^11  J|    +^2^2    +-^3313    +  2A25I2I3  +   2A3,  Igl,  +  2Ai2l|S2=^ 

für  die  durch  die  Schnittpunkte  y,  z  gehenden  Geraden,  so  dass 

A^^i^^  +  ...  +  2  A.jlilj  =  (g,y,  +  .  .  .)  (I,  ^1  +  .  .  .) 
itein  muss  und  daher  die  Relationen  gelten  A]| :  A22'  ^3*  ^^23'^-^3i'^^i2 

=yiM-y2-r  ^3^3  •  ^^2^3  +  ^3^2)  •  Cy3^i  +  yi-3)  •  (^1-2  +  ^22^1)- 

Setzt  man  ^jj:y, rj=etc.  =  d,  so  hat  man  üherdiess  s^y^  +  ...=i>/, 
«i^j  +  , . .  =  itf  und  erhält  durch  Miiltlplication 


dM^=  Aj,5,^  +  A22^2^  +  •  •  •  +  2Ai2  5|*'f2»   *^*^  rechts  stehende 


Grosse  giebt  durch  ihr  Verschwinden  die  Bedingung,  unter  welcher  die 
gegebene  Gerade  einer  Asymptote  des  Kegelschnitts  parallel  ist  und  da 

sie  nach  dem  Vorigen  durch  £as  bezeichnet  w^erden  kann,  so  ist 
6]lpz=:2!^g  und  mittelst  der  vorher  gefundenen  stetigen  Proportion 
'''(^2-3  —  ^3^2)^  =  ^(^23^  — ■  A22A33)  =  4ai2.^«,  also 

y-ih  "^  .V3*2  ^^^ T~'  ^^i»  '*"^  gleiche  Weise  folgen  die  Werthe 


y^  *i       2/1  *3  ■; — 


2i1f«{2;^)i 


a 


2 '  y\^2     2/2  *  1  ■ — 


iM*{ir„)i 


fiS 


a. 


3- 


Subslituirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  des  Art.  G6  für  die 


Entfernung  zweier  Punkte 

^2^  *,^_^  {^^1^2--y2-l)^  +  -.--2(y22^3--y32:2)(y3-l--yi*3)^OS^3— ..}, 

SO  erhält  man  für  die  Länge  der  Sehne  yz  den  Ausdruck 

^^aj^+öj^+a-j^ — 2a2Ö3COS^j—2ö3f/iCos^2~"2«, «2^05^3). 


■        '"tLS*      iin     "'\ 


iK\) 


•)  Nach  derselben  Bezeichnung-wäre  die  Gleichung  des  Kegelschnitts 
in  Tangentialcoordinaten  2^^=0  (Art.  324)  durch  2S  =  0  wiederzugeben; 
die  Indices  bezeichnen  den  Saum,  welcher  so  zu  sagen  an  der  Discri- 
ininante  rechts  und  unten  angebracht  ist;  die  nachher  vorkommenden 
Doppelindices  bezeichnen  analog  die  Säumang  mit  zwei  Keihen. 

32* 


♦.« 
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«:, 


Hier  giebl  die  Parenthese  durch  ihr  Verschwinden  die  Bedingung,  unter 
welcher  die  gegebene  Gerade  a^x^  -|-  .  .  .  =  0  durch  einen  der  uneod- 

lich  fernen  imaginären  Kreispunkte  gehl;  ersetzen  wir  sie  also  durch  Ä«. 
Ist  dann  ferner  a^Xi  +  ...  —  kis^Xi  +...)t=0  eine  zur  gegebenen 
Geraden  parallele  Sehne,  so  kann  der  Ausdruck  ffir  die  Distanz  ihrer 
Schnittpunkte  durch  Substitution  von  a^  —  Xs^,  a^  —  >l^2'  ^3-^^s  io  ^^ 
£a  und  Ka  des  vorigen  Ausdrucks  erhalten  werden  ujid  liefert  dann 

gl'  =  *ff  )«''  \^-  -  2i-S:  +  i^£'.}{KZ  -  2i/C  +  riC}, 
mit  den  Symbol bedeutungcn 

K's^  5,2  +  $2^  +  «3*  —  2^2*3  COS^,  —  2«3$tC0S>^2  —  2$iS^cosAyi 
rt ,  ^j  +  «2^2  "!■  ^3*3 (^2*3  4"  ^3*2)  ^'^^-^i  — (03^1  +  a^S^)C0sA2 («i  *2 +Mikw^ 


a 
a 
a 


2n 

31» 

'1» 


^121  ^13»  *1 

/*22»  ^23  >  *2 

^32»  ^33»  *3 

*2i  *3»  ^ 


X  = 


a 
a 


a 


11»    ^12» 

21»  ^22 > 

31»    ^32» 


a 


1» 


a 


2» 


^13'  *i 

«23»  *2 

^33»  *3 

«8»  Ö 


Den  normalen  Abstand  i^der  Geraden  a^x^  +  •••  — ^(^1^1  ~i~  --O^^^ 

von  der  unendlich  nahe  benachbarten  Parallelen 

a^Xi  +  . . .  —  (X  +  </X)  (5,0?,  +  . . .) =0  liefert  die  Formel 

f  = T-T  (vergl.  Art.  371)  und  das  Flächenelement 

welches  von  ihnen  mit  der  Kegelschnittlinie  bestimmt  wird,  ist  daher  ge- 
messen durch  das  Product 


{2::  — 2A2i  +  X^Ifs}idL 


Für  die  Ellipse »  d.  h.  2?^  <  0  giebt  die  Integration  den  unbestimm- 
ten Inhalt 


s^SjS^M 


KU-^J]  -(-2f— 2:-?J)arc 


sm =  — 


^^.-K 


(S^  -  £:£l)i 


dag«gen  fOr  die  Hyperbel  d.  Ii.  £',1>-0 


-fcaDsl.: 


i«(-s;)4|(.z:2;-2f)iog[(i2;-ii)+-2::4(^-2ii;'+i»2;)tij  "^  ^ 

Pflr  die  Parabel  vereinfacht  sich  durch  ^=0  derselbe  Aiudrad 


+  consl. 


y^t//^.  2.    Wenn  die  Gerade  a,  a:,  +  ...  —  X  (5,  ar|  +  . .  .):=  0  «len 

Kegelschnitt  berührt,   so  ist  2^ — 2l£^  + l'^i:'s=0  und  man  eriiali 
daraus  zwei  VVerthe  l^,  Xj  des  Parameters  l,  welche  der  Berahrung  eit- 

sprechen.    Sie  sind  (A^ ,  Xol^^—"         «     .     «    * 


-s; 


und  daherimmer  reell 


Die  FläcLeo  der  KcgelKchniUe.    Art.  373. 

Für  die  Ellipse  und  TOr  die  Hyperliel,  wenn  £ä^  —  £^£','>0  isl  od( 
gegebene  Gerade  mit  ihr  zwei  Punitlc  gemein  liat,  die  niclit  durcl 
Unendliclic  getrennt  sind.  Wenn  man  dann  von  il=:^0  bis  l!=^^  intei 
so  erhalt  man  unler  Berückaichtigung  der  ßelaliun  J^,=2!^£f,^ 
(filr  d  als  Discriminanle  des  Kegel  seil  nllts] 

Äufg.%.  DielnLegralion  zwischen  \=^l.y  und  li^lj  giebl  \^\ 
Inhalt  der  Ellipse  den  Ausdruck  -'  *  ' 

gleich  Null  und  Tür  ^^0,  d.  b.  den  Grenzfall  der  Parabel,  unen 
gross. 

Aufg,  4.  Fär  das  hyperbolische  Segment  gtebt  die  bilegration 
sehen  i=0,  l=;ij 

Äufg.  5.    FQr  das  parabolische  Segment  Iterert  die  lutcgratioE 

i— 0  bis  1=^2:  2Z^  den  Ausdruck  ■/ . 

Aufg.  6.  Setzt  man  den  Kegelschnitt  als  ein  Paar  von  Cei 
vuraus,  so  sind  £^  und  ^,  positiv  und  wegen  J^O  ist  2^=2f^ 
das  Plichcnelemcnt  erhalt  den  Ausdruck 

^i*  = -^^^^{{K)^  —  i(^)*}di  "'«'  •■'*!  Integration  von  1 

bis  i=(£^:  ^)j  glebl  den  InlialL  des  Dreiecks,  welches  diese  Gei 

»  >  t  M      K 
mil  der  Linie  a.x,  +  ...=0  bilden,  in  der  Form i-i-i 

Habcu  die  den  Kegelschnitt  bildenden  Geraden  die  Glelchu 
t,ar,  +  .  .  .  =  0,  c^x^  +  ...  ^  0,  so  sind 

\b^,  c^,  a(F  \b^,  c^,  S||  \o^,  &|,  sJ    a|,  c 

^=-J- Uj,  Cj,,  aJ,  lf,  =  \\b^,c^,sL    £^  =  L,  ftj,  sJ  .  k,  c 

und  man  erhalt  für  die  von  drei  Goraden  a,a;,  +  .;.=0,  6,  x,  +  ...: 
c,  a;,  +  .  .  .  =  0  eingeschlossene  FlScho  (wie  in  Art.  75) 

K.  &i.  c,i* 

2  |S|,  6,,  C|[  |S|,  C|,  S]!  |$„  a„  (]| 

Sj,  6j,  C]    ^,  c^,  "i    $2,  Sj,  62 
Isj,  6j,  C3I  jsj,  Cj,  fljl  |f,,  o^,  ÖjI 
373.   Uic  Erkenntniss  der  wahren  NaUir  der  nictrtsclien  F 
lioneii  gestaltet  ferner  in  verschiedenen  Fällen,  die  wabrliaft 


•i02 
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gemeine  (lestalt  von  geometrischen  Sätzen  aufzuümlen,  welche 
durch  darein  eingehende  metrische  Relationen  aus  jener  Sphäre 
von  Wahrheilen  ausgeschlossen  sind,  die  das  Princip  der  Dualität 
verbindet.  So  ist  es  in  dem  Falle  des  Satzes  (Arl.  162,  Aufg.  4) 
von  der  Berührung  der  einem  Dreieck  eingeschriebenen  Kreise 
mit  dem  Kreise,  welcher  die  Mittelpunkte  der  Seiten  des  Drei- 
ecks enthält.  Wir  haben  bereits  auf  dem  analytischen  Wege  im 
Art.  359,  Aufg.  2  die  allgemeinere  Form  bewiesen,  welche  dem- 
selben zukommt:  Die  vier  Kegelschnitte,  welche  dieselben  drei 
Punkte  oder  Tangenten  haben  und  zugleich  einen  festen  Kegel- 
schnitt doppelt  berühren,  werden  sämmtlich  von  einem  Kegelschnitt 
berührt,  der  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitt  auch  in  doppelter 
Berührung  ist.  Die  Auffassung  der  imaginären  Kreispunkte  als 
eines  Kegelschnitts,  welcher  mit  den  eingeschriebenen  Kegelschnit- 
ten eine  doppelte  Berührung  hat,  führt  ohne  Weiteres  zu  ihr.  W^enn 
der  gemeinschaftlich  berührende  Kreis  die  Höhenfussponkte  des 
Dreiecks  enthält,  so  erkennt  man,  dass  der  gemeinschaftlich  be- 
rührende Kegelschnitt  durch  die  Schnittpunkte  der  Dreiecksseiten 
mit  den  Geraden  aus  den  respectlven  Gegenecken  geht,  welche 
ihnen  In  Bezug  auf  den   festen  Kegelschnitt  conjugirt  sind,   etc. 

Aufg,  1.  Mau  hat  den  elementaren  Salz:  Wenn  man  durch  den 
Scheitel  S  eines  rechten  Winkels  einen  Kreis  und  an  ihn  drei  Tangenten 
so  legt,  dass  die  zwischen  dem  Berührungspunkt  und  den  Schenkeln  des 

rechten  Winkels  enthaltenen 
Segmente  einer  jeden  (Aa,  Aa: 
Bh»  Bh' ;  Cc,  Cc)  von  gleicher 
Länge  sind,  so  bilden  die  drei 
Berührungspunkte  und  also 
auch  die  drei  Tangenten  ein 
gleichseitiges  DreiecL  Ikr- 
nach  ist  der  Kreis  dem  Tan- 
gen tcndreieck  eingeschrieben 
und  berührt  seine  Seilen  in 
ihren  Mittelpunkten,  d.  h.  in 
den  conjugirt  harmonischen 
zu  den  unendlich  fernen  Punk- 
ten der  Seiten;  somit  ist  die 
unendlich  entfernte  Gerade  die 
^'Harmonikale  desjenigen  Punk- 
tes in  Bezug  auf  das  Dreieck,  (in  Art.  60,  Aufg.  2  ist  Z3f7V  die  Harmoni- 
kalc  von  0  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC\  in  welchem  sich  die  drei  Ver- 
bindungslinien der  Berührungspunkte  mit  den  Gegenecken  schneiden  (Art. 


r 
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159)  und  sie  ist  zugleich  seine  Polare  in  ßezug  auf  den  Kreis.  Die  Schen- 
kel des  Winkels  hSb'  bilden  mit  den  in  jener  unendlich  enirernlen  Ge- 
raden gelegenen  Punkten  der  Gurve  ein  harmonisches  System. 

Denken  wir  dann  einen  Kegelschnitt,  der  irgend  drei  Gerade  berührt, 
so  ist  die  Polare  des  Durchschnittspunktes  der  drei  von  den  Berührungs- 
punkten nach  den  Gegenecken  des  umgeschriebenen  Dreiecks  gezogenen 
Geraden  wieder  zugleich  die  Harmonikale  desselben  in  Bezug  auf  das 
Dreieck;  s|e  schneidet  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten,  mit  welchen 
jene  Geraden  ein  harmonisches  System  bilden,  die  die  Schenkel  des  rech- 
ten Winkels  vertreten.  Statt  dass  sie  in  den  Dreiecksseiten  Punkte  be- 
stimmen, welche  mit  den  Eclcen  den  Berührungspunkt  zum  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkt  haben,  erzeugen  sie  nun  mit  diesen  Involutionen,  für 
welche  dieser  Berührungspunkt  ein  Doppelpunkt  ist.  Solche  zwei  gerade 
Linien  also  schneiden  sich  immer  in  der  Peripherie  des  eingeschriebenen 
Kegelschnitts;  ihre  Schnittpunkte  bilden  mit  den  Seiten  des  Dreiecks,  den 
respectiven  Berührungspunkten  des  eingeschriebenen  Kegelschnitts  und  den 
Punkten  in  der  Polare  je  ein  harmonisches  System,  ihre  Schnittpunkte  mit  je 
einer  Seite  liegen  in  einem  Kegelschnitt,  der  den  entsprechenden  Berührungs- 
punkt des  eingeschriebenenKegelschnitts  zumPol  jenerPolare  hat  und  für  wel- 
chen und  den  eingeschriebenen  Kegelschnitt  sie  eine  gemeinsame  Sehne  ist. 

Endlich  aber  darf  man  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  durch  eine 
Curve  zweiter  Ordnung  ersetzen;  denn  die  drei  Punktepaare  in  den  Seiten 
des  Dreiecks,  welche  mit  den  Ecken  Involutionen  bestimmen,'  die  den  Be- 
rührungspunkt des  eingeschriebenenKegelschnitts  zum  Doppelpunkt  haben, 
liegen  in  einem  Kegelschnitt,  der  die  Polare  zu  der  ihm  mit  jener  gemein- 
samen Sehne  hat.  Dann. gilt  der  Satz:  Für  jede  Gerade,  welche  mit  diesen 
Kegelschnitten  eine  harmonische  Theilung  bestimmt,  liegt  der  in  Bezug 
auf  den  einen  genommenen  Pol  in  dem  andern. 

Aufg.  2.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  S^==0  und  5'=0  und  das  ge- 
meinschaftliche sich  selbst  conjugirte  Dreieck  sowie  auf  dem  ersten  von 
ihnen  zwei  Punkte  A,  B  und  ihre  Tangenten  AT^  ^T sowie  die  zu  die- 
sen in  Bezug  auf  den  zweiten  Kegelschnitt  5^=0  harmonisch  conjugirten 
Geraden  AT*^  BT  gegeben  sind,  so  bestimmt  die  Harmonikale  von  T  in 
Bezug  auf  das  sich  selbst  conjugirte  Dreieck  in  5  zwei  Punkte  c  und  d, 
für  welche  die  zu  ihren  Tangenten  in  Bezug  auf  ^  harmonisch  conjugir- 
ten Geraden  durch  denselben  Punkt  T  gehen. 

Denn  in  Bezug  auf  den  ersten  der  Kegelschnitte  5zza:|^-f-a:2^+a:3'=0, 
S'zi:Aia:i'-f-A2a;2^+^3^3^=0  sind  die  Geraden  öia:j+a2^2"J"^3^s^'^0, 
6,  a:j  +  .  .  .  =  0  harmonisch  conjugirt,  wenn  öj^. -f-öj^aH"  ^3^3  ="0 
ist;  ist  also  x  einer  der  betrachteten  Punkte  von  o=0,  so  ist  die  zu 
seiner  Tangente  harmonische  Gerade  durch 

(Aj  A3J  X2  a?3  a?!  +  (A3  Aj)  x^  x^  X2  +  (aj 

dargestellt  und    schneidet   die    den    Punkten  x 

Geraden  derselben  Art,  wenn 

2 


-  Ap  x^  X2  ^3  —  0 
x'^    entsprechenden 


'3 
X*i     X*, 


Xo     X\ 


ff 


rr 


fr 


Xn       Xi 


ff 


rrr 


Xo      X'i 


fff 


/ff 


Xo      X\ 


fff 


I        Xts 

fl 
X*      Xt\ 

fff 
Xi      X*\ 


ff 


fff 


=  0  ist. 


Xi 
X 


ff 


fff2 


X*\ 
X*\ 
X 


ff 


fff2 


X^ 
X, 

X. 


ff 


fff2 


=  0 
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cnlspriciil  der  Lage  der  Punkte  x^  x\  x"  auf  dem  KegelsdiiiiU  iS'=0 
und  da  die  Summe  dieser  letzteren  und  der  doppelten  ersten  Deleriuinaolc 
dem  IWducte  von 

IX^  \X2  ^'3     "r^2    *'^3   J   I  •*'!    y^^l    •^'S    i'^2  ^3    /   •"•*'l     1^2*^3   ■r^2  *3Jf 
*  /  /  / 

in  die  Determinante     a?/' ,    x^' ,    a:«"     gleich  ist,  so  muss  die  erste  ?on 


X»     t 
Xt^     » 

•Pj      f 

X^ 

diesen  Grössen  gleich  Null  sein ,  weil  die  letzte  es  nicht  sein  kano.    Die 
Gleichung  der  die  Punkte  x\  x"  verbindenden  Geraden  liefert  aber  für  die 
Coordinaten  ilires  Pols  T  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S^  =^0 
xj'xj'  -  x,"x,' ,  on^x"  --  x^'x;  .  ^Ix^'-xCxl^  ^^  ^^  ^^^j^  dcnGleicIi- 

ungen  Aj  ar^  ^  +  . . .  =  0,  A,  o:,  ^  +  . . .  =  0  die  Relation 

l'*2'*3 \^2    *3     — »^2     '*'3    /•l'*'3    •*'!     — ^3     '"'l    M^l    *^2  *l     *5   ' 

besteht,    auch    — ; — n—. ?? — >: — » — »t— j r» — > :  — > — »— r n — >•    Die 

Harmonikaic  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  das  Fundameutaldreieck  ist  da- 
lier  durch 

und  da  sie  für  die  Substitution  der  Coordinaten  x"  an  Stelle  von  x  in  die 
olien  aufgestellte  Relation  übergeht,  so  enthält  diese  Gerade  den  Punkt  r, 
welchem  ein  analoger  Beweis  auch  den  Punkt  d  beifugt. 

Denkt  man  den  Kegelschnitt  ^=0  in  das  Paar  der  imaginären  Kreis- 
punkte dcgenerirt,  so  werden  die  in  Bezug  auf  ihn  den  Tangenten  von  5'=0 
in  A  und  B,  C  und  D  harmonisch  conjugirten  Geraden  zu  den  Normalen 
von  S'  in  A  und  B,  C  und  B;  das  gemeinschaftliche  System  hannonisclier 
Pole  liefert  das  Centrum  und  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Axen  von  S' 
und  die  Hariiionikalc  des  Pols  T  vbn  ^^  in  Bezug  auf  dasselbe  wird  ab 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  erkannt,  welche  in  den  Axen  auf  den  cot- 
f^cgengcsctztcn  Seilen  vom  Centrum  die  Abstände  des  Punktes  J  haben; 
diese  Linie  beslimnit  auf  S  das  Paar  von  Punkten  C,  B,  deren  Normalen 
mit  den  in  A  und  B  in  demselben  Punkte  T*  zusammentreffen. 

374.  Wenn  man  die  Normale  eines  Kegelschnitts  ü  =  0  in 
einem  seiner  Punkte  X  als  die  der  Tangente  in  Bezug  auf  einea 
andern  festen  —  den  absoluten  —  Kegelschnitt  F  =  0  conjugirle 
Gerade  auffasst,  so  besteht  das  Problem,  die  Normalen  von  einem 
beliebigen  Punkte  x  aus  an  den  Kegelschnitt  ^  ==  0  zu  ziehen, 
darin,  den  Punkt  X  desselben  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gerade 
xX  durch  den  Pol  der  Tangente  in  ^  an  ü=s=0  in  Bezug  auf 
V=o  geht.  In  dieser  Fassung  ist  das  Problem  der  allgemetncii 
analytischen  Behandlung  bequem  zuganglich. 

Sind  u,  V  die  Werthe  der  homogenen  Functionen  zweiten 
Grades  ü,  F,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  X  durch  die  x 
ersetzt,  imd  bezeichnen  ?7, ,    F^,  m,  ,  r, ,  etc.  die  nach  X,,  jc,,  etc 
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gebildeten  und  durch  zwei  dividirten  DilTerentiale  derselben*),  so 
bat  man  17=0;  v^  =  Wi+fiVi,  V2==^^Ü2  +  (iV2,  V3=^^3  +  f*^3 
als  die  Gleidhungen  des  Problems.  Die  entwickelte  Form  der  letz- 
leren drei  Gleichungen  ist  für  Oik  und  bi^  als  Goefficienten  von  u  und  v 

*12*l+  ^22^2+  ^23^3  =  (^«12+  f**12)-^l  +  (^«22+^*22)^2  +  (^«28+f**23)-^:.- 
*I3^1  +  ^23^2+  ^33^3  =  (*«13  +  f**J3)  ^1  +  (^«23  +/**23)  ^2  +  (^«33  +f**33)  ^'^ 

und  wenn  man  die  aus  den  Elementen  luik  +  C'Vi/c  oder  laa  +  fibik 
gebildete  Determinante  mit  ^/ bezeichnet,  so  liefern  sie  durch  Auflösung 

JX^  =  ^l  ^11  +  »2^12  +  ^3  ^13'      ^^2  =  ^l  -^21  +  H  ^22  +  ^3  ^^23' 

JX^  =  v^  -^31  +  »2 -^32  +  ^3*^33  ^^^  durch  Substitution  in  i7  =  0 
die  Endgleichung  £ZZ2uikVpdipVq^kq^=0.  Nach  der  Deter, 
minantenrelation  Jip  J^q  =  ^ik  ^pq  —  ^  ^ik,pq  geht  sie  in 
Z2!uik^ik^2vpVqJpq  —  J2ZZZuikVpVq/iik,pq  =  0  übcr;  da 
Uik  als  Differentialquotient  von  Xu,k  +  f^^iA  nach  X  angesehen 
werden  kann,  so  ist 

rv  ^  ^^v^WV  ^  d(ZZVpVqJpq)  .. 

Z21uik^ik=^^rT,  ££i:2uikVpVqJiic,pq  =  — ^  ,  ^     ^    und  die 


Endgleicbung  wird  für  Sl=££vpVq^pq  in  die  Form  Ä^—  ^-^=0 


l ^ — 

dx      dx 

übergeführt.  Sie  bezeichnet  für  x  als  Veränderliche  einen  Kegel- 
schnitt von  folgender  Entstehung :  Er  ist  der  Ort  der  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  v  =  0  genommenen^Pole  der  Geraden,  welche 
für  die  l^nnkte  von  m  =  0  die  Polaren  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Xu  +  fiv  =  0  sind,  der  durch  die  gemeinschaftlichen 
Punkte  von  u  =  0  und  t;  =  0  hindurchgeht. 

Die  Gleichung  Ä  -,  ■—  z/-— -  =  0  ist  biquadratisch  in   A  :  |x 

o  X  oX 

und  die  nähere  Discussion  derselben  führt  auf  die  vollständige 
Lösung  des  Problems  der  Normalen.  Da  dieselbe  das  genauere 
Studium  gewisser  Gurven  höherer  Oi'dnungen  einschliesst,  so  be- 
schränken wir  uns  hier  auf  die  Angabe  einiger  in  den  Zusammen- 
hang dieser  Untersuchungen  eingreifender  Resultate.  Die  bezeich- 
nete Discussion  knüpft  sich  (vergL  Art.  340)  an  die  Discriminante 
der  Gleichung  und  man  weist  zuei*st  nach,  dass  dieselbe  in  zwei 
Factoren  vqm  sechsten  Grade  zerfallt,  von  denen  der  erste  das 
vollständige  Quadrat  eines  in  lineare  Factoren  zerlegbaren  Aus- 


•  .'' 


*)  In   Fortsetzung   derselben  ßezcichniingsweise   sind  m,-^.,   etc.   die 
Goefficienten  von  u,  etc. 
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drucks  ist.  Auch  ist  ihre  biquadratische  Invariante  ein  volbtän- 
diges  Quadrat.  Man  erkennt  dadurch,  dass  der  Ort  derjenigen 
Punkte,  für  weiche  zwei  Lösungen  des  Problems  zusammenfallen, 
aus  dem  doppelt  gezählten  gemeinsamen  Polardreieck  der  beiden 
Kegelschnitte  m  =  0,  »  =  0  und  aus  einer  Curve  sechsler  Ord- 
nung G  besteht.  Projicirt  man  beide  Kegelschnitte  so,  dass  sie 
confocal  werden,  so  wird  jenes  Dreieck  von  den  Axen  der  Kegel- 
schnitte mit  der  unendlich  entfernten  Geraden  gebildet  und  diese 

m 

Curve  wird  die  Evolute  des  Kegelschnitts  ti  =  0. 

Diese  Curve  G  hat  in  den  Seiten  des  gemeinsamen  Polar- 
dreiecks sechs  Ruckkehrpunkte,  für  welche  diese  Seiten  selbst 
ihre  Tangenten  sind,  und  diese  Rückkehrpunkte  liegen  auf  einem 
Kegelschnitt  h,  der  mit  u  und  v  dasselbe  System  harmonischer 
Pole  hat.  Die  Curven  G  und  k  sind  Glieder  einer  Curvenfamilie, 
deren  Punkte  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  von  ihnen  aus- 
gehenden dem  Problem  entsprechenden  Geraden  ein  ßüscbel  von 
bestimmtem  Doppelverhältniss  bilden;  jedem  gegebenen  Doppel- 
verhältniss  entsprechen  zwei  Curven  der  Familie  und  alle  Curven 
derselben  haben  dieselben  sechs  Rückkehrpunkte;  für  .den  Fall 
der  Normalen  oder  der  confocalen  Kegelschnitte  liegen  zwei  von 
ihnen  im  Unendlichen  und  die  vier  andern  sind  die  Spitzen  der 
Evolute.  Die  Curve  G  und  das  gemeinsame  Polardreieck  ent- 
sprechen den  Werthen  0,  1,  oo  für  das  Doppelverhältniss;  für 
den  Werth  —  1  oder  das  harmonische  Büschel  fallen  beide  Car- 
ven  in  eine  zusammen  und  ebenso  für  den  Werth  ^  (1  +  if/S),  im 
letzteren  Falle  in  den  dreifach  zählenden  Kegelschnitt  h.  In  den 
Rückkehrpunkten  fallen  je  drei,  in  den  Ecken  des  gemeinsamen 
Polardreiecks  zweimal  je  zwei  Lösungen  des  Problems  zusammen; 
auch  hat  die  Curve  G  vier  Doppelpunkte,  die  die  nämliche  Eigen- 
schaft besitzen.  Wenn  man  die  Functionen  u,  tr  in  Tangenüal- 
coordinaten  gegeben  denkt  und  die  Gerade  sucht,  deren  Pole  in 
Bezug  auf  u  und  v  mit  x  in  einer  Geraden  liegen,  so  erhält  man 
für  Ui,  Vi  als  die  halben  Differentiale  der  u,  v  nach  den  |  die 
Gleichungen  des  Problems 
luy  +  fiv^z=xi,    Xu2  +  (IV2  =  0:2,    AW3  +  fiv3t=x^;  tt  =  0. 

Nach  diesen  Gleichungen  bleibt  das  Problem  ungeändert,  wenn 
man  v  +  ku  an  die  Stelle  von  v  setzt,  d.  h.  wenn  man  für  r 
irgend  einen  der  Kegelschnitte  setzt,  welche  mit  u  und  v  dem- 
selben Vierseit  eingeschrieben  sind.    Darum  können  auch  die  bei- 
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den  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen  ohne  alle  Aenderung 
den  confocalen  Kegelschnitt  v  vertreten,  um  die  Lösung  des  Nor- 
nialenproblems  aus  der  aligemeinen  abzuleiten. 

375.  In  allerh  Vorhergehenden  ist  das  ebene  System  als 
eines  und  die  Theorie  der  linearen  Substitutionen  als  das  Mittel 
betrachtet  worden,  dieses  Syslem  auf  verschiedene  Weise  auf  feste 
Elemente  zu  beziehen.  Aber  schon  im  Art,  83  ist  hervorgehoben 
worden,  dass  die  Resultate  der  Substitutionen  noch  einer  zweiten 
ganz  veränderten  Auffassung  fähig  sind,  indem  man  die  ursprüng- 
liche und  die  transformirte  Gleichung  nicht  als  zwei  Ausdrücke 
einer  Curve  in  Bezug  auf  verschiedene  Coordinatensysteme,  son- 
dern als  die  Ausdrücke  von  zwei  Curven  in  Bezug  auf  das  näm- 
liche Coordinatensystem  ansieht.  Dass  man  diese  Curven  als  ein- 
ander projectivisch  oder  collinear  verwandt  bezeichnet, 
und  welches  die  Grundcharaktere  dieser  Verwandtschaft  (Col- 
lineation)  sind,  ist  schon  im  Art.  83  gezeigt  worden;  hier  soll 
einiges  Weitere  über  diese  Beziehung  entwickelt  werden. 

Wiff  nehmen  an,  die  Punkte  des  einen  Systems  seien  durch 
die  Coordinaten  x  und  die  des  andern  durch  die  Coordinaten  y 
bezeichnet,  zwischen  beiden  aber  bestehen  die  der  allgemeinen 
linearen  Substitution  entsprechenden  Gleichungen 

f*yi  =  ^n^l  +  «12^2  +  «13^3» 
(^y2  =  «21^1  +  «^22^2  +  «23^3» 
^^3   ^^^   ^31^1     ■»      '^32 ^2    "T    ^33^3» 

und   wenn  ebenso  £,  17  die   Coordinaten   entsprechender  gerader 
Linien  beider  Systeme  bezeichnen,  so  giebt  die  transponirte  Substi- 

tu tion  oder    9  ^j = or j  ^^^  -|-  0^22172  4*  <^32%  *      ihren    Zusammenhang. 

'       ^  I3  =  «13^1  +  «23^2  +  «33% 

Vier  Paare  entsprechender  Punkte  und  ebenso  vier  Paare 
entsprechender  Linien  würden  zur  Bestimmung  der  Systeme  ge- 
nügen, weil  sie  zwölf  Gleichungen  zur  Berechnung  der  fi  (q).  und  a 
liefern.  In  diesem  System  entsprechen  einige  Punkte  und  einige 
Gerade  sich  selbst;  man  erhält  zu  ihrer  Bestimmung  durch  y=x, 
^  =  ^  für  beide  Fälle  die  cubische  Gleichung 


i>= 


«fjl        ^'       «12       '        «13 

«11         (f^      «21       '       «31 

«21      •    «22        ^'         «23 

«12      '«22— (^'       «32 

«31      »        «32       »    «33        f* 

«13      »       «23       >  «33        9 

=0, 
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und  man  hal    ^xk  = 


dP 


zur  Bestimmung  der  Wertlie  der  z 


uud  ^  bis  auf  einen  Factor,  der  sieb  aus  dem  gegebenen  Inhalt 
des  Fundamentaldrciecks  bestimmt.  Die  Anzahl  dieser  Punkte  und 
Linien  ist  also  gleich  drei.  Sind  fi,  fi'  zwei  verschiedene  Wurzeln 
dieser  cubischen  Gleichung,  so  hat  man  gleichzeitig 


(«11—^)  Si  +         0^21  S: 


€C 


12 


Sl  +   («22  —  f*)    §2  + 


«31  &  =  ^' 

«32  ^J  =^  ^' 


a« 


13  Sl  +  «23  fe  +  («33  —  ^)   ^3  =  Ö; 

(«n— ^Vi'+        «12^2'         +       «13^3'^        =  ^' 

«21  ^1'  +   («22  —  f*')  ^2'  +  «23  ^3'  =   Ö ' 

«31^/  +         «32^2'  +   («33  —  ^^3'=  0 

und  erhält  daraus  (f*'  —  ft)  (Jiar/  +  ^x^  +  i^^x^  =  0,  d.  h.  da 
(fi'  —  fi)  im  Allgemeinen  nicht  Null  sein  kann,  Ija:/  -f  ...=0 
oder  die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  sind  die  Verbindungs- 
linien der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte. 

Aus  denselben  Grundgleichungen  folgt,  dass  zwei  Systeme, 
die  mit  demselben  dritten  System  collinear  sind,  unter  einander 
in  Collinearverwandtschaft  stehen. 

376.  Legt  man  das  Dreieck  der  Doppelpunkte  und  Doppel- 
linien als  Coordinatendreieck  zu  Grunde,  so  erhält  man  die  ein- 
fachen  Relationen  ^y^  =  a^x^,  -  ft^j  ==  «2 ^2*  1*^3  =  «3 -^s; 
Q^^  =  a^Tj^,  Q^  =  a2i?2*  ^§3  =  «3%  ^^^  erkennt  daraus,  dass 
die  drei  Doppelelementc  und  ein  anderes  Paar  entsprechender 
Elemente  das  ganze  System  der  beiden  projectivisch  verwandten 
Gebilde  zweiter  Stufe  bestimmen. 

Wenn  Z^  =  0,  ^j.  =  0  zwei  Gerade  des  Systems  x  sind, 
und  Xy  =3  0,  My=^0  die  zwei  entsprechenden  Geraden  des  Sy- 
stems y  bezeichnen,  so  entspricht  dem  Büschel  X«  +  A^«  =  0 
das  ihm  projectivische  Büschel  (Art.  59)  Ly  +  kMy  =  0  und  der 
Durchschnittsort  der  entsprechenden  Strahlen  beider  Büschel  ist 
ein  durch  L^My—  LyMa:=^0  dargestellter  Kegelschnitt,  welcher 
durch  die  drei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  geht,  da  für  x=y 
seine  Gleichung  erfüllt  wird.  Ebenso  umhüllen  die  Verbindungs- 
linien der  entsprechenden  Punkte  von  zwei  einander  entsprechen- 
den projcctivlschen  Reihen  einen  Kegelschnitt,  welcher  dem  Fud- 
damentaldreieck  eingeschrieben  ist. 

Die  Projectivität  entsprechender  Büschel  und  Reihen  erlaubt 
die    lineare   Construction    collinear -verwandter  Systeme  aus  vier 


I 


r 
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Paaren  entsprechender  Elemente.  Sind  0,  b,  c,  d;  a,  b\  c,  ä 
die  entsprechenden  Punkte  und  e,  f\  e,  f  die  Schnittpunkte  von 
ah,  cd;  ad,  bc  und  ab',  c  i\  di,  b'c  respective,  die  einander 
gleichfalls  entsprechen,  so  bestimmt  ein  beliebiger  Punkt  p  des 
einen  Systems  an  den  Scheiteln  e,  /*  die  vierten  Strahlen  der 
Büschel  ie  .  acfpX,  {f .  acep\,  welche  mit  den  durch  den 
entsprechenden  Punkt  p  des  andern  Systems  an  den  Scheiteln 
e,  f  bestimmten  BQscheln  projectivisch  sind;  daraus  erhält  man 
die  lineare  Construction  der  Strahlen  e  p,  f  p  (Art.  300)  und 
damit  den  Punkt  p\  Ebenso  bestimmt  sich  ein«  Gerade,  die 
einer  gegebenen  Geraden  des  andern  Systems  entspricht. 

Äufg.  Wenn  a:, ,  x^^  x^  und  y, ,  y^,  y,  die  Seiten  der  Dreiecke 
afrc.  dÜ  c  bezeichnen,  aufweiche  als  Fundainenlaldrcieckc  die  beiden 
Systeme  bezogen  sind,  so  entsprechen  den  Büscheln  aus  den  entsprechen- 
den Ecken  a:,  + Aa:2=0.  ^1  +  ^^2=0;  oTj +/iA.r3=0.  y2  +  f*y3=0; 
Xj-f-vaTj  =0,  ^3  +  v^i  =  0  die  Kegelschnitte  x^y.^  —  x,^y^  =  0, 
^2^.1 — ^3^2  =  ^'  ^3^1  ""^1^3  =  0  als  Orte  der  Durchsclinillspunkle 
entsprechender  Strahlen.  Diese  enthalten  respcclive  die  Sclinittpnukl.e 
von  bCy  b'c  \  ca^  c  d  \  cd^  cd'  und  die  Punkte  c,  c;  die  von  r«,  cV; 
aby  a'b';  ad^  d it  und  0,  d \  von  ab^  db* \  bCj  b'c  \  bd,  b'd  und  6,  b' . 
Sie  sind  dadurch  bestimmt  und  jeder  Punkt/?',  welcher  dem  p  entspricht, 
lässl  sich  mit  HilTe  derselben  linear  bestimmen  wie  vorher. 

Diese  drei  Kegelschnitte  besitzen  drei  allen  gemeinsame Schnittpunkto. 
denn  die  Gleichung  eines  jeden  unter  ihnen  ist  eine  Folge  der  Gleichungen 
der  beiden  andern;  und  jeder  von  ihnen  hat  mit  einem  zweiten  von  ihnen 
einen  Schnittpunkt  gemein,  den  der  dritte  nicht  cnlhall;  die  Punkte 
iCj  =  y,  =  0,  0:2  =  ^2^^==^^'  ^3  =  ^3  =  0  gehören  respective  nur 
je  dem  dritten  und  ersten,  ersten  und  zweiten,  zweiten  und  dritten  dieser 
Kegelschnitte  an.  Diese  drei  Punkte  fallen  mit  ihren  entsprechenden  zu- 
.^mmen  und  ebenso  die  geraden  Verbindungslinien  derselben. 

377.    Wenn  die  cubische  Gleichung  des  Art.  374  oder 
^3  _  ^2  (^^^  ^  ^^  +  „^^)  +  ^  |/j^^  +  2j^^  +  ^^^^1  _  /?  =  0 

(für  B,  als  Determinante  der  Substitution  und  Ra  als  die  dem 
Element  an  entsprechende  Unterdeterminante  derselben)  in  ft  zwei 
gleiche  Wurzeln  hat,  so  fallen  zwei  von  den  Eckpunkten  des  sich 
selbst  entsprechenden  Dreiecks  und  somit  auch  zwei  von  seinen 
Seiten  zusammen  und  bilden  eine  Doppelecke  und  eine  Doppel- 
seite; das  eine  der  beiden  im  vorigen  Artikel  erwähnten  Kegel- 
schnittssysteme  geht  durch  die  Einzelecke  und  beridirt  die  Einzel- 
seite in  den  vereinigten  Punkten,  das  andere  aber  berfdirt  die 
Einzelseite  und  berührt  die  Doppelseite  im  Doppeleckpunkte. 

Wenn  öberdiess  für  die  Doppelwurzel  /*,  ==  f*2=  ^  ^^^  Unter- 
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cleterminanten  von  D  verschwinden,  so  wird  die  Lage  des  be- 
treffenden  Doppelpunktes  unbestimmt  (vergl.  Art.  325);  es  giebt 
dann  nach  dem  Wertbe  der  ungleichen  Wurzel  von  />  ^=  0  einen 
einzelnen  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  und  ausser  ihm  un- 
endlich viele  andere,  welche  die  einzige  Seite  des  sich  selbst  ent- 
sprechenden Dreiecks  bilden.  Ausser  dieser  aber  existiren  un* 
zählig  viele  sich  selbst  entsprechende  Gerade  des  Systems,  welche 
ein  Strahlbüschel  aus  dem  festen  Eckpunkte  bilden.  Man  kann 
dann  setzen  a,j — m:=p^a^,  «oi         =^2^1»  ^31         ^Ps'^i» 


a 


a 


12 

13 


Pl  ^2*    ^22  —  ^=  Pt «2 »    ^32 


—  Pitty 


=  Pi^3'    «23  =jP2«3»    ^Xi'^^  =  Pi^:i 


und  die  Transrormalionsformeln  werden 

(iyi=mx^  +Pi(aiXi  +«2^:2+03^:0,  9li=^*?i+ö,(Pii7i+/>2»^2+/'3%)' 

f4y2^=^^^2+iP2(«l^l  +«2^'2  +  «3^3)'    Q^^^Vo  +  ^iiPlVl  +P2%+MA 

(iyf==tnx.^+p.^(a^x^  +a.2X^+a.^X:i),  g^^=m%+a^{pjrj^  +P'2V2+PA^' 
Die  Gleichung  a,  arj  +  ö2*'*^2  +  ''3^3  =  ^   *st  die  Gleichung  der 
sich  Punkt  für  Punkt  selbst  entsprechenden  Geraden  und 
PtVi  +  P2V2  +P:j%  =  ^  ^^^  Gleichung  des  Scheitels  des  sich 
selbst  entsprechenden  Büschels. 

Die  so  auf  einander  bezogenen  coUinearen  Systeme  bezeich- 
net man  als  in  col linearer  (perspectivischcr)  Lage  und  nennl 
die  Punkt  für  Punkt  sich  selbst  entsprechende  Gerade  die  Axe 
und  den  Scheitel  des  sich  selbst  entsprechenden  Strahlbüschels 
das  Centrum  der  Collineation. 

Da  jeder  Punkt  der  Collineationsaxe  sich  selbst  entspricht, 
so  schneiden  sich  entsprechende  Gerade  der  coUinearen  Systeme 
in  ihr  und  jeder  ihrer  Punkte  ist  der  Scheitel  von  zwei  projec- 
tivlschen  Strahlbüscheln,  deren  Doppelstrahlen  die  Axe  der  Colli- 
neation und  der  nach  dem  Centrum  derselben  gehende  Strahl 
sind;  in  Folge  dessen  bestimmt  jedes  Paar  von  entsprechenden 
Geraden  mit  der  Collineationsaxe  und  dem  nach  dem  Cenlrum 
gehenden  Strahl  ein  Büschel  von  unveränderlichem  Doppelverbalt- 
niss.  (Art.  299.)  Und  da  jeder  Strahl  aus  dem  Centrum  sich 
selbst  entspricht,  so  liegen  entsprechende  Punkte  der  coUinearen 
Systeme  mit  dem  Centrum  in  einer  Geraden  und  jeder  das  Cen- 
trum  enthaltende  Strahl  ist  somit  der  Träger  von  zwei  projec- 
tivischen  Reihen,  deren  Doppelpunkte  das  Centrum  selbst  und  der 
Durchschnittspunkl  mit  der  Collineationsaxe  sind;  in  Folge  dessen 
bestimmt  jedes  Paar  entsprechender  Punkte  mit  dem  Centrum  und 
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dem  Schnittpunkt  seines  Tragers  mit  der  Axe  eine  Reihe  von 
constantem  Doppelverhältniss. 

Wenn  diese  projectivischen  Doppelreihen  oder  Büschel  in 
iDvolution  sind,  so  entsprechen  die  Punkte  und  Geraden  beider 
Systeme  einander  vertauschungsfähig,  d.  i.  jedem  Element  des  ebe- 
nen Systems  entspricht  das  nämliche  andere«  ob  man^  es  zu  dem 
einen  oder  dem  andern  der  zwei  coUiuearen  Systeme  rechnet; 
dann  ist  der  constante  Werth  jener  Doppelverhällnisse  gleich  —  1. 

Mit  den  aus  obigen  Substitutionsgleichungen  hervorgehenden 
Relationen 

Pt>lS|+P2^2+P3^3)  =  ("»  +  ölPl+«2P2  +  «3?^3)   {P\Vl+P2%  +  P3%)* 

oder  auch  nach  den  Zerlegungen,  welche  die  Determinante  der 
Substitution,  di^  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Auflösungen 
nach  aci  ist,  und  die  Zähler  dieser  Werlhe  (Art.  76)  im  voraus- 
gesetzten Falle  erlauben,  erhält  man 

m(m  +  P)x^=(l(m  +  P)y^  —  ^ip^  («, y,  +  a^y,^  -f  a^y.^), 

m{m  +  P)  x.^  =  H'(fn  +  P)y2  —  (^Pi  {^\y\  +  «2^2  +  «3^3)» 
m{m  +  P)  or.^  =  fi{m  +  P)  y^  —  ftp3  (ö, y^  -f  a.^y.^  +  a^y.^ ; 

mit  den  entsprechenden  Werlhen  der  t/  für  i^=öiPi +«2/^2+^3/^3  * 
w  (m  +  i>)  1^1  =  ^(m  +  />)$,  —  ^  fl,  [py  I,  +  p.^i^  +  P3^3),    etc. 

Das  vertauschbare  Entsprechen  fmdet  daher  statt  für 
m  '\-  P  =  —  m    oder    2m  =  —  JP  =  —  (rt,p,  +  a.^p^  +  a.j^p.^. 

378.  Je  zwei  collinearverwandte  Systeme  können  im  Allge- 
meinen immer  durch  Parallelverschiebung  und  Drehung  in  ihrer 
Ebene  in  collineare  Lage  gebracht  werden.  Denken  wir  .r,  y  als 
rechtwinklige  Coordinaten  und  für  die  Coordinalen  des  zweiten 
Systems  die  allgemeinsten  Substitutionsformeln  für  rechtwinklige 
Coordinaten  gesetzt,  .so  erhalten  wir  allgemein 

|[t (ö  +  a:'  cos  <p  —  y  sin  9)  =  a^^x  +  a^^y  +  r/,.^, 
ft  (&  +  x   sin  q>  +  y  cos  q>)  =t  a^^x  +  a^^y  +  «23. 

fi  ^  ^       =«31^  +   «32.y  +  «33' 

und  damit  für  x  =  x\  y  =  y  alle  Unterdeterminanten  von  Z> 
verschwinden,  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein 

fl^j — »f  cos  9  ==  <ypa,  flji — msin9>  =  (Fga,  a^^  =aa, 

0,2  + »t  sin  9  =  <y/?/5,  «22 — nicosg>  =  <Sqß,  «32  =^^ßf 

«13 — ^^         =   <fp  9  «23  —  ^^         =   ^91  «33 — m  =  6. 
Hier  ergeben  sich  aus  den   Gleichungen    der    letzten   Zeile    die 
Grossen  a,  a,  b,   wenn   m^  p,  q  gefunden  sind.     Aus  den  Glei- 
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chungen  der  ersten  beiden  Zeilen  folgen 

m  (032  cos  9  +  Ö3i  sin  (p)  =  «1,032  —  a^^a^^, 
m  («32  sin  g>  —  «3,  cos  qo)  =  «21^32  —  ''22^31' 

somit  m^  =  Ki^32  —  ^i2«3i)^  +  («21  «32  —  «22 «31)^. 


a 


2  4.  Ä    2 

32       I      «31 


Mit  HUfe 


des  m  lassen  sich  d^nn  p,  q,  cc,  ß  linear  ausdrücken,   nämlich 

m  cos  9  =  ^»^J>2^  ~  (^12   +    ^21)  *^32<'31   +   ^»22^31^         ' 


'32 


+   ö 


31 


tn  sni  g)  = 


(«11  —  «22)  <^31«32  "~  ^12^31^  +  ^21^32 
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a 


32 


+   « 


31 


_    («II    —  «22)  <^31    +   («12  +   ^21)  «32 
^  -     2  _i_   «     2 
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^   _    Kl 


32 


+'« 
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^31 


31 


«J«32  +  («12+  «21)  «31 
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32 


+  «31 


ß  = 


^33 
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Die  Ueberföhrnng  coliinearer  Systeme  in  coUineare  Lage  ist 
daher  im  Allgemeinen  in  doppelter  Weise  möglich.  Für  beide  ist 
das  Collineationscentrüm  das  nämliche,  denn  seine  in  Bezug  auf 
das  alte  System  genommenen  Coordinalen  p  und  q  hängen  nur 
von  m  cos  g>,  m  sin  <p  ab;  die  Collineationsaxen^  deren  Coordinalen 
durch  a,  ß  bezeichnet  sind,  haben  einerlei  Richtung,  weil 
a  :  j3  =  «31  :  «32  von  m  unabhängig  ist. 

Für  den  speciellen  Fall  «3,  =  0,  «32  =  0  liegt  die  Colli- 
neationsaxe  in  unendlicher  Entfernung  und  die  (Jeberfübrung  in 
coUineare  Lage  ist  unbestimmt;  die  Systeme  hatten  dann  schon 
vorher  eine  Doppellinie  in  unendlicher  Ferne,  d.  h.  ihre  ent- 
sprechenden Linien  waren  parallel.    (Aehnlichkeit.) 

Aufg.  1.  Zwei  beliebige  Kegelschnitte  bestimmen  zwei  coUineare 
Systeme,  für  welche  das  gemeinsame  harmonische  System  das  Dreieck  der 
sich  selbst  entsprechenden  Punkte  und  Geraden  ist.  Denn  man  kann 
durch  zwei  beliebige  Punkte  einen  Kegelschnitt  fegen,  für  welchen  ein 
gegebenes  Dreieck  ein  harmonisches  System  ist  und  dasselbe  ist  dann 
gleichzeitig  für  den  dem  ersten  collinear  entsprechenden  Kegelschnitt  ein 
harmonisches  System.  Ehenso  für  zwei  beliehige  Gerade  als  TangcnteD.  etc. 

Aufg,  2.  Den  unendlich  entfernten  Punkten  des  einen  von  zwei 
coUincaren  Systemen  entsprechen  Punkte  einer  geraden  Linie  des  andeni 
und  wenn  beide  Systeme  in  coUineare  Lage  gebracht  werden,  so  sind  diese 
Geraden  —  man  hat  sie  Gcgenaxen  der  Systeme  genannt  (vergl.Knp.XXh^ 
—  unter  sich  und  zur  Collincationsaxe  parallel.  Die  Punkte  einer  jeden 
bestimmen  mit  dem  Gentrum  die  Richtungen  der  cntspreclienden  Geraden 
des  andern  Systems. 

Aufg,  3.     Man  soll  die  Möglichkeit  derUeberffdirung   coliinearer 
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Systeme  in  centrale  Lage  geometrisch  beweisen.  Da  Kreise,  die  dem  ebe- 
nen System  angehören,  durch  blosse  Lagenver9nderuug  ihre  Gestalt  und 
Nalur  nicht  ändern ,  oder  auch ,  da  die  metrischen  Relationen  dabei  unge- 
stört bleibeja,  so  verändern  sich  bei  der  gedachten  Transformation  die 
imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen  nicht.  Nennen  wir  sie  cn^ ,  q>2 
und  entsprechen  ihnen  in  dem  andern  Systeme ,  dessen  Lage  nicht  verän- 
dert wird,  Punkte  oo^',  a>2^  so  kann  das  Centrum  der  Collineation  nur  der 
Pun|[tCsein,  in  welchem  die  geraden  Linien  (o«q)j',  092(02'  sich  schneiden 
und  wenn  ihm  im  ersten  System  der  Punkt  (f  entspricht,  so  haben  wir 
zum  Vollzug  der  Transformation  C  mit  C  zusammenzulegen  und  dann 
durch  Drehung  uro  den  vereinigten  Punkt  ein  beliebiges  Paar  entsprechende 
Punkte  a,  a  mit  ihm  in  eine  Gerade  zu  bringen.  Dann  liegt  jedes  andere 
Paar  entsprechender  Punkte  b,  b'  auch  in  einer  durch  C  gehenden  Geraden ; 
denn  die  Doppelverhältnisse  der  beiden  Büschel  [C  .  o)|  o>2  a  b)  und 
{€ .  m^' (O2  a  b'),  welche  drei  correspondirende  gemeinschaftliche  Strahlen- 
paare haben,  sind  einander  gleich. 

Aufy,  4.  Man  erkläre  daraus  den  Fall  der  Unbestimmtheit  der 
Transformation. 

Aufg.  5.  Die  Gegenaxen  bestimmen  auf  jedem  Strahl  aus  dem  Cen- 
tnim  Punkte  von  bestimmtem  Theilverhältniss  fflr  die  Strecke  zwischen 
Centrum  und  Axe.  Wann  fallen  die  Gegenaxen  zusammen?  Wann  liegen 
die  Gegenaxen  äquidistant  vom  Collineationscentrum? 

Aufg.  6.  Man  charakterisire  den  Fall,  in  welchem  das  Xoilineations- 
centrum  unendlich  entfernt  liegt.   (Affinität.) 

379.  Aber  die  linearen  Substitutionen  liefern  noch  eine  an- 
dere ebenso  allgemeine  Verwandtschaft  zwischen  ebenen  Systemen, 
nämlich  zwischen  einem  ebenen  System  von  Punkten  und  einem 
solchen  von  Geraden.    Die  Substitutionsgleichungen 

fll^/  =  ff^ja?!  +  ai^X2  +  «130:3,      (ATJ^'  =  «21^:1  +  «22^2  +  «23^3» 

fii^s'  =  <v3i^i  +  <^32^2  ~i~  ^33^3  entsprechen  ihr  und  bedingen,  dass 
jedem  Punkte  x  des  ersten  Systems  eine  Gerade  r{  des  andern 
entspricht  imd  umgekehrt,  jedem  Punkte  x'  des  andern  eine  Ge- 
rade ri  des  ersten,  welche  mit  ihih  durch  die  transponirten  Sub- 
stitutionen QVr=^n^l+<^2l^2+^n^Z>  e^2=«12^l'+«22^2'+«32^3'' 

9%=^cc^^x^' ':i'<x2^X2 +ce^f^x^'  verbunden  ist. 

Diese  Verwandtschaft  wird  als  Reciprocität  bezeichnet  und 
man  sieht  leicht,  dass  den  Punktreihen  des  einen  Systems  Strahl- 
böscbel  des  andern  entsprechen,  weiche  zu  ihnen  projectivisch 
sind,  dass  vier  Paar  entsprechender  Elemente  die  ßeziehimg  voll- 
ständig bestimmen  und  dass  zwei  Systeme,  die  mit  einem  und 
demselben  dritten  in  Reciprocität  stehen,  zu  einander  coUinear  sind. 

Wenn  beide  Systeme  in  derselben  Ebene  liegen,  so  giebt  es 
Punkte  X,  die  auf  den  ihnen   entsprechenden  Geraden  ri\    und 

Salmon,  Anal.  Ccuin.  d.  Keg'elschn.  2.  Aufl.  33 
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Punkte  X,  welche  in  den  entsprechenden  Geraden  17  liegen;  man 
drückt  dieselben  analytisch  aus,  indem  man  mit  der  ersten  Gruppe 
der  Substitutionsformeln  die  Relation  iji  x^  +  172^^2  ^  ^i^z  ^  ^ 
oder  mit  der  zweiten  die  analoge  ^11^1+  '?2^2'+  %*3'==^  ^^' 
bindet.    In  beiden  Fällen  umhüllen  die  Geradea  den  KegeldchniU, 


welchen  die  Gleichung 


0,    li;    I2, 

I3 

£lf    «11»    «12» 

«13 

§2'    ^21»    ''22» 

«23 

I3 »    ^31  >    ^32  ' 

«33 

=  0  darstellt  und  die 


Punkte  liegen  auf  dem  andern  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  bt 

«11^1*  +  «22^2^  +  «33^3^  +  («12  +  «^21)  ^1^2  +  etC.  =  0. 

Man  nennt  diese  Kegelschnitte  die  Ordnungscurven  von  zwei 
in  derselben  Ebene  gelegenen  reciproken  Systemen. 

Mit  Hilfe  jener  Enveloppe  und  dieses  Ortes  übersieht  man 
leieht  den  Zusammenhang  entsprechender  Elemente;  einem  Punkte 
jenes  Ortes  entspricht  die  eine  oder  die  andere  der  von  ihm  an 
diese  Enveloppe  gehenden  Tangenten,  jenachdem  man  ihn  als  dem 
ersten  oder  zweiten  System  angehörig  beti*achtet,  und  jeder  Tan- 
gente der  Enveloppe  entspricht  der  eine  oder  der  andere  von 
ihren  Durchschnittspunkten  mit  dem  Orte,  jenachdem  man  sie  als 
dem  einen  oder  andern  System  angehörig  ansieht.  Und  um  die 
Gerade  zu  bestimmen,  die  einem  beliebigen  Punkte  in  der  Ebene 
des  Systems  entspricht,  zieht  man  von  ihm  an  jene  Enveloppe  die 
Tangenten,  bestimmt  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Orte  und  erhält 
in  dem  Paare  ihrer  Verbindungslinien  die  Geraden,  die  dem 
Punkte  entsprechen,  jenachdem  man  ilm  zum  ersten  oder  zweiten 
System  rechnet;  um  den  einer  gegebenen  Geraden  entsprechenden 
Punkt  zu  finden,  bestimmt  man  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Orte 
und  zieht  von  diesen  dieTangeAten  an  die  Enveloppe;  das  andere 
Paar  ihrer  Schnittpunkte  entspricht  der  Geraden  je  nach  der  einen 
oder  andern  Voraussetzung. 

Die  beiden  Ordnungscurven  sind  mit  einander  in  doppelter 
Berührung.  Denn  für  einen  Schnittpunkt  derselben  fallen  beide 
ihm  entsprechende  Gerade  mit  der  entsprechenden  Tangente  der 
Enveloppe  zusammen  und  es  müssen  daher  auch,  damit  nicht 
einer  Geraden  zwei  Punkte  entsprechen,  was  unmöglich  ist,  —  die 
Schnittpunkte  dieser  Tangente  mit  dem  Orte  zusammenfallen,  d.  b. 
dieselbe  berührt  den  Ort  und  die  Enveloppe  in  ihrem  gemein- 
schaltlichen  Punkte;  ihre  vier  Scimiltpünkte  vereinigen  sich  daher 
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in  zwei  Berührungspunkte.  In  Folge  dieses  Zusammenhangs  ent- 
fallt auch  die  scheinbare  Zweideutigkeit  der  vorher  gegebenen 
Construction. 

380.  Es  kann  geschehen,  dass  die  beiden  Ordnungscurven 
des  Systems  in  einen  einzigen  Kegelschnitt  zusammenfallen,  so 
dass  die  seinen  Punkten  entsprechenden  Geraden  die  Tangenten 
desselben  in  ihnen  und  die  seinen  Tangenten  entsprechenden 
Punkte  eben  die  Berührungspunkte  derselben  sind.  Diess  ist  der 
Fall,  wenn  unter  den  Coefficienten  der  Substitution  die  Relation 
t^ij  ==  otji  besteht  oder  die  Determinante  derselben  symmetrisch 
ist;  denn  dann  fallen  x,  x  und  ti,  rf  zusammen  oder  jede  Tan- 
gente des  einen  Kegelschnitts  berührt  auch  den  andern  und  jeder 
Punkt  des  einen  liegt  auf  dem  andern.  Dann  ist  auch  die  Deter- 
minante der  Gleichung  der  Enveloppe  die  zugeordnete  Form  von 

der  Gleichung  des  Ortes  aiiyi^+a22y2''+'^33y3^+2«23y2y3+^^^-=^- 
Jedem  Punkte  des  Systems  entspricht  nach  der  Construction  des 
vorigen  Art.  seine  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  genommene  Po- 
lare, jeder  Geraden  desselben  ebenso  ihr  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt genommener  Pol.  Man  hat  darum  für  diesen  Fall  den 
bezeichneten  Kegelschnitt  als  die  Directrix  der  ReciprAcität  und  den 
Zusammenhang  der  yerwandten  Systeme  als  Polarreciprocität 
benannt  und  wii*  werden  im  folgenden  Kapitel  ausfuhrlich  auf  diese 
Beziehung  und  ihren  Werth  als  Untersuchungsmethode  eingehen. 

Hierher  gehört  noch  der  Nachweis,  dass  durch  Verschiebung 
und  Drehung  des  einen  von  zwei  in  der  Verwandtschaft  der  Reci- 
procilät  stehenden  Systemen  beide  in  die  der  Polarreciprocität 
entsprechende  specielle  Lage  gebracht  werden  können.  Bezieht 
man  die  erste  Gruppe  der  Substitutionsformeln  des  vorigen  Art. 
auf  rechtwinklige  Coordinaten  und  setzt  für  x,  y  die  allgemeinsten 
Ausdrucke  einer  rechtwinkligen  Coordinatentransformation,  so  wird 
fi|  =  a,i(a  +  a:  cosg? — ysing))  -|-  a^2[^'\-xsmq>'\ry  QXi^fp)  +  «13, 

^iy=  a2i(«  +  ^cos9) — ysin^})  -f*  «22  (^  +  ^  ^*"  9^  "f"  ^  ^^^ 9^)  +  "23» 
fif  =  a3i{a  +  a;  cos 9?  —  ^sin^)  -j-  a^^(b-\'xsinq>'\'y  i:,os(p)  -f-  «33. 
Man  hat  also  nur  a,  h,  q>  so  im  bestimmen,  dass  gleichzeitig 
—  a^j  sin  9  +  «12  cosy  =     a^i  cosgp  -f-  022  sin  9?, 
«11  «  +  «12  ^  +  «13  =     «31  sin  9  +  «32  sin  9, 
«21  «  "f"  «i2  ^  "t*  «23  ^^^^  —  «31  s'"*  ^  "1"  «32  COS  9)  siud.    DIc  erste 
dieser  Gleichungen  liefert  zwei  Werthe   von  tp,   die   andern  be- 
stimmen sodann  a,  h  m  linearer  Weise. 
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Geometrisch  betrachtet,  wird  diese  Transformation  auf  fol- 
gende Weise  geschehen  können :  Man  bestimmt  zuerst  in  jedem 
der  Systeme  ^en  Punkt,  welcher  der  unendlich  fernen  Geraden 
als  einer  Geraden  des  andetn  Systems  entspricht  und  bringt  diese 
beiden  Punkte  zur  Deckung;  denn  die  unendlich  entfernte  Gerade 
wird  durch  keine  Lagenveränderung  des  Systems  verändert.  Die- 
ser Punkt  muss  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  der  beiden 
Ordnungscurven  sein,  die,  weil  sie  in  doppelter  Berührung  bleiben 
müssen,  zu  ähnlichen  und  concentrischen  Kegelschnitten  werden. 
(Vergl.  Art.  276.)  Man  hat  nun  noch  ferner  das  eine  der  beiden 
reciproken  Systeme  so  um  das  gemeinsame  Centrum  zu  drehen, 
dass  die  einem  beliebigen  unendlich  entfernten  Punkte  ent- 
sprechende Gerade  die  nämliche  ist,  ob  man  denselben  zum  einen 
oder  zum  andern  System  zählt;  dann  würde  dasselbe  für  jeden 
unendlich  fernen  Punkt  gelten,  auf  Grund  der  Projectivität  der 
einander  entsprechenden  Reihen  und  Büschel.  Und  da  die  Kreis- 
punkte der  Ebene  bei  jeder  Drehimg  des  Systems  unverändert 
bleiben,  so  sind  die  Polaren  eines  dieser  Punkte  zum  Zusammen- 
fallen zu  bringen  und  die  Transformation  ist  vollendet. 

Aufg,  1.  •  Die  Geraden,  welche  den  unendlich  enlferolen  Punkten 
im  einen  wie  im  andern-  System  entsprechen,  bilden  zwei  zu  einander  pro- 
jectivische  Büschel  von  Durchmessern,  in  denen  je  zwei  einander  ent- 
sprechen ,  von  denen  der  eine  dem  unendlich  fernen  Punkte  des  andero 
entspricht;  ihre  Scheitel  sind  die  Mittelpunkte  der  Systeme.  Die  den 
Punkten  eines  Durchmessers  entsprechenden  Geraden  sind  einander  parallel 
und  einer  Schaar  von  Parallelen  entsprechen  Punkte  auf  einerlei  Durch- 
messer. Unter  den  Durchmessern  zweier  reciproken  Systeme  giebl  es  in 
Allgemeinen  nur  ein  Paar,  welche  zu  einander  rechtwinklig  sind  und  dena 
ein  Paar  rechtwmklige  conjugirte  entsprechen. 

Aufg,  2.  Die  Polaren  der  Punkte  eines  Kegelschnitts  sind  die  Tan- 
genten eines  andern  Kegelschnitts. 

Aufg.  3.  Man  soll  für  die  concen  tri  sehe  Lage  beider  Systeme  den 
Drehungswinkel  berechnen.,  welcher  der  Transformation  des  Textes  ent- 
spricht. Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  sind  bei  rechtwinkligen 
Coordinaten  aus  dem  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  durch 

[a^^x  +  «21  y)  ^  +  («12^'  +  H2y)  y  +  «33  =  0 
und  daher  für  den  unendlich  fernen  Punkt  y  ^=2  ix   durch 

(a,i  +  f  «12)  ^  +  («21  +  » «22)  y  +  «33  =  0. 

(öii  +  »Ö2i)  ^  +  («12  +  »«22)  y  +  Ö33  =  ö 
dargestellt  und  der  Winkel  dieser  letzleren  ist  durch  den  Ausdruck 

tan  ö  =  ''^'  7  ^''  bestimmt.    (Art.  25.) 

«11  +  «21  ' 
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Dreiundzwanzigste^  Kapitel. 
Von  der  Methode  der  reciproken  Polaren. 


381.  Vor  der  Zeit,  in  welclier  durch  Möbiiis  und  Plücker 
das  Princip  der  Dualität  in  seiner  AHgemeinheit  erkannt  und  ehe 
von  Möbius  die  allgemeine  Theorie  der  geometrischen  Verwandt- 
schaften aufgestellt  ward,  waren  durch  Poncelet  zwei  Methoden 
in  die  Wissenschaft  eingeführt  worden,  welche  jene  allgemeinere 
Auffassung  vorbereiteten  und  sie  in  ihren  Anwendungen  zum  Th^il 
ersetzten.  Ihres  Werthes  wegen  und  nach  dem  historischen 
Interesse,  das  sich  an  sie  knüpft,  schliessen  wir  einen  Abriss  der- 
selben hier  an.  Zuerst  von  der  Methode  der  reciproken  Polaren, 
welche  die  t<ehre  von  der  Verwandtschaft  der  Reciprocität  und 
von  dem  Dualismus  geometrischer  Wahrheiten  anticiplrte.  Ihre 
Ergebnisse  sind  natürlich  in  denen  dieser  allgemeineren  Theorien  • 
.als  Specialisirungen  enthalten. 

Wenn  man  in  Bezug  auf  einen  festen  Kegelschnitt  £  von 
jeder  Tangente  einer  Curve  S  den  Pol  bildet,  so  ist  der  Ort  der 
Pole  von  S  eine  Curve  s,  welche  die  Polarcurve  von  S  in 
Bezug  auf  H  genannt  wird,  während  man  den  Kegelschnitt  £ 
als  den  Hilfskegelschnitt  bezeichnet.  (Vergl.  Art.  380.)  Wir  wol- 
len abkürzend  sagen,  ein  Punkt  entspreche  einer  Geraden,  um 
auszudrücken,  dass  er  der  Pol  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  £ 
ist;  darin  ist  die  Aussage  begründet,  dass  jeder  Punkt  von  s  einer 
Tangente  von  S  entspricht.  In  der  13.  Aufg.  des  Art.  233  ist 
bereits  der  wichtige  Specialfall  davon  bewiesen  worden,  wonach 
die  Polarcurve  eines  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  einen  andern 
Kegelschnitt  ein  Kegelschnitt  ist. 

Der  Durchschnittspunkt  von  zwei  Tangenten  von  S  entspricht 
der  geraden  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte  von  s, 

Diess  folgt  aus  der  Eigenschaft  des  Kegelschnitts  £,  nach 
welcher  der  Durchschnittspunkt  von  zwei  geraden  Linien  der  Pol 
der  Verbindungslinie  ihrer  Pole  ist.    (Art.  108.) 

Wenn  man  insbesondere  voraussetzt,  dass  die  beiden  betrach- 
teten Tangenten  der  Curve  S  einander  unendlich  nahe  sind,  so 
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Jiegeii  auch  die  entsprechenden  Punkte  von  s  einander  unendlich 
nahe  und  ihre  Verbindungslinie  ist  daher  eine  Tangente  von  s. 
Und  da  zwei  auf  einander  folgende  Tangenten  von  S  sich  im  Be- 
rührungspunkt schneiden,  so  erhält  der  letzte  Satz  die  besondere 
Gestalt:  Wenn  eine  Tangente  von  S  einem  Punkte  in  s  entspricht, 
so  entspricht  der  Berührungspunkt  der  ersteren  der  Tangente  im 
letzteren.  Die  Beziehung  der  beiden  Curven  ist  daher  eine  reci- 
proke,  d.  h.  die  Gurve  S  kann  aus  der  Curve  s  genau  in  der- 
selben Weise  abgeleitet  werden,  in  der  \s  aus  S  erzeugt  ward; 
diess  bezeichnet  die  Benennung  „reciproke  Polaren". 

^82.  Diesen  .  Relationen  gemäss  kann  man.  aus  einena  auf 
Lagenverhältnisse  bezüglichen  Satze  über  eine  Gurve  S  einen  an- 
derti  Satz  bezüglich  der  entsprechenden  Gurve  s  ableiten.  Wenn 
z.  ß.  eine  Anzahl  von  Punkten,  die  mit  der  Gurve  S  in  Verbin- 
dung stehen,  in  gerader  Linie  sind,  so  gehen  hiernach  die  ent- 
sprechenden Geraden,  welche  mit  der  Gurve  s  verbunden  sind, 
durch  einen  Punkt  und  umgekehrt  (Art.  108) ;  wenn  %ine  mit  der 
Figur  S  vereinigte  Anzahl  von  Punkten  in  einem  Kegelschnitt 
Hegt,  so  berühren  llie  ihnen  entsprechenden  Geraden  die  Polar- 
curve  dieses  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  £;  und  allgemein,  wenn 
der  Ort  eines  mit  S  irgendwie  verbundenen  Punktes  eine  Gurre 
S"  ist,  so  ist  die  Enveloppe  der  entsprechenden  mit  s  verbundenen 
Geraden  die  reciproke  Polare  s'  von  S'. 

Die  Ordnung  der  Polarreciproken  einer  Gurve  ist  der  Glasse 
der  Gurve  gleich  ^Art.  77),  d.  h.  gleich  der  Zahl  der  Tangenten, 
welche  von  irgend  einem  Punkte  an  dieselbe  gezogen  werden 
können.  Denn  die  Ordnung  von  s  ist  gleich  der  Anzahl  der 
Punkte,  in  welchen  eine  beUebige  Gerade  die  Gurve  $  schneidet 
und  denselben  entspricht  in  der  reciproken  Figur  S  die  gleiche 
Anzahl  der  Tangenten  von  S,  welche  durch  den  jener  Geraden 
entsprechenden  Punkt  gehen.  So  können,  wenn  S  ein  Kegel- 
schnitt ist,  an  diesen  nur  zwei  reelle  öder  imaginäre  Tangenten 
von  irgend  einem  Punkte  aus  gezogen  werden  (Art.  106)  und  in 
Folge  dessen  schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  Gurve  «  nur  in 
zwei  reellen  oder  imaginären  Punkten,  d.  h.  die  Polarreciproke 
eines  Kegelschnitts  ist  eine  Gurve  zweiter  Ordnung.  Einige  Bei- 
spiele werden  zeigen,  wie  in  dem  Falle  zweier  Kegelschnitte  mit- 
telst dieser  Methode  aus  einem  bekannten  Satze  ein  neuer  abge^ 
leitet  werden  kann.     Nach  Art.  281  gehen  die  Verbiodungslimea 
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der  drei  Paare  von  Gegenecken  in  jedem  einem  Kegelschnitt  S 
umgeschriebenen  Sechsseit  durch  einen  Punkt.  Daraus  folgt,  dass 
in  einem,  dem  Kegelschnitt  s  eingeschriebenen  Sechseck  die  Durch- 
schnittspunkte der  drei  Paare  von  Gegenseiten  in  einer  geraden 
Linie  liegen.  (Art.  284.)  So  ergiebt  sich  der  Pascai'sche  aus  dem 
Brianchon'schen  Satze  auch  durch  die  Theorie  der  reciproken 
Polaren,  ganz  so  wie  nach  dem  allgemeinen  Princip  der  Dualität. 
Durch  die  Nebeneinanderstellung  einiger  Sätze  mit  ihren 
Reciproken  soll  im  Folgenden  Gelegenheit  zur  Anwendung  und 
Uebung  dieser  Methode  gegeben  werden;  die  Operation  der  Bil- 
dung des  reciproken  Satzes  wird  sich  als  ein  rein  mechanischer 
Process  der  Vertauschung  von  Worten  wie  Punkt  und  Linie,  ein- 
geschrieben und  umgeschrieben.  Ort  und  Enveloppe,  etc.  erweisen. 


1.  Wenn  zwei  Ecken  eines  Drei- 
ecks sich  auf  festen  geraden  Linien 
bewegen,  während  die  Seiten  sich 
um  feste  Punkte  drehen,  so  ist  der 
Ort  der  dritten  Ecke  ein  Kegelschnitt. 
(Art.  285.  Aufg.  ?.) 

3.  Der  bezeichnete  Ort  ist  eine 
gerade  Linie,  wenn  die  festen  Punkte 
der  Seiten  in  einer  geraden  Linie 
liegen.  (ArL  47.  Aufg.  2.) 

5.  In  welchem  andern  Falle  wird 
derselbe  Ort  zur  geraden  Linie? 
(Art.  47,  Aufg.  3.) 


2.  Wenn  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks durch  feste  Punkte  gehen,  wäh- 
rend die  Ecken  sich  in  festen  geraden 
Linien  bewegen,  so  ist  die  Enveloppe 
der  dritten  Seite  ein  Kegelschnitt. 

4.  Die  bezeichnete  Enveloppe  ist 
ein  Punkt,  wenn  die  festen  geraden 
Linien  der  Ecken  in  einem  Punkte 
zusammenlaufen. 

6.  In  welchem  andern  Falle  wird 
dieselbe  Enveloppe  zum  Punkt? 
(Art.  50,  Aufg.  3.) 

Wenn  zwei  Kegelschnitte  sich  berühren,  so  berühren  sich  auch  die 
Reciproken  derselben;  denn  da  die  ersteren  einen  Punkt  und  die  zuge- 
hörige Tangente  gemein  haben,  so  müssen  die  letztern  eine  Tangente  und 
den  zugehörigen  Berührungspunkt  gemein  haben.  Ebenso :  Wenn  zwei 
Kegelschnitte  mit  einander  in  doppelter  Berührung  sind ,  so  sind  es  aifch 
ihre  Reciproken.  (Vergl.  Art.  359.) 


7.  Wenn  ein  Dreieck  einem  Kegel- 
schnitt umgeschrieben  bleibt  und 
zwei  seiner  Ecken  in  festen  geraden 
Linien  fortschreiten,  so  beschreibt 
die  dritte  Ecke  einen  Kegelschnitt, 
welcher  mit  dem  gegebenen  in  dop- 
pelter Berührung  ist.  (Art.  307, 
Aufg.  4.) 

383.    Wir  haben  im  Art.  381  bewiesen,   dass,   wenn  zwei 

Punkte  P,  P'  in  S  den  Tangenten  pt^  pi  an  s  entsprechen,  auch  die 

Tangenten  in  P  und  P  den  Berührungspunkten  p^  p  entsprechen 


8.  Wenn  ein  Dreieck  einem  Kegel- 
schnitt eingeschrieben  bleibt  und 
zwei  von  seinen  Seiten  sich  um  feste 
Punkte  drehen,  so  umhüllt  die  dritte 
Ecke  einen  Kegelschnitt,  welcher  mit 
dem  gegebenen  in  doppelter  Berüli- 
rung  ist.  (Art.  307,  Aufg.  5.) 
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1.  Wenn  von  einem  Kegelschnitt 
zwei  Punl^te  und  zwei  Tangenten 
gegeben  sind,  so  geht  die  Verbin- 
dungslinie der  Berührungspunkte 
dieser  Tangenten  durch  einen  oder 
den  andern  von  zwei  festen  Punkten. 
(Art.  317.  Aufg.  1.) 

3.  Die  Polaren  eines  festen  Punk- 
tes in  Bezug  auf  alle  demselben  Vier- 
eck umgeschriebenen  Kegelschnitte 
bilden  ein  Strahlbüschel.  (Art.  114, 
Aufg.  2.) 

5.  Der  Ort  des  Pols  einer  festen 
geraden  Linie  in  Bezug  auf  alle  durch 
dieselben  vier  Punkte,  gehende  Kegel- 
schnitte ist  ein  Kegelschnitt.  (Art. 
309.  Aufg.  1.) 

7.  Die  drei  geraden  Linien,  welche 
die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  den 
entsprechenden  Ecken  seines  in  Be- 
zug auf  einen  Kegelschnitt  gebildeten 
Polardreiecks  verbinden,  gehen  durch 
einen  Punkt.  (Art.  130. 309.  Aufg.  5; 
Art.  3Ö1.) 

9.  Man  soll  einem  Kegelschnitt 
ein  Dreieck  einbeschreiben,  dessen 
Reiten  durch  drei  gegebene  Punkte 
gehen.  (Art.  307,  Aufg.  6.) 


und  üass  somit  der  DurchschnitU- 
puDkt  Q  derselben  der  Berühriings- 
sehne  der  letzten  pp'  entspricht 
Wii*  schiiessen  daraus,  dass  ei- 
nem Punkte  Q  und  seiner 
Polare  PP'  in  Bezug  auf  S 
eine  gerade  Linie  pp  und 
ihr  Pol  q  in  Bezug  auf  s 
entspricht 

2.  Wenn  von  einem  Kegelschnitt 
zwei  Tangenten  und  zwei  Punkte 
gegeben  sind,  so'  liegt  der  Durch- 
Schnittspunkt  der  Tangenten  In  die- 
sen Punkten  stets  auf  der  einen  oder 
der  andern  von  zwei  festen  Geraden. 


4.  Die  Pole  einer  festen  Geradeo 
in  Bezug  auf  alle  demselben  Vierseit 
eingeschriebenen  Kegelschnitte  bil- 
den eine  geradlinige  Punktreihe. 

6.  DieEnveloppe  der  Polare  eines 
festen  Punktes  in  Bezug  auf  alle  die- 
selben vier  geraden  Linien  berührende 
Kegelschnitte  ist  ein  Kegelschnitt 

8.  Die  drei  Durchschoiltspunkte 
der  entsprechenden  Seiten  eines  Drei- 
ecks und  seines  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  gebildeten  Polardreiecks 
liegen  in  einer  geraden  Linie.  (Art 
351.) 

10.  Man  soll  einem  KegelschniU 
ein  Dreieck  umschreiben,  dessen 
Ecken  auf  drei  gegebenen  Geraden 
liegen. 


384.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  S  und  S'  und  ihre  Reciproken 
s  und  s'  gegeben  sind,  so  entsprechen  den  vier  Punkten  A^ByCyD^ 
welche  die  ersten  (S,  S')  mit  einander  gemein  haben,  die  vier 
Tangenten  a,  b,  c,  dy  welche  den  letztern  {s,  /)  gemeinschaftlich 
sind  und  den  sechs  Sehnen  AB,  -CJ);  AC,  BD;  AD^  BC,  welche 
jene  Durchschnittspunkte  mit  einander  verbinden,  die  sechs  Schnitt- 
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punkte  ab,  cd;  ac^  bd;  ad,  bc  dieser  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten. 


1.  Wenn  drei  Kegelschnitte  zwei 
gemeinschaftliche  Tangenten  haben 
oder  wenn  sie  alle  mit  einem  vierten 
Kegelschnitt  in  doppelter  Berührung 
sind,  so  gehen  die  sechs  Durchschnitts- 
sehnen derselben  viermal  zu  je  dreien 
durch  einen  Punkt.  (Art.  280.) 
Man  darf  diese  Punkte  als  die 
vier  Radicaicentra  der  drei  Kegel- 
schnitte bezeichnen,  welche  densel- 
ben vierten  Kegelschnitt  doppelt  be- 
rühren. 

3.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  sich 
berühren,  so  schneiden  sich  die  Tan- 
genten derselben  in  den  Endpunkten 
einer  durch  den  Berührungspunkt 
gehenden  Sehne  in  der  gemeinschaft- 
lichen Sehne  der  Kegelschnitte. 

5.  Wenn  man  durch  einen  Schnitt- 
punkt der  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten zweier  Kegelschnitte  zwei 
beliebige  Sehnen  zieht,  so  schneiden 
sich  die  Verbindungslinien  ihrer  End- 
punkte in  einer  oder  der  andern  von 
den  gemeinschaftlichen  Sehnen  der 
Kegelschnitte.  (Art.  307,  Aufg.  3.) 

7.  Wenn  die  Kegelschnitte  A  und 
B  beide  mit  dem  Kegelschnitt  S  in 
doppelter  Berührung  sind,  so  schnei- 
den sicli  ihre  Berührungssehnen  mit 
S  und  ihre  Durchschnittssehnen  mit 
einander  in  einem  Punkte  und  bilden 
ein  harmonisches  Büschel.  (Art.  279.) 


9.  Wenn  die  Kegelschnitte  A,  B,  C 
den  Kegelschnitt  S  je  doppelt  und 
überdless  A  und  B  beide  C  einfach 
berühren,  so  schneiden  sich  die  Tan- 
genten in  den  Berührungspunkten  in 


2.  Wenn  drei  Kegelschnitte  zwei 
gemeinschaftliche  Punkte  haben  oder 
wenn  sie  alle  mit  einem  vierten 
Kegelschnitt  in  doppelter  Berührung 
sind,  so  liegen  die  sechs  Durch- 
schnittspunkte ihrer  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  viermal  zu  je  dreien 
in  einer  Geraden.  Man  kann  diese 
Geraden  als  die  vier  Aehnlichkeitsaxen 
der  drei  KegeUchnitte  benennen, 
welche  denselben  vierten  Kegelschnitt 
doppeit  berühren.  (Vergl.  Art.  147, 
wovon  diess  eine  Erweiterung  ist.) 

4.  Wenn  ^wei  Kegelschnitte  sich 
berühren,  so  gehen  die  Verbindungs- 
linien der  Berührungspunkte  ihrer 
Tangenten  aus  einem  Punkte  ihrer 
gemeinsamen  Tangente  durch  den 
Schnittpunkt  der  gemeinschaftlichen 
Tangenten  der  Kegelschnitte. 

6.  Wenn  man  in  einer  gemein- 
schaftlichen Sehne  zweier  Kegel- 
schnitte zwei  Punkte  wählt,  so  liegen 
die  Durchschnittspunkte  der  von 
ihnen  ausgehenden  Tangenten  in  ge- 
raden Linien,  welche  durch  einen  oder 
den  anderen  von  den  Schnittpunkten 
der  gemeinschaftlichen  Tangenten 
beider  Kegelschnitte  gehen. 

8.  Wenn  die  Kegelschnitte  A  und 
B  mit  dem  Kegelschnitt  5  in  doppel- 
ter Berührung  sind,  so  liegen  die 
Durchschnitlspunkle  ihrer  respective 
mit  S  gemeinschaftlichen  Tangenten 
und  die  der  Paare  ihrer  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  in  einer  geraden 
Linie  und  bilden  eine  harmonische 
Reihe.  (Art,  319.  Aufg.  1.) 

10.  Wenn  die  Kegelschnitte  A,  B,  C 
den  Kegelschnitt  S  je  doppell  und 
überdiess  A  und  B  beide  C  einfach 
berühren,  so  geht  die  Verbindungs- 
linie  der  Berührunffspunkte   durch 
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einer  geiiieinschaftlichen  Sehne  von  eineu  SchDillpunkl  der  gemeinsameD 


Ä  und  B. 


Tangenten  von  Ä  und  B> 


\ 


Von  den  vorigen  Sätzen  aus  gelangt  man  ganz  wie  im  Art.  151  von 
denen,  welche  ihnen  in  der  Theorie  von  drei  Kreisen  entsprechen,  zor 
geometrischen  Auflösung  des  Problems,  welches  dem  des  Apollonius  bei 
den  Kegelschnitten  analog  ist:  Zu  drei  demselben  Kegelschnitt  einge- 
schricl)enen  Kegelschnitten,  denjenigen  vierten  zu  bestimmen,  der  gleich- 
Falls  diesem  eingeschrieben  ist.  *  Man  erhfilt  dieselbe  Aaflüsung,  welche 
wir  in  der  Aufg.  1  des  Art.  359  analytisch  entwickelt  haben. 

385.  Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  der  Hilfskegel- 
schniU  Z  ein  vollkommen  beliebiger  Kegelschnitt  sei;  man  pflegt 
denselben  jedoch  zumeist  als  einen  Kreis  anzunehmen  und  wir 
wollen  darum  im  Folgenden  überall,  wo  von  Polarcnrven  ohne 
weiteren  Beisatz  die  Rede  ist,  Polarcurven  in  Bezug  auf  einen 
Kreis  verstanden  denken. 

Wir  wissen  aus  Art  121,  dass  die  Polare  eines  Punktes  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  ^ur  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit 
dem  Centrum  normal  ist  und  dass  das  Product  der  Entfernungen 

des  Punktes  und  seiner  Polare  dem 
Quadrat  des  Radius  gleich  ist 
Darnach  lässt  sich  die  Relation 
zwischen  Polarcurven  in  Bezug  auf 
einen  Kreis  wie  folgt  aussprechen: 
Wenn  man  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  0  auf  eine 
jede  Tangente  der  Curve  5 
eine  Normale  OT  fällt  und 
sie  so  weit  verlängert,  dass 
das  Rechteck  der  Segmente  OT.  Op  einen  constanteo 
Werth  k'^  erhält,  so  ist  der  Ort  der  Punkte  p  eine 
Curve  5,  welche  die  reclproke  Polare  von  S  genannt 
wird.  Denn  diess  ist  mit  der  Bestimmung  gleichbedeutend,  dass 
p  der  Pol  von  P  J  in  Bezug  auf  einen  Kreis  vom  Centrum  0  und 
Radius  k  ist.  Die  Tangente  pt  entspricht  daher  nach  ArL  381 
dem  Berührungspunkt  P,  d.  h.  OP  ist  rechtwinklig  zu  p/  und 
OP  .Ot  =^  k\ 

Man  findet,  dass  eine  Veränderung  der  Grösse  k  zwar  die 
Stelle,  aber  nicht  die  Form  von  s  ändert,  die  in  den  meisten  Fal- 
len uns  allein  angeht.  Darum  kann  in  dieser  Anschauungsweise 
von  der  Relation  der  Polarcurven  die  Beziehung  auf  den  Kreis 
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sogar  ganz  unterdrückt  werden  und  s  kann  als  die  Reciproke 
von  S  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  bezeichnet  werden,  den 
man  für  diesen  Fall  als  den  Ursprung  bezeichnet.  Die  mit  der 
Anwendung  des  Kreises  als  Hilfskegelschnitt  verbundenen  Vortheile 
entspringen  zumeist  aus  den  beiden  folgenden  Sätzen,  die  aus  dem 
bisher  Gesagten  hervorgehen  und  erlauben,  dass  man  mit  Hilfe 
dieser  Methode  ausser  Sätzen  über  die  Lage  der  Figuren  auch 
solche  transformire,  welche  metrische  Relationen  von  Linien  und 
Winkeln  enthalten:  Die  Entfernung  eines  Punktes  P  vom  Ursprung 
ist  der  reciproke  Werth  der  Entfernung  des  Letzteren  von  der 
entsprechenden  Geraden  pt.  Der  von  zwei  beliebigen  Geraden 
TQy  TQ  eingeschlossene  Winkel  ist  dem  Winkel  pOp  gleich, 
.  welchen  die  entsprechenden  Punkte  p^p'  am  Ursprung  einschliessen ; 
denn  Op  ist  normal  zu  TQ  und  Op   auf  TQ. 

Von  der  Anwendung  dieser  Principien  folgen  einige  Beispiele, 
nachdem  vorher  das  Problem  untersucht  worden  ist:  Man  soll 
die  Polarreciproke  eines  Kreises  in  Bezug  auf  einen 
andern  Kreis  bestimmen; 
d.  h.  den  Ort  des  Pols  p  einer 
Tangente  PT  des  Kreises  [C)  in 
Bezug  auf  den  Kreis  0  ermit- 
teln. Sei  MN  die  Polare  des 
Mittelpunktes  von  C  in  Bezug 
auf  den  Kreis  aus  0,  so  besteht 
für  die  Punkte  C  und  p  und 
ihre  Polaren  MN,  PT  nach 
Art.  131  die  Relation  OCiCP^:^  OpipN  und  zeigt  nach  der 
Constanz  von  OC  und  CP,  dass  die  Distanz  des  Punktes  p  von  0 
zu  seiner  Distanz  von  der  Geraden  MN  in  einem  constanten  Ver- 
hältniss  OCiCP  ist;  der  Ort  von  p  ist  daher  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  0  zum  Brennpunkt,  MN  zur  entspre- 
chenden Directrix  und  die  Excentricität  OC:CP  hat. 
Die  Letztere  ist  demnach  grösser  oder  kleiner  als  Eins ,  je  nach- 
dem 0  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kreises  C  ist,  und  sie  ist 
gleich  Eins,  wenn  der  Punkt  0  in  der  Peripherie  desselben 
liegt.  Die  reciproke  Polare  eines  Kreises  ist  ein  Kegelschnitt, 
der  den  Ursprung  zum  Brennpunkt  und  die  dem  Centrum 
entsprechende  gerade  Linie  zur  Directrix  hat,  und  welcher 
eine   Ellipse,    Hyperbef  oder  Parabel  ist,    je   nachdem   der   Ur- 
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Sprung  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  oder  auf  demsel- 
ben liegt. 

Aufg.  Wenn  drei  KegeischnlUe  einen  Brennpunlcl  gemein  haben, 
so  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  Paare  ihrer  gemeinschaftiiclien  Tan- 
genten in  einer  geraden  Linie.  Denn  für  den  gemeinschafllichen  Brenn- 
punkt als  Anfangspunkt  sind  die  reciprokenCurven,  Kreise  und  die  besag- 
ten Schnittpunkte  zu  den  Radicalaxen  derselben.  ' 

386.   Hiernach  machen  wir  zunächst  von  dem  zweiten  Satze 

des  vorigen  Artikels  Gebrauch  zur  Ableitung  einer  Reihe 

von   Eigenschaften,    welche   sich   auf.  die  Grösse   von 

Winkeln  beziehen. 


Aus:  1.  Zwei  Tangeuten  eines 
Kreises  machen  mit  ihrer  Berührungs- 
sehne gleiche  Winkel  — 


folgt  2.  Qie  gerade  Linie,  welche 
vom  Brennpunkt  eines  Kegelschnitts 
nach  dem  Durchschnittspunkt  zweier 
Tangenten  desselben  gezogen  wird, 
halbirl  den  Winkel,  welchen  ihre 
Beruh  rungssehne  am  Brennpunkt 
'  spannt.  (Art.  199  ) 

Denn  der  Winkel  z\iischen  einer  Tangente  PQ  (Fig.  p.  522) 
und  der  Beröhrungssehne  PP'  ist  dem  Winkel  gleich,  der  am 
Brennpunkt  von  den  entsprechenden  Punkten  p,  q  gespannt  wird: 
ebenso  ist  der  Winkel  QPP  dem  von  p  und  q  am  Brennpunkte  ge- 
spannten Winkel  gleich,  und  wegen  QPP'  =  QP'P  ist  daher 
pOq  =  pOq. 

Aus:  3.  Jede  Tangente  eines  Krci-  \      4.  Jeder  Punkt  eines  Kegelschnitts 
ses   ist  senkrecht  auf  der   Verhiii-   fasst  mit  dem  Durchschnittspunkt  der 


dungslinie  ihres  Berührungspunktes 
mit  dem  Gentrum  — 


ihm  entsprechenden  Tangente  milder 
Directrit  am  Brennpunkt  einen  rech- 
ten Winkel. 

Wir  erinnern  dabei,  dass  die  Directrix  des  Kegelschnitts  dem  Centrum 
des  Kreises  entspricht.    Ebenso  entsprechen  sich  die  Paare  von  Sätzen: 

5.  Jede  gerade  Linie  ist  senkrecht  |  6.  Jeder  Punkt  fasst.  mit  dem 
zu  der  geraden  Verbindungslinie  ihres  Durchschnillspunkt  seiner  Polare  mit 
Pols  mit  dem  Centrum  des  Kreises.    '  der  Direclrii  einen  rechten  Winkel 

am  Brennpunkt. 

8.  Die  gerade  Verbindungslinie  des 
Durchschnittspunktes  einer  Geraden 
und  der  Directrix  mit  dem  Brennpunkt 
halhirt  den  Winkel  zwischen  den 
Radien  vectoren  der  Punkte,  in  wel- 
chen die  gegebene  gerade  Linie  den 
Kegelschnitt  schneidet. 

10.  Die  Enveloppe  der  Sehnen  eines 


7.  Die  gerade  Linie,  welche  einen 
Punkt  mit  demCentrum  eines  Kreises 
verbindet,  macht  mit  den  durch  die- 
sen Punkt  an  den  Kreis  gezogenen 
Tangenten  gleiche  Winkel. 


9.  Der  Ort  des  Durchschnittspunk- 


r 


Transformation  nielriseher  Relationen.  (Winkel.)    Art.  386.     525 


les  derjenigen  Tangenten  eines  Krei- 
ses, die  einander  unter  gegebenem 
Winkel  schneiden,  ist  ein  concenlri- 
scher  Kreis. 

11.  DieEnveioppederBeraiirungs- 
sehnen  derjenigen  Tangenten  eines 
Kreises,  welche  sich  unter  einem  ge- 
gebenen Winkel  schneiden,  ist  ein 
concentrischer  Kreis. 


Kegelschnitts,  w«Iche  einen  gegebe- 
nen Winkel  am  Brennpunkt  spannen, 
ist  ein  Kegelschnitt  von  dem  nämli- 
chen Brennpunkt  und  derselben  Di- 
rectrix.  (Art.  310,  Aufg.  2.) 

12.  Der  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte der  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts, deren  Berührungssehnen  am 
Brennpunkt  einen  gegebenen  Winkel 
spannen,  ist  ein  Kegelschnitt  von  dem- 
selben Brennpunkt  und  derselben  Di- 
rectrix. 

14.  Wenn  eine  feste  gerade  Linie 
eine  Reihe  von  Kegelschnitten  schnei- 
det, die  denselben  Brennpunkt  und 
dieselbe  Directrix  haben,  so  ist  die 
Enveloppe  der  in  den  Durchschnitts- 
punkten an  diese  Kegelschnitte  ge- 
legten Tangenten  ein  Kegelschnitt 
von  demselben  Brennpunkte,  welcher 
sowohl  die  feste  gerade  Linie  als  die 
gemeinschaftliche  Directrix  berührt. 

Wenn  wir  die  gerade  Linie  in  unendlicher  Entfernung  voraussetzen, 
so  ergiebt  sich  als  ein  specieller  Fall,  dass  die  Enveloppe  der  Asymptoten 
aller  derjenigen  Hyperlieln,  die  denselben  Brennpunkt  und  dieselbe  Direc- 
trix haben,  eine  Parabel  ist,  die  denselben  Brennpunkt  hat  und  die  ge- 
meinschaftliche Directrix  berührt. 


13.  Wenn  man  von  einem  festen 
Punkte  an  eine  Reihe  concentrischer 
Kreise  Tangenten  zieht,  so  ist  derOrt 
der  Berührungspunkte  eiii  durch  den 
festen  Punkt  und  das  gemeinschaft- 
liche Gentrum  gehender  Kreis. 


15.  Wenn  durch  einen  Punkteines 
Kreises  zwei  zu  einander  rechtwink- 
lige Sehnen  gezogen  werden,  so  geht 
die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte 
durch  das  Gentrum  desselben. 


16.  Der  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte derjenigen  Tangenten  einer 
Parabel,  welche  einander  rechtwinklig 
durchschneiden,  ist  die  Directrix. 


Wir  sagen  „eine  Parabel",  weil  die  Polare  des  Kreises  in  Bezug  auf 
den  Punkt,  von  welchem  die  Sehnen  ausgehen,  als  auf  einen  Punkt  seiner 
Peripherie,  eine  Parabel  ist.    (Art.  385.) 


17.  Die  Enveloppe  einer  Sehne  im 
Kreise,  welche  an  einem  gegebenen 
Punkte  seiner  Peripherie  einen  vor- 
geschriebenen Winkel  spannt,  ist  ein 
concentrischer  Kreis. 

19.  Wenn  die  Basis  und  der  Winkel 
an  der  Spitze  eines  Dreiecks  gegeben 
sind ,  so  ist  der  Ort  der  Spitze  ein 


18.  Der  Ort  der  Durchscbnitts- 
punkte  derjenigen  Tangenten  einer 
Parabel,  welche  einander  unter  ge- 
gebenem Winkel  schneiden-,  ist  ein 
Kegelschnitt,  der  denselben  Brenn- 
punkt und  dieselbe  Directrix  hat. 

20.  Wenn  von  einem  Dreieck  zwei 
Seiten  nach  ihrer  Lage  und  der  von 
der  Basis  an  einem  bestimmten  Punkte 
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Kreis ,  welcher  durch  die  Endpunkte 
der  Basis  geht. 


2 1 .  Der  Ort  des  Durchschnittspunk- 
tes der  Taugenten  einer  Ellipse  oder 
Hyperbel,  welche  einander  rechtwink- 
lig schneiden,  ist  ein  Kreis. 


gespannte  Winkel  gegeben  sind,  so 
ist  die  Enveloppe  der  Basis  ein  Ke- 
gelschnitt, von  welchem  dieser  Punkt 
ein.  Brennpunkt  ist  und  der  die  bei- 
den gegebenen  Seiten  berührt. 

22.  Die  Enveloppe  der  Sehne  eines 
Kegelschnitts,  Vi*elche  an  einem  ge- 
gebenen Punkte  einen  rechten  Win- 
kel spannt,  ist  ein  Kegebchnitt,  wei- 
cher diesenPunkt  zumBrennpunkthaL 

Im  Art.  155  bewiesen  wir  den  Satz :  Wenn  man  von  einem  Punkt 
in  der  Peripherie  eines  Kreises  auf  die  Seiten  eines  ihm  eingeschriebenen 
Dreiecks  Perpendikel  fällt,  so  liegen  ihre  Fusspunkte  in  einer  geraden 
Linie.  Wenn  wir  jenen  Punkt  zum  Ursprung  der  Reciprocität  wählen,  so 
entspricht  dem  in  den  Kreis  eingeschriebenen  Dreieck  ein  Dreieck,  welches 
einer  Parabel  umgeschrieben  ist ;  es  entspricht  auch  dem  Fusspunkt  der 
auf  eine  gerade  Linie  gefällten  Senkrechten  die  durch  den  entsprechenden 
Punkt  senkrecht  zu  seiner  Verbindungslinie  mit  dem  Ursprung  gezogene 
Gerade,  so  dass  wir  den  Satz  erhalten:  Wenn  wir  die  Ecken  eines  Drei- 
ecks, welches  einer  Parabel  umgeschrieben  ist,  mit  dem  Brennpunkt  der- 
selben verbinden  und  in  jenen  Eckpunkten  auf  diesen  Verbindungslioien 
Senkrechte  errichten,  so  gehen  diese  durch  denselben  Punkt.  Wenn  mau 
daher  über  der  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Brennpunkt  als 
Durchmesser  einen  Kreis  beschreibt,  so  geht  derselbe  durch  die  Ecken  des 
umgeschriebenen  Dreiecks.  Und  somit:  Wenn  drei  Tangenten  einer  Para- 
bel gegeben  sind ,  so  ist  der  Ort  des  Brennpunktes  derselben  der  dem 
Dreieck  der  Tangenten  umgeschriebene  Kreis.   (Art.  231 ,  Zus.  IV.) 


23.  Der  Ort  des  Fusspunktes  der 
Senkrechten  (oder  gleicligeneigten 
Geraden)  vom  Brennpunkt  einer  Ellip- 
se oder  Hyperbel  auf  die  Tangente 
derselben  ist  ein  Kreis. 


24.  Wenn  man  von  irgend  einem 
Punkte  aus  nach  einem  Kreise  gerade 
Linien  zieht  und  in  den  Endpunkten 
derselben  Senkrechte  (oder  etc.)  auf 
ilmen  errichtet,  so  ist  die  Enveloppe 
dieser  Letzteren  ein  Kegelschnitt,  der 
den  festen  Punkt  zu  seinem  Brenn- 
punkt hat. 

387.  Nachdem  wir  im  letzten  Artikel  die  Methode,  Dach  wel- 
cher auf  Winkel  bezügliche  Sätze  transformirt  werden,  hinreichend 
durch  Beispiele  erläutert  haben,  gehen  wir  dazu  über,  zu  zei- 
gen, in  welcher  Weise  Sätze  transformirt  werden,  in 
welchen  die  Grössen  von  durch  den  Ursprung  gehen- 
den geraden  Linien  auftreten.  Solche  Transformationen 
geschehen  auf  Grund  des  ersten  Satzes  im  Artikel  385.  Wir 
wählen  als  ein  Beispiel  den  Satz,  dass  die  Summe  (oder  die  Dif- 
ferenz, wenn  der  Ursprung  ausserhalb  des  Kreises  liegt)  der  Senk- 
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rechten,  die  vom  Umprun^  aaf  ein  Paar  paralleler  Tangenten  eines 
Kreises  gefällt  werden  können,  constant  und  dem  Durchmesser 
des  Kreises  gleich  ist.  Nun  entsprechen  z^vei  parallelen  Linien 
zwei  Punkte  in  einer  durch  den  Ursprung  gehenden  Geraden,  und 
man  erhält  den  Satz:  Die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Seg- 
mente einer  Focal- Sehne  in  der  Ellipse  ist  constanL 

Aus  Artikel  201,  Aufgabe  1,  wissen  wir,  dass  diese  Summe 
dem  vierfachen  reciproken  Werth  des  Parameters  der  Ellipse  gleich 
Ist,  und  da  das  gegenwärtige  Beispiel  lehrt,  dass  dieselbe  nur  vom 
Durchmesser  und  nicht  von  der  Lage  des  reciproken  Kreises  abhängig 
ist,  so  ist  zu  schliessen,  dass  die  reciproken  Curven  gleicher  Kreise 
in  Bezug  auf  irgend  einen  Ursprung  denselben  Parameter  haben. 
1.  Das  Rechteck  derSegmente  jeder       2.  Das  Rechteck  aus  den  Senkrech- 


durch  den  Ursprung  gezogenen  Seh- 
ne eines  Kreises  ist  constant. 


ten,  die  man  vom  Brennpunkt  auf 
zwei  parallele  Tangenten  fällen  kann, 
ist  constant. 

Daher  ist  mit  der  durch  den  Ursprung  an  einen  Kreis  zu  ziehenden 
Tangente  auch  die  conjugirte  Axe  der  reciproken  Hyperbel  gegeben. 

Der  Satz ,  dass  die  Summe  der  Entfernungen  eines  Ellipsenpunklcs 
von  den  Brennpunkten  constant  ist,  kann  ausgedrückt  werden,  wie  folgt : 


3.  Die  Summe  der  Entfernungen 
des  Brennpunktes  von  den  Berüh- 
rungspunkten paralleler  Tangenten 
ist  constant. 


4.  Die  Summe  der  reciproken  Wer- 
the der  Senkrechten,  welche  man  von 
einem  beliebigen  Punkte  aus  auf  sol- 
che zwei  Tangenten  eines  Kreises 
fällen  kann,  deren  Berührungssehnc 
durch  jenen  Punkt  geht,  ist  constant. 

388.  Mit  Hilfe  des  in  Art.  131  gegebenen  Satzes  kann  man 
diese  Transformationen  auch  auf  solche  Sätze  anwen- 
den,  welche  sich  auf  die  Grösse  von  geraden  Linien 
beziehen,  die  nicht  durch  den  Ursprung  gehen. 

So  wissen  wir  z.  B.,  dass  das  Producl  der  Perpendikel,  die 
mau  von  einem  beliebigen  Punkte  eines  Kegelschnitts  auf  das  eine 
Paar  der  Gegenseiten  eines  in  denselben  eingeschriebenen  Vierecks 
allen  kann,  zu  dem  Product  der  von  demselben  Punkte  auf  das 
andre  Paar  der  Gegenseiten  zu  fällenden  Perpendikel  in  einem 
coDstanten  Verhältniss  ist.  (Art.  288.) 

Die  Relation,  welche  diesen  Satz  ausdruckt,  wenn  P  der  ge- 
dachte Punkt  und  A,  B,  C,  D  die  Fusspunkte  der  auf  die  Seiten 
des  Vierecks  gefällten  Perpendikel  in  ihrer  natörlichen  Ordnung 

PA  PC  PB  PD 

sind,    kann   aber  in  der  Form     -~'  —  z=:k-  ^ p-f^    geschrie- 
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ben  werden.  Shid  nun  a,  b.  c,  d  die  den  Seiten  des  Vierecks 
entsprechenden  Punkte  und  bezeichnet  ap  die  Senkrechte,  welche 
man  von  a  auf  die  dem  Punkte  P  entsprechende  gerade  Linie 
fallt,  so  gilt  nach  Art.  131  di^  Relation  PA:OP=  ap:  Oa;  ebenso 
für  die  andern  Seiten.  Wegen  der  Unveränderlichkeit  der  Linien 
Oa,  Ob,  Oc,  Od  schiiessen  wir  daraus:  Wenn  ein  festes  Viereck 
einem  Kegelschnitt^  umgeschrieben  ist,  so  ist  das  Product  der  Per- 
pendikel, die  man  von  zweien  seiner  Gegenecken  auf  eine  ver- 
änderliche Tangente  desselben  fällen  kann,  zu  dem  Producte  der 
auf  dieselbe  Tangente  von  den  andern  Gegenecken  gefällten  Per- 
pendikel in  einem  constanten  Verhältniss.   (Art  292.) 


1.  Das  Product  der  Perpendikel, 
die  man  von  einem  beliebigen  Punkte 
eines  Kegelschnitts  auf  zwei  feste 
Tangenten  desselben  fällt,  ist  zu  dem 
Quadrat  des  von  ihm  auf  ihre  Berüh- 
rungssehne gefällten  Perpendikels  in 
einem  constanten  Verhältniss.  (Art. 
288.) 


2.  Das  Product  der  Perpendikel, 
die  man  von  zwei  festen  Punkten 
eines  Kegelschnittes  auf  eine  belie- 
bige Taugente  desselben  fällen  kann, 
ist  in  einem  constanten  Verhältniss 
zu  dem  Quadrate  des  Perpendikels, 
welches  vom  Durchschnitt  der  in 
jenen  Punkten  an  den  Kegelschniu 
gelegten  Tangenten  auf  jene  Tangente 
gefällt  wird. 

Wählte  man  bei  dieser  Transformation  den  Ursprung  der  Becipro- 
cilät  in  der  BerQhrungssehne  selbst ,  so  ist  der  reciproke  Satz  wie  folgt 
auszusprechen:  Das  Bechteck  aus  den^bschuitten,  welche  eine  veränder- 
liche Tangente  eines  Kegelschnitts  in  zwei  parallelen  festen  Tangenten 
desselben  bestimmt,  ist  constant. 


3.  In  jedem  Kegelschnitte  ist  das 
Product  der  Perpendikel«  die  man 
von  zwei  festen  Punkten  (den  Brenn- 
punkten) auf  eine  beliebige  Tangente 
fällt,  constant. 


4.  Das  Quadrat  des  Radius  vector 
von  einem  festen  Punkte  zu  einem 
beliebigen  Punkte  eines  Kegelschnitts 
ist  zu  dem  Producte  der  Perpendikel 
in  einem  constanten  Verhältniss, 
welche  man  von  diesem  Punkte  des 
Kegelschnitts  auf  zwei  feste  gerade 
Linieu  fällen  kann. 

389.  Manche  auf  Grössenverhältnisse  bezügliche  Sätze  lassen 
sich  auf  solche  über  gerade  Linien  redudren,  welche  nach  har- 
monischem oder  nach  gleichem  Doppelverhältniss  geschnitten  wer- 
den, und  ihre  Transformation  wird  alsdann  durch  das  Princip 
ermöglicht:  Vier  Punkten  in  einer  geraden  Linie  entsprechen  vier 
gerade  Linien,  die  durch  einen  Punkt  gehen  (einer  Reihe  von 
vier  Punkten  ein  Büschel  von  vier  Strahlen)  und  das  Doppelver- 
hältniss dieses  Büschels   ist  dasselbe  wie  das  jener  vier  Punkte. 
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Man  braucht  zur  Begründung  desselben  nur  anzuführen,  dass  jeder 
Strahl  des  Büschels,  welches  durch  den  Ursprung  und  die  gegebenen 
vier  Punkte  bestimmt  wird,  zu  einer  der  entsprechenden  Linien  senk- 
recht isL  Mit  Hilfe  dieses  Princips  lassen  sich  die  projectivischen 
Eigenschaften    der  Kegelschnitte    aus  denen  des  Kreises  ableiten. 


1.  Das  Doppel verhältniss  des  Bü- 
schels, welches  durch  die  Verbindung 
von  vier  festen  Punkten  eines  Kegel- 
schnilts  mit  einem  veränderlichen 
fünften  entsteht,  ist  constant. 


2.  Das  Doppel  verbal  tniss  der  Punk- 
te, in  welchen  vier  feste  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  von  einer  verän- 
derlichen fünf len  Tangente  desselben 
geschnitten  werden ,  ist  constant. 


Der  erste  dieser  Sätze  ist  für  den  Kreis  wahr,  weil  alle  Winkel  des 
Büschels  constant  sind ,  in  Folge  dessen  ist  der  zweite  für  alle  Kegelr 
schnitte  richtig.  Der  zweite  Salz  gilt  für  den  Kreis,  weil  die  von  den  vier 
Punkten  am  Centrum  bestimmten  Winkel  constant  sind;  in  Folge  dessen 
ist  der  erste  Satz  für  alle  Kegelschnitte  wahr. 

Indem  man  die  Winkel  betrachtet,  welche  in  der  reciproken  Figur 
den  am  Kreise  vorhandenen  constanten  Winkeln  entsprechen,  erkennt  man, 
dass  die  von  den  vier  Punkten  der  veränderlichen  Kegelschnittstangentc 
amBrennpunkt  bestimmten  Winkel  constant  sind  und  dass  ferner  die  Winkel, 
welche  von  den  Durchschnittspunkten  der  vier  Strahlen  des  Büschels  mit 
der  Directrix  am  Brennpunkt  gespannt  werden,  von  constanter  Grösse  sind. 

390.  Das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  einer  geraden 
Linie  ist  nicht  die  einzige  Relation  über  die  Grösse  von  Linien, 
welche  durch  die  an  einem  festen  Punkt  gemessenen  Winkel  aus- 
gedrückt werden  kann.    Für  jede  Relation ,  welche  durch  die  wie 

in  Art.  57  vollzogene  Substitution  des  Ausdrucks yr^ 

för  jede  in  ihr  vorkommende  geradlinige  Strecke  AB  auf  eine 
Relation  zwischen  den  Sinus  der  an  einen  gegebenen  Punkt  0 
gespannten  Winkel  reducirt  werden  kann,  gilt,  was  von  der  Re- 
lation des  Doppel  Verhältnisses  bewiesen  ist,  dass  sie  für  die 
Schnittpunkte  jeder  beliebigen  Transversale  mit  den  geraden  Linien 
OA,  OB  .  . ,  wahr  ist,  welche  jene  Punkte  mit  diesem  gegebenen 
Punkt  verbinden.  Indem  man  alsdann  den  gegebenen  Punkt  zum 
Ursprung  der  Reciprocität  nimmt,  kann  ein  reciproker  Satz  leicht 
abgeleitet  werden.  So  ist  z.  B.  der  folgende  Salz,  welchen  man 
Carnot  verdankt,  eine  unmittelbare  Folge  des  Art.  111:  Wenn 
ein  Kegelschnitt  die  Seiten  A^A^,  A^A^,  A^Ai  eines  Dreiecks 
respective  in  den  Punktepaaren  B^,  B^\  ^, ,  ^/;  B^^  B^    schnei- 

A^B2.A^B2  .  A^B^ . A^B^  .  A^B^ . A^B^ 

Salionn  ,  Anal.  Goom.  c1.  K**pelsöhn.  2.  Aufl.  34 
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]eicht,  dass  dieses  Verhältniss  die  eben  erwähnte  Eigenschaft  be- 
sitzt, überall  Icann  man  für  die  in  ihm  auftretenden  geraden  Strecken 
die  Sinus  der  Winl&ei  substiUiiren ,  welche  die  Endpunkte  dersel- 
ben an  einem  festen  Pupkte  0  bestimmen.  Wir  können  demaadi 
den  reciproken  Satz  bilden,  und  finden,  dass  es  derselbe  ist, 
welchen  wir  im  Art.  327  gegeben  haben. 

391.  Nachdem  wir  gezeigt  haben,  wie  zu  specielien  Sätzen 
die  reciproken  zu  bilden  sind,  fugen  ^ir  einige  allgemeine  Be- 
trachtungen über  reciproke  Kegelschnitte  hinzu. 

Wir  bewiesen  im  Art.  385,  dass  die  Reciproke  eines  Kreises 
eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  je  nachdem  der  Ursprung 
innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises,  oder  auf  demselben  ge- 
wählt wird  und  dehnen  zuerst  diesen  Schluss  auf  alle  Kegelschnitte 
aus.  Je  näher  eine  gerade  Linie  oder  ein  Punkt  dem  Ursprung 
ist,  desto  weiter  muss  offenbar  der  entsprechende  Punkt  oder  die 
entsprechende  Linie  von  demselben  sein;  in  Folge  des  Grundge- 
setzes, von  welchem  dieses  Entsprechen  beherrscht  wird,  ent- 
spricht jeder  durch  den  Ursprung  gehenden  geraden  Linie  ein 
Punkt  in  unendlicher  Entfernung  und  dem  Ursprünge  selbst  eine 
gerade  Linie,  welche  ganz  in  unendlicher  Entfernung  liegt  Dem- 
nach entsprechen  den  beiden  durch  den  Ursprung  an  die  Curve 
zu  ziehenden  Tangenten  zwei  unendlich  entfernte  Punkte  der  reci- 
proken Curve.  Wenn  vom  Ursprung  aus  zwei  reelle  Tangente 
an  die  Curve  gezogen  werden  können,  so  hat  die  reciproke  Curve 
zwei  reelle  Punkte  in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  sie  ist  eine 
Hyperbel;  wenn  di^  vom  Ursprung  an  die  Curve  zu  ziehenden 
Tangenten  imaginär  sind,  so  ist  die  reciproke  Curve  eine  Ellipse; 
und  wenn  der  Ursprung  in  der  Curve  liegt,  so  dass  die  von  ihm 
aus  zu  ziehenden  Tangenten  zusammenfallen,  so  fallen  die  unend- 
lich entfernten  Punkte  der  reciproken  Curve  zusammen,  und  die- 
selbe ist  demnach  eine  Parabel.  Da  die  unendlich  entfernte  ge- 
rade Linie  dem  Ursprung  entspricht,  so  ist  dieselbe,  wenn  der 
Ursprung  der  Curve  angehört,  noth wendig  eine  Tangente  der  reci- 
proken Curve  und  wir  gelangen  auch  so  zu  dem  Satze  des  Art 
274,  nach  welchem  jede  Parabel  eine  in  unendlicher  Entfernung 
gelegene  Tangente  hat. 

392.  Den  Berührungspunkten  zweier  durch  den  Ursprung 
gehender  Tangenten  entsprechen  die  Tangenten  in  den  zwei  un- 
endlich entfernten  Punkten  der  reciproken  Curve,  d.  h.  die  Asymp- 
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lolen  derselben.  Da  die  Excentricitat  der  reciproken  Hyperbel 
nur  von  dem  durch  ihre  Asymptoten  gebildeten  Winkel  abhängig 
ist,  30  wird  sie  durch  den  Winkel  völlig  bestimmt,  welchen  die  vom 
Ursprung  ausgehenden  Tangenten  der  Original-Curve  einschliessen. 

Es  entspricht  ferner  der  Durchschnittspunkt  der  Asymptoten 

der   reciproken  Curve  d.  i.    ihr  Centrum   der  Berührungssehne 

der  vom  Ursprung  an  die  Original -Curve  gezogenen  Tangenten. 

Wir  sprechen  nur  einen  speciellen  Fall  dieses  Satzes  aus,  wenn 

wir  sagen,    dass  dem  Centrum  eines  Kreises   die   Directrix  des 

reciproken  Kegelschnitts  entspricht,  denn  die  Directrix  ist  die  Polare 

des  Ursprungs  und  dieser  ist  der  Brennpunkt  des  Kegelschnitts. 

Aufg,  1.    Die  Reciproke  einer  Parabel  in  Bezug  auf  einen  Punkt 
ihrer  Directrix  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel.  (Art.  229.) 

Aufg.  2.   Man  weise  die  folgenden  Satze  als  reciprok  nach : 


Die  Höhenperpendikel  eines  der 
Parabel  umgeschriebenen  Dreieckes 
schneiden  sich  in  der  Directrix. 


Die  Höhenperpendikel  eines  der 
gleichseitigen  Hyperbel  eingeschrie- 
benen Dreiecks  schneiden  sich  in 
der  Curve. 

Äufg,  3.  Man  leite  den  letzteren  Satz  aus  dem  von  Pascal  ab. 
(Vergl.  Art.  284 .  Aufg.  3.) 

Äufg,  4.  Die  Axen  der  Reciprokalcurve  sind  parallel  der  Tangente 
und  Normale  eines  Kegelschnitts,  welcher  durch  den  Ursprung  geht  und 
mit  dem  gegebenen  confocal  ist;  denn  sie  sind  parallel  den  Halbirungs- 
linien  des  Winkels,  welchen  die  vom  Ursprung  an  die  gegebene  Curve 
gehenden  Tang^nlen  mit  einander  bilden.  (Vergl.  Art.  197.) 

393.  Zu  zwei  gegebenen  Kreisen  lässt  sich  stets  ein  Punkt 
finden,  für  welchen  als  Ursprung  die  reciproken  Curven  derselben 
confocale  Kegelschnitte  werden.  Denn  da  die  Reciproken  aller 
Kreise  einen  gemeinschaftlichen  Brennpunkt  im  Ursprung  haben 
müssen,  so  werden  sie  confocale  Kegelschnitte,  wenn  sie  überdiess 
einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben,  d.  h.  wenn  die  Polare 
des  Ursprungs  in  Bezug  auf  beide  Kreise  die  nämliche  ist,  oder 
wenn  derselbe  einer  der  beiden  Punkte  ist,  welche  im  Artikel  141 
bestimmt  und  als  Grenzpunkte  bezeichnet  wurden.  Wenn  ein  der- 
artiges System  von  Kreisen  wie  das  im  Artikel  139  betrachtete 
gegeben  ist,  so  bilden  ihre  reciproken  Curven  in  Bezug  auf  einen 
dieser  Grenzpunkte  ein  System  confocaler  Kegelschnitte.  Wir 
hätten  diess  auch  daraus  schliessen  können,  dass  jenes  Systeju 
von  Kreisen  nur  ein  specieller  Fall  von  dem  System  von  Kegel- 
schnitten ist,  welche  demselben  Viereck  umgeschrieben  sind ;  indoss 
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confocale  Kegelschnitte  als  solche  betrachtet  werden  müssen,  die 
demselben  Vierseit  eingeschrieben  sind. 

Die  Reciproken  von  irgend  zwei  Kegelschnitten  können  ebenso 
concentrisch  gemacht  werden,  indem  man  einen  der  drei  Punkte 
als  Ursprung  nimmt,  welche  das  gemeinsame  harmonische  System 
der  Kegelschnitte  bilden. 

1.  Confocale  Kegelschnitte  schnei- 


den   einander    rechtwinklig.    (Art. 
196.) 

3.  Die  Tangenten  von  zwei  con- 
focalen  Kegelschnitten  aus  einem 
beliebigen  Punkte  bilden  gleiche  Win- 
kel mit  einander.  (Art.  197.) 

5.  Der  Ort  des  Pols  einer  festen 
Geraden  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
schnitte eines  confocalen  Systems 
ist  ein  Perpendikel  zur  festen  Gera- 
den. (Art.  234,  Aufg.  3.) 


2.  Die  gemeinschaftliche  Tangente 
von  zwei  Kreisen  bestimmt  an  jedem 
der  Grenzpunkte  einen  rechten  Win- 
kel. 

4.  Die  auf  einer  Secante  von  zwei 
Kreisen  zwischen  denselben  gelege- 
nen Abschnitte  spannen  an  jcdeoi 
der  Grenzpunktp  gleiche  Winkel. 

6.  Die  Polare  eines  festen  Punktes 
in  Bezug  auf  dieKreise  einesSystenis 
von  derselben  Radicalaxe  gehen  durch 
einen  festen  Punkt,  welcher  mit 
jenem  an  jedem  der  Grenzpunkle 
einen  rechten  Winke!  bestimmt. 

7.  Wir  erwähnen  ferner,  dass  die  Methode  der  reciproken  Polaren  eine 
einfache  Auflösung  der  Apollonischen  Aufgabe  darbietet:  Einen  Kreis  zn 
beschreiben,  welcher  drei  gegebene  Kreise  berilhrt.  Der^Ort  des  Genlniras 
für  einen  Kreis,  welcher  zwei  gegebene  Kreise  berührt,  (wir  wollen  die- 
selben durch  (1),  (2)  bezeichnen)  ist  offenbar  «eine  Hyperbel,  welche  die 
Centra  dieser  Kreise  zu  Brennpunkten  hat,  weil  die  Aufgabe  sich  sogleich 
auf  diese  andere  reducirt:  Man  soll  den  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks  be- 
stimmen ,  für  welches  die  Basis  und  die  DilTerenz  der  Seiten  gegeben  ist 
In  Folge  dessen  muss  (Art.  385)  die  Polare  des  Centrums  in  Bezog  aaf 
einen  der  gegebenen  Kreise  immer  einen  Kreis  berühren,  welcher  leicht 
construirt  werden  kann.  Ebenso  muss  die  Polare  des  Centrums  für  eineo 
unter  denjenigen  Kreisen,  welche  die  Kreise  (1)  und  (3)  zugleich  berüh- 
ren, auch  einen  gegebenen  Kreis  berühren.  Wenn  wir  daher  zu  den  zwei 
so  bestimmten  Kreisen  eine  gemeinschaftliche  Tangente  ziehen  und  den 
Pol  derselben  in  Bezug  auf  den  Kreis  (1)  nehmen,  so  ist  mit  ihm  das  Ceo- 
trum des  die  drei  Kreise  berührenden  Kreises  gefunden. 

394.  Man  soll  die  Gleichung  der  reciproken  Gurve 
eines  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  sein  Centrum  als  Ur* 
Sprung  finden. 

Wir  benutzen  das  Ergebniss  des  Artikel  186,  nach  welchem 
die  vom  Gentrum  auf  die  Tangente  gefällte  Senkrechte  mittel 
des  von  ihr  mit  den  Axen  gebildeten  Winkels  durch  die  Formel 
p^^=ia'^coa^a+ b^  sm^a   ausgedruckt  ^vird.     Daraus   ergiebt  sich 
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uninittelbar  die  Polar -Gleichung  der  reciproken  Curve  in  der  Form 
-5  c=:  ö^cos^or  +  ft'^sin^a,  als  —  , — J-  -4-  =  1. 

Die  reciproke  Curve  ist  daher  ein  concentrischer  Kegelschnitt, 
dessen  Axen  die  reciproken  Werthe  von  denen  des  gegebenen 
Kegelschnitts  haben. 

Man  soll  die  Gleichung  der  reciproken  Curve  eines 
Kegelschnitts  mit  Bezug  auf  einen  Punkt  [x  y)  als  Ur- 
sprung finden. 

Die  Länge  der  Senkrechten  von  diesem  Punkte  auf  die  Tan- 
gente des  Kegelschnittes  ist  nach  demselben  Artikel  186: 

p  =  —  =  j/  (a^  CüS^of  -|-  b'^  s'in'a)  —  x  cos  a  —  y  sin  «; 

und  demnach  die  Gleichung  der  reciproken  Curve 

[xx'  +  yy  +  k^)"^  =  a'^x'^  +  ft^y^. 

395.  Die  Reciproke  einer  Curve  in  Bezug  auf  den 
zum  Ursprung  genommenen  Anfangspunkt  der  Coor- 
dlnaten  ist  bekannt;  man  soll  daraus  die  Gleichung 
ihrer  einem  beliebigen  Punkte  (a;'y')  als  Ursprung  ent- 
sprechenden Reciproken  ableiten. 

Wenn  die  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  eine  gerade 
Linie  gefällte  Senkrechte  =P  ist,  so  ist  die  Senkrechte  vom 
Punkt  [x'  y')  auf  dieselbe  Gerade  durch  (P  —  a:' cos  er  — y'sin  et) 
repräsentirt.   (Artikel  34.) 

Die  Polargleichuug  der  reciproken  Curve  ist  daher 

—  =  —  —  X  cos  a  —  y  sm  er ; 

Q  R 

k^        XX -f- yy  +  Z:'^        ,  iJ  cos  a  ^  cos  a 

aliso  —  = imd  — -^ —  =5     -,   : r-j — tö' 

i?  9  k^  XX  +  yy  +  Ar* 

Wir  müssen  demnach  in  die  Gleichung  der  auf  den  Coordi- 
iiateiianfang  bezüglichen  reciproken  Curve  für  x  und  y  respective 

k  X  Ic^  t/ 

die  Ausdrücke  — —- — • ,   ,    n ,  und  — j—, —  ,   ,    ,»  substitu- 

XX  +  yy  +  k^  xx  +  yy  +  k* 

Iren,  um  die  gesuchte  Gleichung  zu  erhalten. 

Das  Ergebniss  dieser  Substitution  kann  in  der  folgenden  Art 
einfach  angezeigt  werden:  Sei  die  Gleichung  der  auf  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  bezüglichen  reciproken  Curve 

(In  +  Un^i  +  ^„-2  +  ....=0. 
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Dann  ist  die  Gleichung  der  dem  Punkt  (x  y)  entsprechenden 
Reciproken 

Sie  ist  olTenbar  mit  der  ersten  von  demselben  Grade. 

Man  soll  die  reciproke  Curve  eines  durch  die  all- 
gemeine Gleichung  gegebenen  Kegelschnitts  in  Bezug 
auf  die  Directrix  s?  +  y^  —  A:^  =  0  ausdrucken. 

Wir  finden  die  Gleichung  für  den  Ort  eines  Punktes,  dessen 
Polare  xx  -{•  yy  —  Ar^  ==  0  den  gegebenen  Kegelschnitt  beröhrl, 
durch  Einsetzen  von  x\  y\  — ä^  für  |,  iy,  ?  respeclive  in  die 
Tangentialgleichung  des  Art.  114;  sie  ist  also 
A.^x'^  +  2A^^xy  +  ^22^^  —  2^13^^^  -  2^23^V  +  -h^^*—^- 

Ist  also  z.  B;  die  Curve  eine  Parabel,  d.  h.  ^33^fl|ia22~~^i2'=^' 
so  geht  die  Reciproke  durch  den  Ursprung;  ebenso  bestätigt  diese 
Gleichung  andere  Eigenschaften  derselben,  die  vorher  geometrisch 
erkannt  sind. 

Für  Ar'  =3  —  z^  erhält  man  die  Gleichung  der  Polare  in  der 
Form  XX  +  yy  +  zz'  =  0  und  die  Gleichung  der  Reciproken 
durch  die  einfache  Vertauschung  von  |,  ri,  t  mit  x^  y^  z  aus  der 
Tangentialgleichung  des  Kegelschnitts.  Dieselbe  kann  als  die  Glei- 
chung der  Reciproken  in  Bezug  auf  eine  durch  jene  Gleichung 
dargestellte  Directrix  gelten.  Hier  sclillessen  sich  die  allgemeioen 
Untersuchungen  der  Art.  324  und  352,  359  dem  Vorigen  an. 

396.  Ehe  vdr  die  Betrachtung  der  reciproken  Polaren  be- 
schliessen,  wollen  wir  noch  auf  eine  Classe  von  Sätzen  aufmerk- 
sam machen,  zu  deren  Transformation  eine  Parabel  statt  eines 
Kreises  als  Hilfskegelschnitt  genommen  werden  kann. 

Wir  haben  im  Art.  219  bewiesen,  dass  der  zwischen  irgend 
zwei  geraden  Linien  gelegene  Abschnitt  in  der  Axe  der  Parabel 
dem  Abschnitt  dieser  letzteren  gleich  ist,  welcher  zwischen  den 
von  den  Polen  dieser  geraden  Linien  auf  die  Axe  gelallten  Senk- 
rechten liegt.  Diess  Princip  ermöglicht .  uns  die  Transforuiatioo 
von  Sätzen,  welche  sich  auf  die  Grösse  von  Linien  beziehen,  die 
einer  festen  Linie  parallel  gemessen  sind. 

Wir  geben  von  der  Anwendung  dieser  Methode  einige  Bei- 
spiele und  schicken  dazu  voraus,  dass  den  zwei  der  Axe  der 
als  Directrix  gewählten  Parabel  parallelen  Tangenten  die  unend- 
lich entfernten  Punkte  in  der  reciproken  Ciu've  entsprechen  und 
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dass  die  Curve  demnach  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist,  jenachdem 
diese  Tangenten  reell  oder  imaginär  sind;  dass  endlich  die  Curve 
eine  Parabel  ist,  wenn  diese  Axe  durch  einen  der  unendlich  ent- 
fernten Punkte  der  Original-Curve  geht. 

Jede  veränderliche  Tangente  eines  Kegelschnitts  bestimmt  in 
zwei  festen  parallelen  Tangenten  desselben  Abschnitte,  deren  Recht- 
eck von  constanter  Grösse  ist.  Den  Berührungspunkten  der  paral- 
lelen Tangenten  entsprechen  die  Asymptoten  der  reciproken  Hyper- 
bel und  ihren  Durchschnittspunkten  mit  der  beweglichen  Tangente 
Parallelen  zu  den  Asymptoten  durch  irgend  einen  Punkt  der  Curve. 
Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Asymptoten  und  die  durch  irgend 
einen  Punkt  der  Curve  zu  ihnen  gezogenen  Parallelen  \a  einer 
festen  geraden  Linie  Abschnitte  bestimmen,  deren  Rechteck  un- 
veränderlich ist  und  erkennen,  dass  diess  Ergebuiss  dem  früher 
entwickelten  Satze  äquivalent  ist:  Das  Rechteck  aus  den  durch 
einen  Punkt  der  Curve  gezogenen  Parallelen  zu  den  Asymptoten 
ist  constant. 

1.  Diejenigen  Sehnen  ciuerHypcr-  |  2.  Wenn  eine  beliebige  Tangente 
bei,  welclie  von  zwei  festen  Punkten  einer  Parabel  zwei  feste  Tangenten 
derselben  nach  einem  vcramlerlicben  derselben  schneidet,  so  bcslinimeu 
drillen  Punkte  gezogen  werden,  be-  die  von  ihren  Endpunkten  auf  die 
stimmen  einen  Abschnill  von  unvcr-  Scheiteltangente  der  Parabel  gefällten 
änderlicher  Länge  in  derAsymplole.  Perpendikel  in  dieser  einen  Abschnitt 
(Art.  207,  Aufg.  1.)  |  von  constanter  Länge. 

Es  ist  olfenbar,  dass  diese  Methode  der  parabolischen  Pola- 
ren in  ihrer  Anwendung  beschränkt  ist. 

Nach  Art.  379  muss  die  successive  zweimalige  Anwendung 
der  Methode  der  Reciprocität  zu  einem  gegebenen  Satze  einen 
andern  ihm  collinear  entsprechenden  Satz  liefern.  Wir  geben 
dazu  ein  Beispiel. 


3.  DerOrlderDurchschnittspunktc 
derjenigen  Tangenten  einer  Parabel, 
welche  einander  unter  gegebenem 
Winkel  schneiden,  ist  ein  Kegel 
schnitt,  der  denselben  Brennpunkt 
und  dieselbe  Direclrix  hat.  (Art.  386, 
18.) 

397.  Das  Entsprechen  von  Punkten  mit  Punkten  und  von 
Geraden  mit  Geraden,  welches  für  die  Collineation  und  das  von 
Punkten  mit  Geraden  und  von  Geraden  mit  Punkten,  welches  für 


4.  Wenn  die  Sehne  eines  Kegel- 
schnitts an  einem  gegebenen  Punkte 
desselben  einen  constanten  Winkel 
spannt,  so  berührt  sie  stets  einen 
Kegelschnitt,  der  mildem  gegebenen 
in  doppelter  Berührung  ist.  (Art  386, 
17.) 
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die  Reciprocität  charakteristisch  ist,  kann  nach  verschiedeaeii  Ge- 
setzen in  sehr  verschiedenen  Arten  hergestellt  werden.    Alle  Me- 
thoden desselben  geben  Anlasa  zur  Transformation  von  Figuren  in 
andere  Figuren  und  zur  Uebertragung  der  auf  jene  bezüglichen 
Sätze  auf  diese,  somit  zur  Erkenntniss  neuer  geometrischer  Wahr- 
heiten.   Es  liegt  zunächst,  sich  dazu  einer  zweckmässig  gewählten 
Figur  als  Directrix   zu  bedienen.     In   dem  Vorigen  hat  sich  der 
Kreis  als  solche  empfohlen  und  es  ist  leicht  genug  ein  Entsprechen 
von  Punkten  ganz  analog  zu  begründen,  wie  hier  das  Entsprechen 
von  Pol  und  Polare.     Der  Fusspunkt  der  Polare  in   dem  Durch- 
messer des  Pols  kann  als  dem  Letztern  ent^rechend  angesehen 
werden;,  dann  gilt  das  Gesetz:   Entsprechende  Punkte  liegen  auf 
einerlei  Durchmesser  der  Directrix  und  das  Product  ihrer  Abstände 
vom  Centrum  ist  constant  (gleich  dem  Quadrat  des  Ualbmessers 
der  Directrix).    Wählt  man  die  Constante  gleich  Eins,  so  sind  die 
Abstände  entsprechender  Punkte    durch   inverse   oder    reciproke 
Zahlen  ausgedrückt  und   man  kann   daher  diese  Beziehung   und 
Methode  des  Entsprechens  oder  der  geometrischen  Verwandtschaft 
und  Transformation    als  Methode  der   circularen    Inversion 
oder  der  reciproken  Radien  vectoren  benennen.     Aas  *der 
Deßnition   ergeben  sich   direct  folgende  Eigenschaften  derselben: 
Je  zwei  entsprechende  Punkte  liegen  mit  dem  Centrum  auf  der- 
selben Geraden   und  je   zwei  Paare   entsprechender   Punkte   auf 
einer  Kreisperipherie,  welche  den  festen  Kreis  orthogonal  durch- 
schneidet.   Sind  die  Punkte  des  ersten  Paares  denen  des  zweiten 
respective  unendlich  nahe,  so  folgt,  dass  Tangenten  in  entsprechen- 
den Punkten  mit  dem  dieselben  verbindenden  Radius  immer  ein 
gleichschenkliges  Dreieck  bilden  und  daraus  ergiebt  sich,  dass  die 
Winkel  der  einen  Figur  den  entsprechenden  Winkeln  der  circular 
inversen  Figur  gleich  sind.     Den  Punkten  einer  geraden  Lüiie 
entsprechen  offenbar  Punkte  einer  Kreisperipherie,   welche  durch 
das  Centrum  der  Inversion  geht  und  ihren  Mittelpunkt  in  der  von 
da  ausgehenden  Normale  der  Geraden  hat;  umgekehrt  den  Punk- 
ten einer  das  Centrum  enthaltenden  Kreisperipherie  die  einer  zu 
dem   nach  ihm   gehenden   Durchmesser   normalen   Geraden,    der 
Radicalaxe  des  Kreises   mit    dem  Inversionskreis.     Einem  Kreis 
entspricht  in  ßezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  seiner  Eheoe  als 
Centrum  der  Inversion  ein  anderer  Kreis,  der  mit  ihm  dieselben 
Tangenten  von  jenern  Centrum  und  mit  ihm  und  dem  festen  Kreis 
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dieseiiie  Radicalaxe  hat.  Einige  andere  Eigenschaften  geben  wir 
zar  Entw'ickeluug  des  Beweises  unter  den  Aufgaben.  In  der  Geo- 
metrie des  Kreises  liefert  diese  Transformation  zahlreiche  Hilfs» 
mittel;  wir  geben  davon  einige  ßeispiele. 

Aufg.  1.  Wenn  ^  der  Radius  der  Inversion  und  r,  r  \  d,  <t  die 
Radien  und  Entfernungen  ihrer  Cenlra  vom  Cenlruni  der  Inversion  für 
zwei  eutsprecliende  Kreise,  endlich  t,  {  die  Längen  ihrer  vom  Gentruui 
ausgehenden  Tangenten  sind,  so  hat  man  die  Relation 

d:(f=ir:r:=i:f  =  fi:  ii  =  {d!^  —  r^)  :  ^^ 

und  somit  d^z=z-—^ — ^cf    /=^ — ^^ 

d^  —  r*    *  d^  —  r^ 

Aufg,  2.  Irgend  vier  Punkte  einer  geraden  Linie  oder  eines  Kreises 
uud  ihre  vier  nach  circularer  Inversion  entsprcclieuden  haben  gleiche 
Doppelverhältnisse.  In  Folge  dessen  erhält  man  aus  dem  Salze,  dass  eine 
um  einen  festen  Punkt  drehende  Gerade  in  zwei  festen  Geraden  Reihen 
von  gleichem  Doppelverhällniss  bestimmt  —  den  andern :  Die  durch  zwei 
feste  Punkte  gehenden  Kreise  bestimmen  in  jedem  von  zwei  festen  Kreisen,* 
welche  durch  je  einen  dieser  Punkte  gehen,  projectivische  Punktsysteme; 
aus:  Eine  um  einen  festen  Punkt  drehende  Gerade  bestimmt  in  einem 
festen  Kreise  zwei  projectivische  Punktsysteme  In  Involution  —  folgt:  Die 
durch  zwei  feste  Punkte  gehenden  Kreise  bestimmen  in  einem  festen  Kreise 
zwei  projectivische  Punktsysteme  in  Involution;  etc. 

Aufg,  3.  Die  drei  Kreise,  welche  durch  einen  Punkt  uud  die  Durch- 
schnitlspuukte  von  je  zweien  unter  drei  beliebigen  Kreisen  gelegt  werden 
können,  haben  einen  zweiten  gemeinschaftlichen  Punkt.  Denn  die  Radical- 
axen  von  drei  Kreisen  schneiden  sich  in  einem  Punkt. 

Aufg,  4.  Alle  durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Kreise,  welche 
einen  festen*  Kreis  rechtwinklig  schneiden,  gehen  durch  dieselben  zwei 
festen  Punkte,  welche  den  durch  sie  gehenden  Durchmesser  des  festen 
Kreises  harmonisch  theilen.  Denn  die  Normalen  eines  Kreises  gehen  alle 
durch  sein  Centrum. 

Aufg.  5.  '  In  jedem  System  von  drei  Kreisen  bestimmen  die  sechs 
Paare  conjugirler  Beruhrungskreise  von  je  zweien  unter  ihnen,  welche 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  sechs  Durchschnittspunkte  mit 
einander,  welche  viermal  zu  dreien  in  Kreisen  durch  jenen  Punkt  liegen. 
Denn  die  seclis  Schnittpunkte  der  gemeinschaftlichen  Tangeuten  von  drei 
Kreisen  liegen  viermal  zu  dreien  in  geraden  Linien. 

Aufg.  6.  In  einem  Dreieck ,  welches  von  drei  Kreisen  durch  einen 
Punkt  gebildet  wird,  die  einen  und  denselben  vierten  Kreis  berühren, 
haben  die  drei  durch  diesen  Punkt,  je  einen  der  Eckpunkte  und  den  Be- 
rührungspunkt der  Gegenseite  des  Dreiecks  gehenden  Kreise  einerlei 
Radicalaxe  und  die  drei  Kreise,  welche  durch  ihn  und  je  ein  Paar  der  Be- 
rührungspunkte bestimmt  sind,  schneiden  die  das  Dreieck  bildenden  Kreise 
in  Punkten,  welche  mit  jenem  Schnittpunkt  der  letztem  auf  einem  Kreise 
liegen.  Der  Satz  ist  die  Inversion  der  zu  den  Sätzen  des  Art.  159  (für 
einen  eingeschriebenen  Kreis)  gehörigen  Figur. 
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Aufg,  7.  Wenn  zwei  veränderliche  Kreise  sich  unter  constaDtcm 
Winkel  auf  einer  festen  Kreisperipherie  und  Oberdiess  hi  einem  festen 
Punkte  schneiden,  so  umhüllt  der  Kreis,  welcher  in  jeder  ilirer  Lag^n 
durch  den  festen  Punkt  mit  ihren  veränderlichen  Schnittpunkten  im  Teslen 
Kreise  bestimmt  wird,  einen  zweiten  festen  Kreis,  welcher  mit  dem  ersten 
und  jenem  Punkte  dieselbe  Radicalaxe  hat.  Denn  wenn  zwei  Gerade  sich 
auf  einem  festen  Kreis  unter  constantem  Winkel  schneiden,  so  umbfilll 
die  Verbindungslinie  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  Kreis  einen  zweiten 
festen,  dem  ersten  concentrischen  Kreis. 

Aufg,  8.  Man  transformire  durch  Circularinversion  die  Figur,  durch 
die  man  aus  drei  Paaren  entsprechender  Punkte  von  zwei  projectivisclien 
concyklischen  Reihen  die  Doppelpunkte  derselben  liestimmt  —  (Art.  308. 
Aufg.  6)  für  ein  auf  der  Kreisperipherie  gelegenes  Gentrum. 

398.  Nach  Art.  142,  Aufg.  5  ist  der  Winkel  des  Durch- 
schnitts zweier  Kreise  von  den  Halbmessern  /?,  r  und  der  Central- 

Distanz  D  dnrch  cos  a  = ^r— gegeben  und  da  die  Länge 

t  der  gemeinschaftlichen  Tangente  durch  fi  z=z  D^ — {^^^f  ^' 

stinnnt  ist,  so  bleibt  das  Verhältniss  t^iRr  bei  der  Inversion  un- 

geändert;   denn   es  ist  = —  2  (cos  a  +  1).     Dieser  Umstand  ist 

einer  ausgedehnten  Henutzung  in  den  Anwendungen  fähig. 

Wenn   vier  Kreise    die    nämliche   Gerade    in    den   Punkten 

A^  B^  C,  D  respective  berühren,  so  gilt  wie  für  irgend  vier  Punkte 

einer   Geraden   die  Relation   AC  .  BD  =  AB  .  CD  +  AD .  BC\ 

,  ,       .  ^        .     AC       BD  AB       CD        .      AD       BC 

daher  ist  auch   ^^^  ^^^  =  ^^^^^  ^^^  +  ^J^.^^  p^^. 

weil  alle  Glieder  den  Divisor  {rrr'r'')^  enthalten.  Nach  dem 
Vorigen  bleibt  diese  Relation  nach  jeder  circularen  lnvei*siou  be- 
stehen und  zeigt,  dass  für  ABy  ACy  AD^  BC^  BD^  CD^  als  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  von  vier  Kreisen  A^  B^  C,  Dy  welche 
von  ein  und  demselben  fünften  Kreis  K  berührt  werden,  die  Re- 
lation besteht    AC .  BD  ^==  AB  .CD  +  AD  .  BC, 

Aufg,  1.  Wenn  die  vier  ersten  Kreise  in  Punkte  des  fünften,  Kreises 
degeneriren,  so  erhält  man  den  Satz  des  Ptolcmäus  wieder. 

Aufg.  2.  Wenn  der  Kreis  D  sich  auf  einen  Punkt  reducirl,  so  ge- 
hört derselbe  dem  gemeinschaftlichen  Berührungskreis  der  Kreise  A,  B,  C 
an  und  die  Geraden  DA,  DB,  DC  sind  die  Längen  der  Tangenten,  weiche 
von  ihm  an  die  Kreise  A,  B,  C  gezogen  werden  können.  Nach  Art.  122 
sind  die  Quadrate  dieser  Tangenten  durch  die  Resultate  der  Substitution 
der  Coordinaten  des  Punktes  D  in  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  der 
Kreise  A,  B,  C  ausgedrückt  und  man  erhält  daher  für  die  gemeinschaft- 
lichen Berührungskreise  von  drei  Kreisen  von  den  Gleichungen  S^  =  0. 
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5^  =  0,  S^3  =  0  und  für  a|,  «j»  ''s*  */•  ^2*  ^3  ^'*  ^*®  Längen  der 
di reden  und  der  transversalen  geineinschaftlichen  Tangenten  der  Paare 
ÄjSg,  SgÄ, ,  5,^2  die  Gleichungen 

a^  5,*  +  a^S^i  +  a^S^i  =  0,  «j  5,*  +  a^'S^i  +  a^'S^^  =  0. 

Jede  von  ihnen  ist  vom  vierten  Grade  und  drückt  zwei  von  den  Kreisen 
aus»  welche  die  gegebenen  gemeinschaftlich  berühren. 

Aufg.  3.  Die  Figur  des  gemeinschaftlichen  Berührungskreises  der 
vier  Kreise,  welche  dieselben  drei  geraden  Linien  berühren,  gieht  auf 
Gruod  dessen  den  Satz:  Die  acht  Kreise,  welche  drei  gegebene  Kreise 
zugleich  berühren,  lassen  sich  (in  acht  verschiedenen  Arten)  so  in  Gruppen 
zu  je  vier  Kreisen  vertlieilen,  dass  die  Berührungskreise  einer  Gruppe 
sSmmtlich  durch  einen  und  denselben  Kreis  berührt  werden.  Sind  A,  B,  Cf  D 
die  Kreise,  welche  von  denselben  drei  Geraden  berührt  werden  und  ins- 
besondere D  der  dem  Dreieck  der  Letzteren  eingeschriebene  Kreis  und 
bezeichnen  {AB),  etc.  die  directen,  (AB)',  etc.  die  transversalen  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  aus  ihnen  zu  bildenden  Paare,  so  gelten  für 
die  drei  Geraden  unter  Beachtung  des  Umstandes,  dass  für  je  eine  von 
ihnen  respective  ^oder^  oderC  auf  der  einen  Seite  und  die  jedesmaligen 
drei  andern  auf  der  andern  Seite  liegen,  die  Gleichungen 

[AB)' [CD)  ±  {ACf(BD)  ±  (ADY(BC)  =  0, 
{AB)' [CD)  ±  (BC)'{AD)  ±  {BD)'{AC)  =  0, 
(CB)\ADy±  (ACy{Bl))  ±  {CD)'{BA)  =  0 
und  durch  Addition  ergiebl  sich  aus  ihnen 

{ABYiBC)  ±  {BD)' {CA)  ±  {CD)' {AB)  =  ü. 
d.  h.  die  Gleichung  eines  Kreises,  welcher  A,  B,  C,  D  so  berührt,  dass  D 
auf  der  einen  Seite  liegt,  während  A,  B,  C  auf  der  andern  sind.     Die 
Schlüsse  dieses  Beweises  bleiben  aber  unverändert  gültig,  wenn  die  drei 
geraden  Linien  durch  Kreise  ersetzt  werden  *). 

Aufg.  4.  Die  Gleichung  eines  Paares  der  Kegelschnitte,  welche  die 
drei  Kegelschnitte  S  —  Z,^  =  0.  5  —  Xj^  =  0.  S  —  Z^^  =  0  zu- 
gleich berühren ,  ist  von  der  Form 

«1  (5*  -  Zi)l  +  «.,  (Si  —  Zj)*  +  «3  {S^  -  Zg)*  =  0. 

399.  Für  andere  Betrachtungen  können,  ähnlich  wie  in  den 
vorigen  Art.  der  Kreis,  das  Dreieck  oder  Viereck  als  Directrix 
einer  Methode  des  Entsprechens  dienen.  Wir  wollen  die  An- 
knüpfungspunkte solcher  Beziehungen  in  dem  Früheren  bezeichnen 
und  einiges  von  der  Anwendbarkeit  derselben  andeuten. 

Nach  der  Aufg.  des  Art.  55  schneiden  sich  die  drei  Geraden 


*)  Da  bei  der  circnlaren  Inversion  für  einen  beliebigen  Punkt  des 
Raums  die  Ebene  in  eine  Kugelfläche  übergeht,  während  gerade  Linien 
nnd  Kreise  wie  vorher  Kreise  liefern,  so  übertragen  sich  diese  Sätze 
auf  die  Geometrie  der  Kngel. 
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aus  cien  Ecken  eines  Dreiecks  in  einem  Punkte,  welche  mil  drei 
durcii  einen  Punkt  gellenden  Geraden  aus  denselben  Ecken  Win- 
kel bestimmen,  die  mit  den  Winkeln  des  Dreiecks  dieselben  Hal- 
birungslinien  baben.  Man  kann  jene  Punkte  als  einander  eol- 
sprechend  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ansehen.  Nach  Art.  197 
kann  jedes  Paar  solcher  Punkte  als  das  Paar  der  Brennpunkte 
eines  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kegelschnitts  ]&ingesehen  werden. 
Die  Interpretation  derselben  Gleichungen  nach  trimetriscfaeu 
Liniencoordinaten  liefert  einen  Satz,  nach  welchem  zwei  gerade 
Linien  als  in  Bezug  auf  das  Dreieck  entsprechend  erscheineo. 
Endlich  ist  in  der  2.  Aufg.  des  Art.  60  zu  einem  Punkte  die 
Gerade  abgeleitet  und  einfach  ausgedruckt  worden,  weiche  wir  in 
Bezug  auf  ein  Dreieck  seine  Harmonikale  nennen  können  (Art  373, 
Aufg.  1,  2);  danach  entspricht  jedem  Punkte  eine  Gerade  und 
jeder  Geraden  ein  Punkt  in  Bezug  auf  das  Dreieck. 

Entsprechende  Punkte  liegen  nach  der  ersten  dieser  BestiiumuugeD 
entweder  zugleich  im  Innern  des  Dreiecks,  also  auch  des  umgcschrielienen 
Kreises,  oder  beide  ausserhalb  des  Letzteren  und  in  derselben  WinkelflSche 
des  Dreiecks  oder  der  eine  in  dein  zwischen  einer  Dreiecksseite  und  dem 
umgeschriebenen  Kreise  gelegenen  Segment  und  der  andere  im  Scheitel- 
winkelraura  der  Gegenecke;  den  Punkten  des  umgeschriebenen  Kreises 
entsprechen  die  unendlich  entfernten  Punkte  der  Ebene.  Die  Centra  der 
eingeschriebenen  Kreise  entsprechen  sich  selbst;  dem  Centrum  des  umge- 
schriebenen Kreises  entspricht  der  Schnittpunkt  der  Höhen,  etc.  Den 
Punkten  jedes  umgeschriebenen  Kegelschnitts  entsprechen  Punkte  einer 
Geraden.  Dem  Schwerpunkt  entspricht  die  unendlicli  entfernte  Gerade  als 
Harmonikale,  die  Uarmonikalen  der  unendlich  entfernten  Punkte  umhüllen 
diejenige  Ellipse,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  in  ihren  Mittelpunkten 
berührt;  die  Tangenten  jedes  eingeschriebenen  Kegelschnitts  sind  die 
Harmonikaien  vou  Punkten  einer  Geraden;  etc. 

400.  In  Bezug  auf  ein  Vierseit  ab  ab'  lässt  sich  das  Ent- 
sprechen von  geraden  Linien  auf  den  Satz  gründen,  nach  welchem 

die  harmonisch  conjugir- 
ten  der  Schnittpunkte  ei- 
ner Geraden  L  mit  seinen 
Diagonalen  in  Bezug  auf 
die  entsprechenden  Ecken 
wieder  in  einer  Geraden 
r  liegen.  (Vergl.  Art.303, 
Aufg.  1  und  Art.  327, 
Aufg.  4.)     Nach   diesem 
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Gesetz  des  Entsprcchens  fallen  nur  in  den  Seiten  des  Vierecks 
entsprechende  Gerade  mit  einander  zusammen.  Allen  durch  eine 
Ecke  gehenden  Geraden  entsprechen  Gerade  aus  derselben  Ecke, 
weiche  jener  respective  harmonisch  conjugirt  sind  in  Bezug  auf 
das  Paar  der  anliegenden  Seiten;  diese  Geraden  Z,  Z'  bilden  so- 
mit Büschel  in  Tnvolution,  welche  das  Seitenpaar  zu  Doppelstrahlen 
haben.  Wenn  die  eine  der  Geraden  sich  um  einen  festen  Punkt  p 
dreht,  so  umhüllt  die  andere  einen  dem  Diagonalendreieck  ABC 
eingeschriebenen  Kegelschnitt  P,  welcher  die  Enveloppe  der  Po- 
laren von  p  in  Bezug  auf  die  dem  Vierseit  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitte ist.  Die  von  p  an  diesen  Kegelschnitt  gehenden  Tangen- 
ten sind  ein  Paar  entsprechender  Geraden  und  zugleich  die  Tan- 
genten der  durch  den  Punkt  p  gehenden,  dem  Vierseit  einge- 
schriebenen Kegelschnitte.  Wenn  umgekehrt  die  eine  der  Geraden 
einen  dem  Dreieck  ABC  eingeschriebenen  Kegelschnitt  P  umhüllt, 
so  geht  die  entsprechende  Gerade  stets  durch  einen  festen  Punkt  p. 
Dieser  Punkt  p  und  der  Kegelschnitt  P  entsprechen  einander  in 
Bezug  auf  das  Viereck.  Wenn  p  in  einer  Diagonale  desselben 
liegt,  so  degenerirt  der  ihm  entsprechende  Kegelschnitt  in  ein 
Punktepaar,  nämlich  den  Schnittpunkt  der  zwei  andern  Diagonalen 
und  den  in  Bezug  auf  die  der  ersten  Diagonale  angehörigen  Ecken 
conjugirt  harmonischen  Punkt  von  p. 

Aufg,  Wenn  die  Punkte  c,  c  mit  den  unendlich  enlfernten  imaginären 
Kreispunklen  zusammenfallen,  so  bilden  die  dem  Vierseit  eingeschriebenen 
Kegelschnille  ein  System  von  confocalenCurven,  für  welche  a,a  utlA  h,l) 
die  reellen  und  imaginären  Brennpunkte  bezeichnen,  während  C' das  ge- 
meinsame Centrum  ist.  Nach  Art.  301  sind  nun  die  entsprechenden  ge- 
raden Linien  L,  L'  normal  zu  einander  und  da  sie  die  Segmente  aa\  bh' 
zwischen  den  Brennpunkten  harmonisch  Iheilen,  so  sind  sie  Tangente  und 
Normale  von  zwei  confocalen  Kegelschnitten  in  ihrem  Schnittpunkt.  Zu- 
gleich entspricht  jedem  Punkte  p  eine  Parabel  P,  welche  die  Geraden 
aa,  bb'  berührt  und  die  gerade  Linie  pC  zur  Direclnx  hat. 

Den  Normalen ,  welche  von  p  an  einen  der  Kegelschnitte  des  confo- 
calen Systems  {S)  gezogen  werden  können,  entsprechen  die  Tangenten, 
welche  der  Kegelschnitt  S  mit  dieser  Parabel  gemein  hat.  Wenn  diese 
gemeinschaftlichen  Tangenten  construirt  wären,  so  bestimmen  ihre  Be- 
rührungspunkte in  S  mit  C  die  fraglichen  Normalen.  Das  Doppel verhält- 
niss  der  vier  Tangenten  ist  dem  der  vier  Normalen  gleich. 

Die  Fusspunkle  der  Normalen  sind  die  Schnittpunkte  von  S  mit  einem 
Kegelschnitt  B,  welcher  die  Polarcurve  von  P  in  Bezug  auf  C  ist  und  da- 
her, weil  P  dem  zu  S  harmonischen  System  ABC  eingcschriehen  ist,  dem- 
selben Dreieck  ABC  umgeschrieben  oder  eine  gleichseitige  Hyperbel  durch 
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(las  Cenlrum  von  S  sein  muss,  deren  Asymploten  den  Axen  von  S  parallel 
sind.  Umgekehrt  bestimmt  jede  dem  Dreieck  ABC  umgeschriebene  gleich- 
seitige Hyperbel  in  S  vier  Punkte,  deren  Normalen  in  einem  Punkte  p 
convergiren,  der  der  Parabel  P  entspricht,  welche  die  Polarcurve  jener 
Hyperbel  in  Bezug  auf  S  ist. 

Nach  dem  Vorigen  entsprechen  den  Tangenten  von  S  die  zugehörigeo 
Normalen  und  somit  der  Curve  S  ihre  Evolute,  eine  Curve  von  der  vierten 
Classe,  welche  die  Axen  von  S  und  die  unendlich  entfernte  Gerade  zu 
Doppeltangenten  hat.  Sie  berührt  S  in  den  vier  imaginären  Punkten,  in 
welchen  dieser  Kegelschnitt  die  Seiten  des  Vierecks  berührt,  welches  durch 
seine  vier  Brennpunkte  und  die  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlidien 
bestimmt  ist. 

Den  Punkten  der  Evolute  entsprechen  Parabeln ,  die  die  Curve  S  be- 
rühren und  da  vier  Parabeln  möglich  sind,  welche  S  doppelt  berühren,  so' 
hat  die  Evolute  vier  Doppelpunkte. 

Wenn  eine  Parabel  P  mit  S  eine  dreipunktige  Berührung  hat.  so 
wird  der  entsprechende  Punkt  in  E  zum  Rückkehrpunkt;  da  aber  die  Pa- 
rabel hierzu  in  eine  Ecke  von  ABC  und  den  Schnitt  der  Gegenseite  mit  S 
degeneriren  muss,  so  hat  die  Evolute  sechs  Rückkehrpunkte,  welche  paar- 
weis in  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  liegen  und  die  conjugirt  harmoni- 
schen der  Durchschnitte  von  S  mit  ihnen  in  Bezug  auf  die  entspreciienden 
Eckenpaare  aa\  bb\  cc'  sind.  Als  solche  liegen  sie  in  einem  Kegel- 
schnitt 5^,  welcher  dem  S  als  Polarcurve  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
der  vierzehn  Punkte  (Art.  356,  Aufg,  4,  6)  entspricht;  etc. 

401.  Das  Entsprechen  von  Punkten  in  Bezug  auf  ein  festes 
Viereck  ah  ah'  kann  auch  nach  dem  Satze  des  Art.  329  (vergl. 
Art.  114,  Aufg.  2)  geschehen,  wonach  die  Polaren  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  alle  demselben  Viereck  umgeschriebenen  Kegel- 
schnitte durch  einen  andern  Punkt  gehen.  Das  so  begründete 
Entsprechen  ist  ein  gegenseitiges.  In  der  Aufg.  3  des  ArL  114 
ist  bereits  gezeigt  worden,  dass  der  Ort  der  Centra,  d.  i.  der  Pole 
der  unendlich  entfernten  Geraden  für  dieses  System  ein  Kegel- 
schnitt ist,  welcher  die  Eckpunkte  A^  J?,  C  des  Diagonalendreiecks 
enthält  und  man  schliesst  nach  dem  Vorigen,  dass  diess  für  den 
Ort  der  Pole  jeder  geraden  Linie  gelten  müsse.  (Art.  309,  Aufg.  1; 
Art.  329).  Die  Punkte  A,  B,  C,  welche  die  allen  Kegelschnitten 
des  Systems  gemeinschaftliche  Gruppe  A^  B^  C  bilden,  sind  sin- 
gulare Punkte  der  so  begründeten  Verwandtschaft  ebener  Figuren; 
denn  der  entsprechende  Punkt  ist  für  jeden  von  ihnen  unbesiimmt, 
nämlich  ein  Punkt  in  der  betreffenden  Gegenseite  des  Dreiecks  ABC. 

Diese  Verwandtschaft  enthält  die  der  Collineation  als  einen 
speciellen  Fall.  Die  Grundgleichungen  der  letzteren  drücken  die 
Coordinalen  des  zweiten  Systems  in  Form  von  gleichbenannl  ge- 
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brochenen  linearen  Functionen  der  Coordinaten  des  ersten  Systems 
aus  (Art.  80)  und  man  erhält  eine  allgemeinere  Verwandtschaft, 
wenn  man  die  Nenner  dieser  Ausdrucke  als  ungleich  voraussetzt. 
Dann  ist 

und  einer  geraden  Linie  y  =^  ax  +  h  des  einen  Systems  ent- 
spricht die  durch 

[a^x  +  }f^y  +  Cj)  {a^x  +  h^y  +  c^)  =f= 
[a^x  +  h^y  +  C4)  {a  [a^x  +  6,y  +  c,)  +  6  [a^x  +  b^y  +  Cg)} 

oder  L.^L^  =  L^{aL^  +  6Z3)  dargestellte  Curve,  d.h.  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  die  drei  Punkte  Zj=Z3t=0,  Z2=Z4=0, 
Z3  =  Z4  =  0  hindurchgeht.  Der  Form  nach  allgemeiner  kann 
man  die  x\  y  durch  Relationen  von  der  Form  AyX+A2y+A^z=Q, 
B^x  -f  B^y  +^3=0,  in  denen  die  ^,  i?  lineare  Functionen 
der  x^  y  bedeuten,  verbunden  voraussetzen,  denn  sie  liefern 

tc'  =  ^ff^^f^,    y'  =  4'J^-^'-     »»«  Subsütulion  in 

y'=ax  +  h  ^^hi  [A^By  —  AyB^)  =  a{A^B^^A^B,j,)+[AyB^—A^B,) 
und  begründet  dieselben  Schlüsse*].  Ebenso  entspricht  einem 
demselben  Dreieck  umgeschriebenen  Kegelschnitt  immer  eine  ge- 
rade Linie. 

Danach  entspricht  dem  Schnittpunkt  von  zwei  Geraden  der 
vierte  gemeinschaftliche  Punkt  der  zwei  entsprechenden  Kegel- 
schnitte, welche  durch  A^  j?,  C  geheti  und  umgekehrt;  einem 
Strahlbüschel  oder  einer  Schaar  von  Parallelen  also  ein  Büschel 
von  Kegelschnitten,  etc. 

Aufg.  1.  Wenn  mandieCoefricientenderbeidenRelationen>/]ar'-|--==0, 
^1  o:'  H~  •  •  =  0  unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  so 
specialisirt,  dass  dieselben  die  Form  y'(a:'-|-y^)= — y,  a:'(a:^+y^)=— or 
auuehmen,  so  entsprechen  den  Geraden  im  einen  Kreise  im  andern  System; 
der  eine  der  Punkte  ^,  ^,  C  ist  der  gemeinscliaflliche  endlich  entfernte 
Schnittpunkt  dieser  Kreise ,  die  beiden  andern  sind  die  imaginären  Kreis- 
punkte im  Unendlichen.  C***<>»<*«v4i^<^'i«/i,«/^;  <^€*x4xnAjtyi,  Jtt^^^ialnv') 

Sowohl  die  allgemeine  als  diese  speciellere  Verwandtschaft  liefern 
Transformationen  bekannter  Sätze  in  neue. 


*)  Setzt  man  in  der  einen  der  obigen  Relationen  z.  B. 
^iar'-(-^gy'4"^3=0  die  Constanten  der  linearen  Functionen  B  sämmt- 
'lich  gleich  Nnll,  so  erhalt  man  die  Reciprocität  als  speciellen  Fall  der 
in  Rede  stehenden  Verwandtschaft. 
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Aufg.  2.  Ein  Beispiel  der  allgemeineD  Transformation  dieses  Arl.  liefert 
die  Figur  von  der  perspeclivischen  Lage  zweier  projectivisclien  Slrahlbfischel, 
welche  den  Scheilelslrahl  enlsprechcnd  gemein  haben.  Daraus  entspringt 
der  Satz:  Wenn  zwei  projectivische  Büschel  von  KegclschniKen 
S  +  kg  =  0,  ü  +  kü'  =  0  (Arl.  329)  durch  dieselben  drei  Punkte 
A,  B,  €  gehen,  so  dass  der  vierte  gemeinschaftliche  Punkt  des  einen  D. 
der  des  andern  E  sei,  und  so  liegen,  dass  der  durch  die  fönf  Punkte 
A,  B,  C,  D,  E  bestimmte  Kegelschnitt  sich  seihst  entspricht,  so  liegen 
flie  vierten  Durchschniltspunkte  der  enl sprechenden  Kegelschnitte  heider 
ßöschel  sämmtlich  auf  einem  dem  Dreieck  A,  B,  C  umgeschriebenen 
Kegelschnitt.  « 

Besonders  bequem  erlaubt  diese  Methode  von  Kegelschnitten  zu  Cor- 
ven  höherer  Ordnungen  Ql)enEU{^ehen ;  so  giebt  die  Erzeugung  der  Kegel* 
schnitte  durch  projectivische  Bflschel  eine  Generation  von  Cnrven  vierter 
Ordnung,  etc. 


Vienmdzwanzigstes  Kapitel. 
Von  der  Methode   der  Projection. 


402.  Wir  haben  im  Vorhergehenden  gezeigt,  wie  die  allge- 
meine Idee  der  Verwandtschaft  oder  des  Entsprechens  der  Ele- 
mente von  zwei  geometrischen  Figuren  in  mannichfacher  Welse 
specialisirt  werden  kann.  Die  Methode  der  Projection  bietet  dif 
einfachste  und  anschaulichste  Begründung  einer  solchen  Bezie- 
hung  dar. 

Wenn  alle  Punkte  einer  Figur  mit  irgend  einem  festen  Punkte 
im  Räume  (0)  durch  gerade  Linien  verbunden  werden»  so  be- 
stimmen diese  Linien  einen  Kegel,  als  dessen  Spitze  der 
Punkt  0  bezeichnet  wird ;  die  Durchschnittslinie  dieses  Kegeis  mit 
einer  beliebigen  Ebene  bildet  eine  Figur,  die  man  die  Projection 
der  gegebenen  Figur  auf  die  Ebene  nennt.  Die  Ebene,* durch 
welche  der  Kegel  so  geschnitten  wird,  heisst  die  Projections- 
ebene.  Man  bezeichnet  den  Kegel  dann  auch  als  den  proji- 
cirenden  Kegel  und  seine  Spitze  als  das  Centrum  der  Pro- 
jection. Jedem  Punkte  in  der  einen  Figur  entsprich! 
ein  Punkt  in  der  andern.    Denn  wenn  ein  beliebiger  Punkt  .1 


j 


Grundsalze  der  Methode  der  Projeclioo.    Art.  403.  545 

mit  der  Spitze  0  durch  eine  gerade  Linie  yerbunden  wird,  so  ist 
der  Punkt  a,  in  welchem  diese  die  Projectionsebene  durchschnei- 
det, die  Projection  des  gegebenen  Punktes  A  auf  diese  Ebene. 

Eine  gerade  Linie  wird  immer  als  gerade  Linie 
projicirt.  Denn  indem  man  alle  Punkte  der  geraden  Linie  mit 
dem  Centrum  der  Projection  durdi  gerade  Linien  verbindet,  er- 
hält man  eine  Ebene,  welche  durch  ihren  Durchschnitt  mit  der 
Projectionsebene  die  Projection  der  gegebenen  Geraden  bestimmt. 

Diese  Ebene  wird  als  die  projicirende  Ebene  der  gera- 
den Linie  bezeichnet.  Wenn  irgend  eine  Anzahl  von  Punkten  in 
der  einen  Figur  in  gerader  Linie  liegen,  so  liegen  auch  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  andern  Figur  in  einer  geraden  Linie; 
wenn  eine  Anzahl  gerader  Linien  in  der  einen  Figur  durch  den- 
selben Punkt  hindurchgehen,  so  schneiden  sich  auch  die  ent- 
sprechenden geraden  Linien  der  andern  in  einem  Punkte,  nämlich 
dem  entsprechenden  Punkte  jenes  ersteren. 

403-  Jede  ehene  Curve  wird  in  eine  andere  Curve 
von  derselben  Ordnung  projicirt. 

Denn  wenn  die  gegebene  Curve  durch  eine  gerade  Linie  in 
einer  Anzahl  von  Punkten  ^,  i9,  C,  /> .  .  .  geschnitten  wird,  so 
wird  ihre  Projection  durch  die  Projectipn  der  geraden  Linie  in 
den  entsprechenden  Punkten  a,  6,  c,  d  .  ,  ,  geschnitten,  deren 
Anzahl  mit  derjenigen  der  ersteren  übereinstimmen  muss.  Aber 
die  Ordnung  einer  Curve  wird  durch  die  Zahl  von  Punkten  geo- 
metrisch bestimmt,  welche  sie  mit  einer  geraden  Linie  gemein 
haben  kann.  Wenn  unter  den  Punkten,  welche  die  Curve  mit  einer 
geraden  Linie  gemein  hat,  neben  reellen  auch  imaginäre  sind,  so 
bleibt  die  Zahl  der  reellen  und  imaginären  Punkte  durch  Pro- 
jection ungeändert.  Wenn  zwei  Curven  sich  durchschneiden,  so 
schneiden  sich  ihre  Projectionen  in  derselben  Anzahl  von  Punkten ; 
reellen  Dtirchschnittspunkten  entsprechen  reelle,  imaginären  aber 
imaginäre. 

*  Jede  Tangente  der  einen  Curve  wird  in  eine  Tan- 
gente der  andern  Curve  projicirt.  Denn  jede  gerade  Linie 
zwischen  den  Punkten  A^  B  der  einen  Curve  wird  als  eine  gerade 
Linie  ab  projicirt,  welche  die  entsprechenden  Punkte  ihrer  Pro- 
jection mit  einander  verbindet.  Wenn  aber  die  Punkte  A^  B  m 
einen  einzigen  Punkt  zusammenfallen,  so  fallen  auch  a,  b  zusam- 
men  und  die  gerade  Linie   ab  ist  eine' Tangente  der  Projection 

Salroon,  Anal.Geom.d.Keg^elschn.  2.  Aufl.  35 
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der  Curve.  Wenn  zwei  Curven  einander  in  einer  Anzahl  vop 
Punkten  berühren,  so  berühren  ihre  Projecüonen  einander  in 
ebenso  viel,  nämlich  in  den  entsprechenden  Punkten.  Wir  brauchen 
nur  anzudeuten,  dass  auch  die  Classe  einer  Curve  durch 
Projcction^nicht  geändert  werden  kann. 

404.  Wenn  eine  durch  das  Cenlrum  der  Protection  parallel 
zur  Projectionsebene  gelegte  Ebene  die  Ebene  des  Originalsystems 
in  einer  geraden  Linie  AB  durchschneidet,  so  projicirt  sich  jedes 
Büschel  geradliniger  Strahlen  im  Originalsystem,  welches  seinen 
Scheitel  in  dieser  geraden  Linie  AB  hat,  in  ein  System  von 
Parallellinien  in  der  Projectionsebene.  Denn  eine  gerade  Linie, 
welche  vom  Centrum  der  Projection  nach  einem  beliebigen  Punkte 
jener  Geraden  AB  gezogen  wird,  begegnet  der  Projectionsebene 
erst  in  unendlicher  Entfernung,  und  insofern  jener  Punkt  Durch- 
schnittspunkt von  zwei  oder  mehreren  geraden  Linien  ist,  müssen 
sich  diese  als  solche  gerade  Linien  projiciren,  deren  gemeinscbafl- 
lichcr  Punkt  in  unendlicher  Entfernung  liegt 

Umgekehrt  wird  jedes  System  von  parallelen  geraden  Linien 
in  der  Originalebene  in  ein  solches  Büschel  gerader  Linien  pro- 
jicirt, welches  seinen  Scheitel  in  einem  Punkte  der  geraden  Linie 
DF  hat,  in  der  eine  durch  das  Centrum  der  Projection  parallel 
zur  OriginaLebene  gelegte  Ebene  die  Projectionsebene  schneidet 
So  führt  uns  die  Methode  der  Projectionen  ganz  naturgemäss  zu 
dem  Schlüsse,  dass  ein  beliebiges  System  von  Parallellinien  als 
ein  durch  einen  unendlich  entfernten  Punkt  gehendes  Büschel  be- 
trachtet werden  kann,  denn  die  Projectionen  solcher  geraden  Li- 
nien auf  eine  beliebige  Ebene  gehen  durch  einen  und  denseltien 
endlich  entfernten  Punkt;  sie  lehrt  uns  ebenso,  dass  alle  unend- 
lich entfernten  Punkte  in  einer  Ebene  als  in  einer  geraden  Linie 
gelegen  angesehen  werden  können,  denn  wir  haben  gezeigt,  dass 
die  Projectionen  aller  der  Punkte,  in  welchen  Parallellinien  sieh 
schneiden,  in  der  geraden  Linie  DF  m  der  Projectionsebene  lie- 
gen; wir  hätten  das  Nämliche  auch  aus  dem  Umstände  schliessen 
können,  dass  jede  gerade  Linie  nur  einen  Punkt  in  unendlicher 
Entfernung  haben  kann  —  wir  schliessen  uns  dem  üblichen 
Sprachgebrauch  genau  an,  indem  wir  denselben  als  ihre  Rich- 
tung bezeichnen  —  und  dass  somit  die  imendlich  entfernten 
Punkte  einer  Ebene  nur  eine  Linie  ersten  Grades,  d.  h.  eine 
gerade   Linie   bilden   können.     Wir   bemerken   endlich,    dass  die 
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Durchschnittslinie  der  Projectionsebene  mit  der  Ebene  der  Figur 
zugleich  der  Ort  der  Durclischnittspuukte  der  geraden  Linien  der 
Figur  mit  ihren  respectiven  Projectiouen  ist. 

Man  nennt  diese  Gerade»  welche  in  beiden  Systemen  sich 
selbst  entspricht,  die  Spur  der  einen  Ebene  in  der  andern  und 
jede  der  beiden  andern  Geraden,  welche  in  jeder  Ebene  der  un- 
endlich entfernten  Geraden  der  andern  entsprechen,  Fluchtlinie 
der  einen  Ebene  in  der  andern. 

405.  Wenn  irgend  eine  Eigenschafr.,  die  sich  nicht  auf  die 
Grösse  von  geradlinigen  Strecken  oder  von  Winkeln,  sondern  nur 
auf  die  Lage  gerader  Linien  als  durch  gewisse  Punkte  gehend 
oder  gewisse  Curven  beröhrend,  oder  auf  die  Lage  von  Punkten 
u.  s.  w.  bezieht,  für  eine  gegebene  Curve  wahr  ist,  so  bleibt  diese 
Eigenschaft  für  alle  die  Curven  gültig,  in^ welche  die  gegebene 
projicirt  werden  kann.  Wir  erkennen  sofort  als  einen  Satz  die- 
ser Art  den  folgenden :  Wenn  durch  einen  beliebigen  festen  Punkt 
in  der  Ebene  eines  Kreisies  eine  Sehne  gezogen  wird,  so  schnei- 
den sich  die  in  den  Endpunkten  derselben  an  ihn  gelegten  Tan- 
genten in  einer  festen  geraden  Linie. 

Da  wir  nun  beweisen  werden ,  dass  jede  Gurve  vom  zweiten 
Grade  in  einen  Kreis  projicirt  werden  kann,  so  zeigt  die  Methode 
der  Projectiouen  unmittelbar,  dass  die  Eigenschaften  der  Pole  und 
Polaren  nicht  nur  für  den  Kreis,  sondern  auch  für  alle  Kegel- 
schnitte wahr  sind. 

Auch  die  Sätze  von  Pascal  und  Briancbon  sind  Eigen- 
schaften derselben  Art.  und  es  ist  daher  hinreichend,  sie  für  den 
Fall  des  Kreises  zu  beweisen,  um  zu  wissen,  dass  sie  für  iaille 
Kegelschnitte  wahr  sind. 

406.  Eigenschaften  dieser  Art,  welche,  wenn  sie  für  irgend 
eine  Figur  wahr  sind,  auch  für  die  Projection  derselben  gelten, 
heissen  projectivische  Eigenschaften.  Zu  diesen  Eigen- 
schaften gehören  ausser  der  Glasse  derjenigen,  welche  im  vorigen 
Artikel  bezeichnet  worden  sind,  auch  einige  solche,  welche  sich 
auf  die  Grösse  geradliniger  Strecken  und  Winkel  beziehen;  wir 
wissen  z.  B.  dass  das  Doppelschnittverhältniss  von  vier  Punkten 
in  einer  geraden  Linie  [AB CD),  da  es  durch  das  Doppelschnitt- 
verhällniss  des  Büschels  (0  .  AB  CD)  am  Centrum  der  Projection 
gemessen  wird,  mit  dem  der  vier  Punkte  (ab cd)  übereinstimmen 
muss,  in  welchen  diess  Büschel  durch  eine  beliebige  Transversale 
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geschnitten  wird.     Doppclschnittverhällnisse  werden    durch   Pro- 
jecüon  nicht  geändert.  (Vergl.  fünfzehntes  und  sechszehntes  Kapitel.) 

Oder,  wenn  zwischen  den  durch  eine  beliebige  Anzahl  von 
Punkten  in  einer  geraden  Linie  bestimmten  geradlinigen  Strecken 
eine  Gleichung  von  der. Form 

AB  .CD.EF  +  k,AC.BE.DF+l,AD.CE.  ^^+....  =  0 
besteht,  in  welcher  jedes  Glied  die  nämlichen  Punkte  nur  in  ver- 
schiedener Ordnung  enthält,  so  ist  diese  Relation  projectivisch. 
Denn  nach  Art.  57  kann  man  für  AB  das  Verhällniss 
OA.OB.siuAOB:  Oi^und  für  die  übrigen  Strecken  entsprechende 
Ausdrücke  substituiren,  und  die  Gleichung  enthalt  nach  dieser  Sub- 
stitution in  allen  Gliedern  das  Product  OA.OB.OC.OD.OE.OF 
im  Zähler  und  die  Grösse  OP^  im  Nenner;  durch  Division  mit 
diesen  Factoren  wird  sie  daher  auf  eine  Relation  zwischen  den 
Sinus  der  am  Punkte  0  gebildeten  Winkel  zurückgeführt  und  ist 
demnach  projectivisch. 

Auch  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Punkte  Ay  By  C,  />,  E^  F 
nicht  in  einer  geraden  Linie  zu  liegen  brauchen,  um  diese  Pro- 
jectivität  zu  begründen;  wenn  die  Senkrechte  OP  nicht  für  alle 
die  in  der  Relation  auftretenden  Segmente  die  nämliche  ist,  so 
ist  nur  nöthig,  dass  dieselben  so  geordnet  sind,  dass  in  jedem 
Gliede  der  Gleichung  im  Nenner  das  nämliche  Product  solcher 
zugehörigen  Perpendikel  OP,OP^.OP\,,  auftritt.  Als  ein  Bei- 
spiel dafür  erwähnen  wir  den  Satz:  Wenn  gerade  Linien,  welche 
von  den  Ecken  eines  Dreiecks  ABC  nach  demselben  Punkte  sei- 
ner Ebene  gezogen  werden,  die  Gegenseiten  desselben  in  den 
Punkten  a,  6,  c  durchschneiden,  so  ist  Ab.Bc.Ca  =  AcBa.Cb. 
Weil  diese  Relation  von  der  eben  besprochenen  Art  ist,  so  reicht 
es  hin,  sie  für  irgend  eine  Projection  des  Dreiecks  ABC  zu  be- 
weisen; machen  wir  für  dieselbe  die  Voraussetzung,  dass  der 
Punkt  C  in  unendlicher  Entfernung  projicirt  sei,  so  werden  die 
geraden  Linien  AC^  BC,  Cc  einander  parallel  und  die  Relation  wird 
Ab ,  Bc  =  Af^ ,  Büy  deren  Wahrheit  ohne  Weiteres  ersichtlich  ist 

407.  Offenbar  reicht  es  zum  Beweise  solcher  projectiviscben 
Eigenschaften  von  Figuren  hin,  für  die  einfacliste  derjenigen  Fi- 
guren den  Beweis  zu  liefern,  in  welche  die  gegebene  pnijicirt 
werden  kann ;  z.  B.  was  oft  vorkommt,  für  eine  solche,  in  welcher 
eine  gewisse  gerade  Linie  der  Figur  in  unendlicher  Entfernung  er- 
scheint.  Wenn  z.  B.  gefordert  wäre,  die  harmonischen  Eigen- 
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Schäften  eines  vollständigen  Vierecks  ÄBC9  zu  unter- 
suchen, dessen  Gegenseitenpaare  sich  in  E  und  F  und  dessen 
Diagonalen  sich  in  G  durchschneiden,  so  verbinden  wir  alle  Punkte 
dieser  Figur  mit  dem  zum  Centrum  der  Projection  gewählten 
Punkte  0  im  Räume  durch  gerade  Linien  und  schneiden  die  Ver- 
bindungslinien durch  eine  zur  £bene  O^i^  parallele  Ebene,  so  dass 
EF  in  unendlicher  Entfernung  projicirt  erscheint;  die  Projection 
ab  cd  des  Vierecks  ist  dann  ein  i^arallelogramm,  weil  die  Durch- 
schnittspunkte seiner  Gegenseitenpaare  in  unendlicher  Entfernung 
liegen.  Jedes  Viereck  kann  dem*nach  in  ein  Parallelo- 
gramm projicirt  werden.  Da  nun  die  Diagonalen  eines 
Parallelogramms  sich  gegenseitig  halbiren,  so  bestimmen  die  End- 
punkte, der  Mittelpunkt  und  der  unendlich'  entfernte  Punkt  einer 
jeden,  als  in  welchem  sie  der  geraden  Linie  ef  begegnet,  eine 
harmonische  Theilung,  und  man  schliesst  aus  der  projectivischeu 
Natur  dieser  Relation,  dass  in  jedem  Viereck  eine  Diagonale  (AC) 
durch  die  andre  (in  G)  und  durch  die  gerade  Verbindungslinie 
der  Durchschnittspunkte  der  Gegenseiten  harmonisch  getheilt  wird. 

Aufg.  Wenn  zwei  Dreiecke  ABC,  A^B^Cfso  gelegen  sind,  dass  dieDurch- 
schDittspunklc  der  entsprechenden  Seilen  AB,  AlB^\  BC,  B'C';  CA,  d Ä 
in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  schneiden  sich  die  geraden  Verbindungs- 
linien der  entsprechenden  Ecken  AÄ,  BB^,  CCf  in  einem  Punkte. 

Der  Satz  bedarf  keines  Beweises  mehr,  wenn  man,  wie  es  seine  pro- 
jeclivisclie  Natur  erlaubt,  die  Figur,  auf  welche  er  sich  bczielit,  so  proji- 
cirt, dass  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  entsprechenden  Seiten  beider 
Dreiecke  sich  schneiden,  in  unendlicher  Entfernung  erscheint;  denn  ergeht 
alsdann  in  den  einfachen  Ausdruck  der  Aehniichkeit  und  ähnlichen  Lage 
beider  Dreiecke  über:  Wenn  in  zwei  Dreiecken  abc,  ab'c  die  Seiten  des 
einen  den  Seilen  des  andern  parallel  sind,  so  schneiden  sich  die  geraden 
Verbindungslinien  der  entsprechenden  Ecken  in  einem  Punkte;  welclier 
einfach  aus  der  Bemerkung  hervorgeht,  dass  die  geraden  Linien  aa  und 
bb'  beide  die  Linie  cc  in  dem  nämlichen  Verhältniss  schneiden. 

408.  Nach  dem  Vorigen  entsprechen  sich  ebene  Systeme  nach 
der  Methode  der  Centralprojection  in  der  Weise,  dass  alle  Paare 
entsprechender  Punkte  in  Geraden  eines  Buscheis  liegen  und  alle 
Paare  entsprechender  Geraden  sich  in  Punkten  einer  Reihe  be- 
gegnen. Diese  Beziehung  bleibt  auch  nach  dem  Zusammenlegen 
beider  Systeme  durch  eine  Drehung  um  ihre  gemeinschaftliche 
Schnittlinie  ungestört  und  man  erkennt  daraus  die  Identität 
der  centralprojectivischen  Relation  ebener  Systeme 
mit  der  in  Art.  377,  378  charakterisirten  ooUinearen  Lage 
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«... collinearverwandter  Sysleme. 

•jp- — ^*"\  Denn  man  erkennt  zuerst,  dass  dtr 

/^       /jV\       "x\        Winkel  von  zwei  sich  schneideadeo 

if  f\\  ^         '"^      Geraden  durch  die  ihnen  parallelen 

jU:..- --..i...jß.\.. -i^. -j     Strahlen  aus  dem  Centrum  an  diesem 

-  ^    '  \ — -ö, — 7I-:?  letzteren    gebildet  wird    und  daher. 

dass  die  Umlegung  der  Ebene  0,  / 
JL(rür  F  als  die  Fluchtlinie  der  Ebene 
des  Winkels)  durch  Verbindung  des 
umgelegten  Centrums  (0)  mit  den 
Fluchtpunkten  /*,  f  der  Schenkel,  d.  i. 
den  Schnittpuukten  ihrer  Bilder  mit 
F  die  wahre  Crosse  des  Winkels  y 
der  Geraden  liefert  In  Folge  dessen  ist  insbesondere  der  von 
einer  dieser  Verbindungslinien  mit  F  eingeschlossene  Winkel  der 
Winkel  der  Geraden  gegen  die  Spur  S  der  Ebene  des  Winkels. 
Wenn  man  also  die  Fluchtpunkte  der  Geraden  in  der  Ebene  mit 
dem  mit  der  Ebene  0,  F  umgelegten  Centrum  (0)  durch  Gerade 
verbindet,  und  zu  diesen  durch  die  entsprechenden  Durcbgangs- 
punkte  Parallelen  zieht,  so  geben  die.se  die  Lagen  jener  Geraden 
nach  der  Ueberführung  in  die  iBildebene  an;  insbesondere  ent- 
spricht diesem  Gesetze  gemäss  jede  durch  (0)  gehende  Gerade 
sich  selbst  Es  liegen  also,  weil  entsprechende  Punkte  die  Schnitt- 
punkte von  entsprechenden  Geraden  sind,  auch  nach  der  Zusam- 
menlegung beider  Systeme  noch  die  entsprechenden  Punkte  in 
Strahlen  eines  Buscheis.  Daher  sind  beide  Systeme  collinear  und 
in  collinearer  Lage,  die  Spur  S  der  Ebene  ist  die  Axe  und  (0), 
die  Umlegung  des  Centi*ums  0  mit  der  Ebene  (0,  F\  ist  das  Gen- 
irum der  Collineation ;  die  Fluchtlinien  F  und  F*  sind  die  Gegen- 
axen  beider  Systeme  und  die  Gegenaxe  F"^  ist  von  (0)  eben  so 
weit  entfernt  wie  S  von  F.  Aus  der  CollineaUonsaxe,  der  Gegen- 
axe F  und  dem  umgelegten  Centrum  (0)  bestimmt  sich  zu  dem 
als  gegeben  gedachten  einen  System  das  andere  durch  lineare 
ConstrucUon,  also  zum  Original  das  Bild,  ebenso  wie  zum  Bild 
das  Original. 

Ist  das  eine  von  beiden  ein  Kreis,  so  ist  das  andere  eio 
Kegelschnitt;  die  Eigenschaften,  welche  die  Kegelschniitslinien  vor 
Allen  charakterisiren,  die  Projectivität  der  Büschel  über  vier  festen 
Punkten  und  der  Reihen  durch  vier  feste  Tangeuten,  ergeben  sieb 
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aus  elementaren  Eigenschaften  des  Kreises,  nämlich  aus  der  Gleich- 
winkligkeit  der  über  vier  festen  Punkten  stehenden  Büschel  und 
aus  der  Gleichheit  der  Winkel  über  solchen  Punktereihen  in  zwei 
Tangenten  vom  Centrum.    (Vergl.  Art.  417,  Aufg.  2.) 

409.  Die  von  den  Peripheriepuukten  des  Kreises  nach  dem 
Centrum  der  Projection  gehenden  Geraden  bilden  einen  proji- 
cirenden  Kegel,  dessen  Schnitt  mit  der  Bildebene  die  Projection 
oder  das  Bild  des  Kreises  ist.  Die  Theorie  der  ebenen  Schnitte 
des  Kegels  über  kreisförmiger  Basis  verbindet  daher  die  allge- 
meine vorher  charakterisirte  Methode  mit  dem  Gegenstand  dieser 
Untersuchungen. 

Die  Schnitte  eines  Kegels  mit  parallelen  Ebenen  sind  ähnliche 
Curven.  Denn  wenn  wir  in  der  Ebene  der  einen  Curve  einen  Punkt 
A  und  in  der  Ebene  der  andern  Curve  den  entsprechenden  d.  h. 
auf  OA  gelegenen  Punkt  a  annehmen  und  von  ihnen  nach  einem 
beliebigen  Paar  anderer  entsprechender  Punkte  B,  h  Radien  vec- 
toren  ziehen,  so  folgt  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  GAB  und  Oab 
die  Verhältnissgleichheit  OA  :  Oa  =z  AB  :  ab,  und  weil  jeder 
Radius  vector  der  einen  Curve  zu  dem  entsprechenden  Radius  vector 
der  andern  in  dem  nämlichen  constanten  Verhältniss  OA :  Oa  steht 
und  die  entsprechenden  Winkel  übereinstimmen ,  so  sind  die  bei- 
den Curven  ähnlich.  (Art.  245.)  Jeder  über  einer  circularen  Basis 
stehende  Kegel  wird  durch  eine  Ebene,  welche  seiner  Basis  parallel 
ist,  in  einem  Kreise  geschnitten.  Wenn  wir  die  entsprechenden 
Punkte  ^,  a  als  die  Mittelpunkte  der  beiden  Curven  denken,  so 
beweist  das  Vorhergehende  die  gegenwärtige  Behauptung. 

410.  Die  ebenen  Schnitte  eines  Kegels  über  kreis- 
förmiger Basis  sind  entweder  Ellipsen,  Hyperbeln 
oder  Parabeln. 

Ein  Kegel  zweiten  Grades  heisst  gerade,  wenn  die  gerade 
Verbindungslinie  seiner  Spitze  mit  dem  Centrum  des  Kreises, 
welcher  ihm  zur  Basis  dient,  auf  der  Ebene  dieses  Kreises  senk- 
recht ist;  diese  Linie  selbst  heisst  alsdann  die  Axe  des  Kegels. 
Wenn   dieselbe  auf  der  Ebene  der  Basis  nicht  senkrecht  steht, 

« 

so  wird  der  Kegel  als  schief  bezeichnet. 

Obgleich  die  Untersuchung  der  Schnitte  des  schiefen  Kegels 
mit  derjenigen  der  Schnitte  des  geraden  Kegels  vollkommen  über- 
einstimmt, so  wollen  wir  sie  doch  getrennt  führen,  um  die  Schwie- 
rigkeiten, welche  in  der  richtigen  Auffassung  räumlicher  Figuren 
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liegen  können,  durch  die  vorherige 
Betrachtung  der  einfacheren  Figur  zu 
vermindern,  welche  dem  Falle  des 
geraden  Kegels  entspricht.  Man  lege 
eirie  Ebene  GAB  durch  die  Axe  OC 
des  Kegels  senkrecht  zur  SchnitlebeDe 
und  betrachte  sie  als  die  Ebene  der 
Zeichnung;  die  Schnittebene  MSsl^ 
steht  dann  ebensowohl  wie  die  Basis- 
ebene ÄSB  senkrecht  zur  Ebene  der 
Zeichnung,  und  es  ist  ebenso  mit  der 
geraden  Linie  RS,  in  der  sich  beide  letzt  bezeichnete  Ebenen  schnei- 
den. Wir  setzen  alsdann  zuerst  voraus,  dass  die  gerade  Linie  J/iV, 
in  welcher  die  Schnittebene  die  Ebene  GAB  sclineidet,  den  beiden 
Seiten  GA  und  GB  auf  derselben  Seite  des  Scheitels  begegnet, 
wie  die  Figur  es  angiebt.  Durch  irgend  einen  Punkt  s  der  Schnitt- 
curve  legen  wir  eine  zur  Basis  parallele  Ebene  und  erhalten  da- 
durch nach  Euklid  111.  35  für  das  Quadrat  der  Ordinate  des  Kreises 
ä5^  =  AR  .  RBy  und  ebenso  rs^  z=z  ar  .  rb. 

Wenn  man  aber  die  ähnlichen  Dreiecke  ARJU  und  arM,  BRN 
und  brN  betrachtet,  so  folgt  AR.RB:MR.RN=ar.rb:Mr.rN, 
und  damit  Rg^ :  rs'^  =  NR  .  RN  :  Mr  .  rN. 

Die  Schnittcurve  3ISsN  besitzt  demnach  die  EigenschaH, 
dass  das  Quadrat  einer  beliebigen  Ordinate  r^  zu  dem  Rechteck 

aus  den  von  ihr  in  der  Linie  MN  bestimmten 
Abschnitten  in  dem  constanten  Verhällniss 
RS^iMR.RN  steht.  Nach  Art.  112  ist  der 
betrachtete  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  für 
welche  MN  die  Hauptaxe  ist  und  deren  kleine 
Axe  sich  aus  der  Bemerkung  bestimmt,  dass 
ihr  Quadrat  zu  MN^  in  dem  gegebenen  Ver- 
hältniss  RS^  :  MR  .  RN  stehen  muss. 

Wir  nehmen  zweitens  an,  eine  der  Sei- 
ten GA  werde  von  der  geraden  Linie  iV^ 
erst  in  der  Verlängerung  geschnitten.  Der 
vorige  Beweis  bleibt  völlig  unverändert, 
nur  in  dem  Endergebniss  desselben  triU 
die  Veränderung  ein,  dass  nun  das  cooslaole 
Verhältniss  zvnschen  dem  Quadrat  der  Cr- 
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diiiate  rs  und  dem  Rechleck  Mr  .  riV  aus  den  Abschnitten  statt- 
findet, welche  ein  äusserer  Theiipunkt  in  der  Strecke  MN  be- 
stimmt. Die  Schnittcurve  ist  in  diesem  Falle  eine  Hyperbel, 
welche  aus  den  beiden  Aesten  NsS  und  Ms'S"  besteht. 

Wenn  endlich  drittens  die  gerade  Linie  MN  in  einer  der  Sei- 
len parallel  ist,  so  ist,  wegen  AR  =  ar  und  I{B:rb==: RN:  rN^ 
das  mit  dem  Rechteck  ar  .  rb  gleiche  Quadrat  der  Ordinate  rs  zu 
der  Abscisse  riV  in  dem  constanten  Verhältniss  RS^:  ÄiV  oder 
AR  .  RB:  RN, 

Demnach  ist  die  Schnittcurve  in  diesem 
Falle  eine  Parabel*).  Da  die  Projectionen 
der  Tangenten  des  Kreises  in  den  Punkten 
A,  B  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  in 
M,  N  sind  (Art.  403)  und  in  dem  Fall  der 
Parabel  der  Punkt  iK/  und  die  entsprechende 
Tangente  in  unendlicher  Ferne  liegt,  so  folgt 
auch  hieraus  die  Berührung  der  Parabel  mit  ^/T 
der  unendlich  entfernten  Geraden. 

411.  Wir  lassen  hiernach  den  Beweis  für  die  Schnitte 
des  schiefen  Kegels  mit  kreisförmiger  Basis  folgen. 
Die  Ebene  der  Zeichnung  sei  durch  die  Spitze  des  Kegels  0  und 
den  Mittelpunkt  C  des  Basfskreises  senkrecht  zur  Ebene  des- 
selben gelegt;  QS  sei  die  gerade  Durchschnittslinie  der  Schnitt- 
ebene mit  der  Ebene  des  Kreises  AQSB;  LK  der  die  Sehne 
QS  halbirende  Durchmesser  und  MN  die  gerade  Linie,  welche 
die  durch  ihn  und  die  Kegelspitze  gelegte  Ebene  mit  der  Schnitt- 


*)  In  der  Geometrie  der  Alten  betrachtete  man  bis  auf  Appollonius 
(250  V.  Chr.)  die  Kegelschnitte  nur  am  geraden  Kegel  und  nur  unter  der 
.Voranssetznng,  dass  die  Schnittebene  zu  einer  Kegelseite  (der  einen 
Seite  des  Axendreiecks)  senkrecht  sei,  d.  i.  dass  MN  senkrecht  auf  OB, 
Darna>2h  wurden  die  Kegelschnitte  eingetheilt  in  Schnitte  des  recht- 
winkligen, spitz-  und  stumpfwinkligen  Kegels  und  nach  £u- 
tochius,  dem  Commentator  des  Apoilonius,  wurde  die  Schnittcurve 
Parabel,  Ellipse  oder  Hyperbel  genannt,  je  nachdem  und  weil  der  Winkel 
des  Kegels  gleich,  kleiner  oder  grösser  als  ein  rechter  Winkel  war. 
Schon  Archimedes  kannte  die  Namen  Parabel  und  Ellipse.  Apol- 
lonius  war  es  aber,  welcher  zuerst  bewies,  dass  alle  drei  Kegel- 
schnitte aus  dem  nämlichen  Kegel  geschnitten  werden  kön- 
nen and  der,  ebenso  wie  Pappus  ihnen  die  Namen  Parabel,  Ellipse, 
Hyperbel  aus  dem  im  Artikel  202  angegebenen  Grunde  beilegte. 
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0  ebuDe  gemein  hat.  Mit  diesen  Voraus- 
setzungen entwickelt  sich  der  Beweis  ganz 
^  wie  vorher:  Das  Quadrat  der  Ordinate  iSS 
ist  dem  Rechteck  LR  ,  RK  gleich,  und 
wenn  wir  wie  vorher  eine  zur  Basis  paral- 
lele Ebene  einfühi-en,  so  ist  das  Quadrat 
der  ihr  angehörigen  Ordinate  rs  gleich 
dem  entsprechenden  Rechteck  /r,  r&;  wir 
beweisen  sodann  aus  den  ähnlichen  Drei- 
ecken KRM,  krM  und  LRN,  IrN  in 
der  £bene  OLK  ebenso  wie  in  dem  Falle 
des  geraden  Kegels,  dass  das  Verhältniss  der  Quadrate  RS^irs^  mit 
dem  Verhältniss  der  Rechtecke  identisch  sei,  welche  aus  den  durcli 
den  Fusspunkt  der  Ordinate  bestimmten  AbschuiUen  von  MN  ge- 
bildet werden;  und  dass  demnach  die  Schnittcurve  ein  KegelschoiU 
ist,  für  weichen  MN  der  die  Sehne  QS  halbirende  Durchmesser 
ist,  nämlich  speciell  eine  Ellipse,  wenn  MN  die  geraden  Linien 
OL  und  OK  auf  derselben  Seite  der  Kegelspitze  schneidet,  eine 
.  Hyperbel,  wenn  diese  Schnittpunkte  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Spitze  liegen,  und  eine  Parabel,  wenn  einer  derselben  unendlich 
entfernt  ist. 

Die  in  dem  Beweise  gemachte  Voraussetzung,  dass  die  kreis- 
förmige Basis  reelle  Punkte  mit  der  Schnittcurve  gemein  habe, 
ist  in  jedem  Falle  statthaft,  weil  jeder  der  Kreise,  welche  die  der 
Basis  parallelen  Ebenen  in  der  Kegeliläche  bestimmen,,  als  Basis 
betrachtet  werden  kann. 

Die  Gattungen  der  Kegelschnitte:  Hyperbel,  Parabel,  Ellipse 
als  Curven,  welche  zwei  reelle  und  verschiedene  oder  zusam- 
menfallende oder  zwei  imaginäre  Punkte  in  unendlicher  Ferne 
enthalten ,  werden  charakterisirt  durch  die  Lagen  der  Schnittebene, 
für  welche  die  parallele  Ebene  durch  die  Spitze  des  Kegels  den- 
selben in  reellen  oder  zusammenfallendea  oder  imaginären  znei 
Geraden  schneidet. 

412.  Wenn  ein  Kreisschnitt  des  Kegels  von  einer  Ebene  in 
der  Geraden  QS  geschnitten  wird,  so  begegnen  der  zu  QS  con- 
jugirte  Durchmesser  in  dieser  Ebene  und  in  der  Ebene  des  Kreises 
QS  sich  in  demselben  Punkte. 

Schneidet  qs  den  Kreis  in  rellen  Punkten,  so  muss  der  in 
jeder  Ebene  dazu  conjugirte  Durchmesser  seinen  Mittelpunkt  r  enl- 
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hallen;    es  ist  also  nur  der   Fall  zu 

uutersuclien,   wo  QS  nicht  in  reellen 

Funkten  schneidet.    In  Art.  409  ward 

bewiesen,   dass  der  Durchmesser  df^ 

weicher  die  zu  qs  parallelen  Sehnen 

eines   beliebigen  Kreisschnitts   halbirl, 

in    einen    Durchmesser    D  f  projicirt 

wird .  der  die  gleichgerichteten  Sehnen 

eines   parallen  Schnittes  halbirt.     Der 

Ort  der  Mittelpunkte  aller  zu  qs  pa-  zT 

rallelen  Sehneu  ist  die  Ebene  Odf;  der  zu  QS  in  irgend  einem 

Schnitte  conjugirte  Durchmesser  ist  daher  die  Durchschnittslinie 

der  Ebene  Odf  mit  der  Ebene  dieses  Schnittes  und  geht  durch 

den  Punkt  B,  in  welchem  QS  die  Ebene  Odf  schneidet. 

Wenn  in  demselben  Falle  die  zu  QS  im  Kreise  und  in  einem 
andern  Schnitte  conjugirten  Durchmesser  in  Segmente  RD^  RF; 
Rgy  Rk  geschnitten  werden,  so  verhalten  sich  die  Rechtecke 
DR  .  RF  und  gR  .  Rk  wie  die  Quadrate  des  zuQS  parallelen  und 
des  conjugirten  Durchmessers  des  Schnittes.  Denn  wenn  qs  den 
Kreis  schneidet,  so  ist  rs^  ^=^dr ,  rf  Für  den  allgemeinen  Fall 
ist  aber  so  eben  bewiesen,  dass  die  Geraden  gk^  df^  ßF  in 
einer  die  Spitze  des  Kegels  enthaltenden  Ebene  liegen;  daher  sind 
die  Punkte  e/,  D  Projectlonen  von  g  und  liegen  mit  ihm  in  einer 
dnrch  die  Spitze  gehenden  Geraden.  Wie  in  Art.  41 L  folgt  daher 
aus  ähnlichen  Dreiecken  </r.r/*:i>/{.i?/'==^r.rA::^i2.i}Ar;  und  weil 
dr.rf  zu  gr,rk  sich  verhält  wie  die  Quadrate  der  parallelen  Halb- 
durchmesser, so  stehen  auch  DR.RF  und  gR  .Rk  in  demselben 
Verhältniss.  Dieser  Satz  gestattet,  für  den  Schnitt  gskq  und  die 
Gerade  QS  das  Product  DR.RF  oder  das  Quadrat  der  durch  R 
gehenden  Tangente  des  Kreisschnittes  zu  bestimmen,  dessen  Ebene 
durch  QS  geht. 

413.  Wenn  man  durch  die  Spitze  des  Kegels  parallel  zur 
Ebene  der  kreisförmigen  Basis  eine  Ebene  legt,  welche  die  Schnitt- 
ebene  in  der  geraden  Linie  TL  durchschneidet,  so  folgt  als  ein 
.specieller  Fall  des  Vorigen,  dass  gL,Lk:OL^  in  dem  Verhältniss 
der  Quadrate  der  parallelen  Durchmesser  des  Schnittes  sind. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  es  eine  unbestimmte  Aufgabe  ist, 
zu  einem  gegebenen  Kegelschnitt  und  einer  geraden  Linie  TL  in 
seiner  Ebene  die  Spitze  0  eines  Kegels,    der  den   ersteren  zur 
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Leitcurve  hat,  so  zu  bestimmen,  dass  der  von  einer  zu  OTL  pa- 
ralleJen  Ebene  in  ihm  bestimmte  Schnitt  ein  Kreis  sei.  Denn 
wenn  wir  den  zu  der  geraden  Linie  TL  conjugirten  Durchmesser 
der  Schnittcurve  ziehen,  so  \&i  die  Entfernung  des  Punktes  Z  voo 
der  Spitze  des  Kegels  durch  das  Vorhergehende  bestimmt,  und 
OL  muss  in  der  zu  TL  normalen  Ebene  liegen,  weil  sie  dem 
Durchmesser  eines  zu  TL  normalen  Kreises  parallel  ist;  die  Spitze  0 
kann  demnach  in  jedem  Punkte  eines  gewissen  Xreises  in  einer 
zu  TL  senkrechten  Ebene  genommen  werden. 

Ein  Kegelschnitt  kann  immer  in  der  Art  in  einen  Kreis  pro- 
jicirt  werden,  dass  eine  in  seiner  Ebene  beliebig  gewählte  gerade 
Linie  TL,  welche  ihn  nicht  schneidet,  in  unendlicher  Entfernung 
projicirt  wird.  Man  hat  dazu  die  Spitze  0  des  projicirenden  Kegels 
nur  so  zu  wählen,  dass  die  Ebene  OTLtn  den  Ebenen  der  kreis- 
förmigen Schnitte  parallel  ist;  jede  der  zu  OTL  parallelen  Ebenen 
erfüllt  dann  als  Projectionsebene  die  vorgeschriebenen  Bedingungen. 
414.  Es  ist  erwähnenswerth,  dass  auch  die  Brennpunkte  und 
Directricen  sich  sehr  einfach  an  die  Betrachtung  des  geraden 
Kegels  anknüpfen  lassen.  Es  lassen  sich  in  jeden  geraden  Kegel 
zwei  Kugeln  so  einschreiben,  dass  sie  zugleich  die  Schnitlebeoe 
berühren;  die  Berührungspunkte  sind  die  Brennpunkte  und  jedem 
entspricht  als  Directiix  der  Schnittcurve  die  gerade  Ltoie,  io  wel- 
cher die  Ebene  des  Berührungskreises  der 
zugehörigen  Kugel  die  Schnittebene  durcb- 
schneidet.  Wenn  man  einen  beliebigen  Punkt 
P  der  Schnittcurve  mit  der  Spitze  des 
Kegels  durch  eine  gerade  Linie  verbindet 
und  die  Durchschnittspunkte  derselben  mit 
den  Ebenen  der  Berührungskreise  durch  A  d 
bezeichnet,  so  hat  man  die  Belationen  PD=PF, 
Pd  =  PF',  und  demnach  PF  +  PF'=Dd, 
und  es  lässt  sich  sofort  erkennen ,  dass  diese 
constante  Länge  mit  der  grossen  Axe  AB  der  Schnittcurve  über- 
einstimmt. Der  Punkt  R,  in  welchem  die  geraden  Linien  FF' 
und  AB  bei  genügender  Verlängerung  sich  schneiden,  ist  ein 
Punkt  der  Directrix,  oder  der  Polare  des  Brennpunktes,  weil  nach 
den  Eigenschaften  des  Kreises  die  vier  Punkte  iV,  F,  itf ,  Ä  eine 
harmonische  Theilung  bilden. 

Man  kann  leicht  beweisen,  dass  der  Parameter  der  Schnitt- 
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curve  constant  ist,  solange  ihre  Ebene  den  nämlichen  Abstand  von 
der  Kegelspitze  besitzt. 

r  Zus.  Der  Ort  der  Scheitel  aller  geraden  Kreiskegel,  aus  wel- 
chen eine  gegebene  Ellipse  (Hyperbel,  Parabel)  geschnitten  werden 
kann,  ist  eine  Hyperbel  (Ellipse,  Parabel)  in  einer  zur  Schnitt- 
ebene normalen  Ebene,  welche  die  Brennpunkte  der  Ellipse  (Hy- 
perbel, Parabel)  zu  Scheiteln  und  ihre  Scheitel  zu  Brennpunkten 
hat.  Denn  die  Differenz  von  MO  und  NO  ist  constant  als  gleich 
MF'  —  NF"*)' 

415.  Wenn  ein  Kegelschnitt  und  ein  Punkt  in  seiner  Ebene 
gegeben  ist,  so  kann  man  den  ersteren  in  einen  Kreis  projiciren, 
für  welchen  die  Projection  dieses  Punktes  das  Centrum  ist;  denn 
wir  haben  ihn  nur  so  zu  projiciren,  dass  die  Projection  der  Polare 
jenes  Punktes  in  unendlicher  Entfernung  erscheint.  (Art.  164.) 

Zwei  beliebige  Kegelschnilte  können  so  projicirt  werden,  dass 
beide  sich  als  Kreise  darstellen;  denn  wenn  wir  den  einen  der- 
selben so  in  einen  Kreis  projiciren,  dass  eine  seiner  Durch- 
schnitlssehnen  mit  dem  andern  in  unendlicher  Entfernung  projicirt 
wird,  so  muss  die  Projection  des  zweiten  Kegelschnitts  auch  ein 
Kreis  werden ,  weil  sie  mit  dem  ersten  durch  dieselben  unendlich 
entfernten  Punkte  gehen  muss. 

Zwei  Kegelschnitte,  welche  eine  doppelte  Berührung  mit 
einander  haben,  können  in  concentrische  Kreise  projicirt  werden. 


"  *)  Mit  Hilfe  dieses  Principes  können  Eigenschaften  der  am  Brenn- 
punkte eines  Kegelschnitts  gespannten  Winkel  ans  den  Eigenschaften 
von  Kugelkreisen  abgeleitet  werden.  Z.  B.  man  weiss,  dass  für  einen 
festen  Punkt  P  in  der  Kugeloberfläche  und  einen  beliebigen  festen  Kreis 
auf  der  Kugol  die  Relation  tan  -J  j4 P  .  tan  -J  BP=  const.  besteht,  wenn 
A  und  P  -die  Dnrchschnittspunkte  dieses  Kreises  mit  einem  durch  den 
Pankt  P  gehenden  grössteu  Kreise  der  Kugel  bezeichnen. 

Nehmen  wir  nun  einen  Kegel,  dessen  Basis  der  erstere  Kreis  und 
dessen  Spitze  das  Centnim  der  Kugel  ist,  und  denken  ihn  durch  eine 
beliebige  Ebene  geschnitten;  so  erhalten  wir  den  Satz:  Wenn  man  durch 
einen  Punkt  p  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  eine  gerade  Linie  zieht, 
welche  den  letzteren  in  den  Punkten /i,  b  schneidet,  so  ist  das  Product 
der  Tangenten  von  den  Hälften  der  Winkel,  welche  ap,  hp  an  der 
Spitze  des  Kegels  spannen,  constant.  Da  nun  diese  Eigenschaft  für  die 
Spitze  jedes  geraden  Kegels  gelten  muss,  aus  welchem  der  gedachte 
Kegelschnitt  geschnitten  werden  kann ,  und  da  der  Brennpunkt  des  letz- 
teren ein  Punkt  in  dem  Orte  dieser  Spitzen  ist,  so  erhält  man  für  den 
Brennpunkt  die  Relation  tan  ^fl/p.tan4Ä/)r=  const.  (Vergl.Art.234,Aufg,9.) 
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Dazu  projicirt  man  den  einen  derselben  so  in  einen  Kreis,  dass 
die  Berfihrungsseiine  mit  dem  andern  in  unendliche  EntTernung 
fällt. '  (Art.  277.) 

416.  Vermittelst  solcher  Projectionen  gelangt  man,  sofern 
dieselben  als  reell  vorausgesetzt  werden,  von  jeder  Eigenschaft 
eines  Systems  von  Kreisen  zur  entsprechenden  Eigenschalt  eines 
Systems  von  Kegelschnitten ,  welche  zwei  imaginäre  Punkte  gemein 
haben.  Nachdem  aber  im  Art.  408  gezeigt  ist,  dass  die  geome- 
trische Methode  der  Centralprojection  mit  der  Herstellung  colli- 
nearer  Systeme  in  collinearer  Lage  identisch  ist*},  so  überträgt 
sich  die  Allgemeinheit  der  analytischen  Methode  (Art.  375f.)  aofdie 
Ergebnisse  der  Methode  der  Projectionen.  So  wie  die  analytischen 
Prozesse,  durch  welche  die  Eigenschaften  der  durch  Gleichungen 
von  der  Form  S^^kLM,  oder  S  =  kL\  etc.  dargestellten  Cur- 
ven  erkannt  wurden,  ungeändert  bleiben,  ob  man  voraussetzt,  dass 
die  Geraden  L=0\  M=0,  den  Kegelschnitt  S=0  in  reellen  oder 
imaginären  Punkten  schneiden,  so  ist  es  nach  der  erwähnten 
Identität  gestattet,  die  Allgemeinheit  solcher  durch  Centralprojection 
gewonnener  Sätze  auszusprechen ;  denn  wenn  z.B.  ^  +  fi^  =  t* 
eine  Curve  bezeichnet,  welche  ?=0  in  imaginären  Punkten  schnei- 
det, so  geht  dieselbe  durch  die  Substitution  von  L  +  Mi  für  £und  tf 
und  von  N  für  t  [L^  M^  N  bezeichnen  lineare  Polynome)  in 
2(L^  —  M^)  =  N^  über,  die  eine  Curve  ausdruckt,  welche  iV=0 
in  reellen  Punkten  schneidet.  Darin  beruht  die  Berechtigung  des 
Princips  der  Continuität;  es  ist  ein  Beispiel  für  die  Anwen- 
dung desselben,   wenn  man  den  Satz  der  Aufg.  3  des  Art.  252 


*)  Auch  die  Verwandtschaft  der  Reciprocität  lässt  sich  unschwer  an 
die  Methode  der  Centralprojection  knüpfen.  Wenn  man  die  dnrch  das 
Centrum  0  gehende  Normalebene  jedes  projicirendcn  Strahls  denkt  und 
ilire  Durchschnittslinie  mit  der  Bildebene  -als  seinem  Schnittpunkte  in 
derselben  entsprechend  festsetzt,  so  erhült  man  eine  der  ReciprocitSt 
entsprechende  Verwandtschaft,  bei  welcher  der  Fusspunkt  der  Normale 
vom  Centrum  zur  Bildebene  als  Anfangspunkt  und  das  i  fache  ihrer  Länge 
als  Halbmesser  derDircctrix  benutzt  sind.  Endlich  kann  auch  die  all- 
gemeine Verwandtschaft  des  Art.  401  durch  einen  Proeess  der  ProjecUoR 
vermittelt  werden.  Man  hat  fiir  dieselbe  ausser  der  Bildebene  xwei  be- 
liebige Gerade  im  Räume  festzusetzen  und  zu  jedem  Punkt  des  eines 
ebenen  Systems  denjenigen  Punkt  des  andern  als  den  entsprechenden 
anzusehen,  in  welchem  die  dnrch  jenen  gehende  Transversale  dieser 
Geraden  die  Ebene  desselben  schneidet. 
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als  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  so  ausspricht: 
Durch  einen  Punkt  in  der  Peripherie  eines  Kegelschnitts  und  durch 
zwei  beliebige  Punkte  seiner  Ebene  lassen  sich  immer  drei  Kegel- 
schnitte legen,  welche  mit  dem  gegebenen  eine  Berührung  zweiter 
Ordnung  haben  und  die  Berührungspunkte  liegen  mit  den  drei 
angenommenen  Punkten  in  einem  Kegelschnitt.  Oder  wenn  der 
Satz  des  Art. '  138  zu  dem  Satze  des  Art  280  erweitert  wird 
(vergl.  Art.  283);  oder  wenn  an  Stelle  eines  mit  einem  Kegel- 
schnitt verbundenen  Punktes  ein  Kegelschnitt  tritt,  der  mit  dem 
gegebenen  in  doppelter  Berührung  ist  (vcrgi.  Art.  189,  Aufg.  2; 
Art.  308,  Aufg.  4  und  Art.  396,  4);  oder  an  Stelle  der  Brenn- 
punkte eines  Kegelschnittes  ein  confocaler  Kegelschnitt  (wie  Art.  197 
gegen  Art.  196),  etc.  (Vergl.  besonders  auch  die  Kap.  XXI  und  XXII.) 
Nachdem  aber  in  Allem  die  Verwandtschaften  der  Collineation 
und  Reciprocitat  als  Resultate  einer  veränderten  Interpretation 
derselben  linearen  Substitutionen  erkannt  worden  sind,  die  die 
vorhergehenden  Kapitel  als  das  allgemeinste  Mittel  der  analytisch 
geometrischen  Untersuchungen  erwiesen  haben,  so  bleibt  schliess- 
lich daran  zu  erinnern,  dass  die  nämlichen  Substitutionen  die 
Bildung  der  allgemeinen  trimelrischen  Coordinatensysteme  vermit- 
telten, um  die  ganze  Bedeutung  der  centralprojectivischen  Methode 
für  die  analytische  Geometrie  zu  würdigen.  Wenn  in  Art.  80  die 
Grössen  x=={a^x  -f  h^y  +  Cy)  :  {a^x  +  b^y  +  Cg), 
y'=  [a^x  +  b^y  +  Cj)  :  («3a;  +  b^y  +  c^\ 
an  welche  der  Uebergang.von  Carteslschen  zu  trimetrischen  Coor- 
dinaten  sich  knüpfte,  als  die  Parameter  von  zwei  Strahlbüscheln 
bezeichnet  wurden,  welchedurch diegeraden Linien  ajar+&iy-l-r,=0 
und  a^x  -|-  .  .  .  ^=  0,  a^x  +  b^y  +  Cj  =  0  und  a^^x  +  ...  =  0 
bestimmt  sind,  so  entspricht  diess  vollständig  dem  Uebcrgang  zu 
einer  Centralprojection  des  Originalsystems;  denn  bei  einer  sol- 
chen werden  die  Projectionen  der  Axen  der  x  und  y  zu  Geraden, 
deren  unendlich  entfernte  Punkte  in  ihren  Durchschnitten  mit  der 
Fluchtlinie  der  Ebene  xy  liegen;  die  ihnen  parallelen  Abscissen 
und  Ordinaten  des  Cartesischen  Systems  werden  zu  Strahlen  der 
aus  diesen  Punkten  beschriebenen,  also  durch  die  Bilder  der  Coor- 
dioatenaxen  und  das  Bild  der  unendlich  entfernten  Geraden  be- 
stimmten Böschcl.  Die  Grössen  rc'  =  a:,  :  0:3,  y'  ==  arj  :  x^  oder 
die  Parameter  dieser  Büschel  sind  die  Verhältnisse  der  Abstände 
eines  F*unktes  des  jedesmaligen  beweglichen  Strahls  von  den  be- 
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zugliclien  Fuiidanientalstrahlen ,  die 
trimetrischen  Coordinaten  also  Zahlen, 
die  sich  verhalten,  wie  die  Abstände 
des  betrachteten  Punktes  von  den  Ge- 
raden aja;  +  ...  =  0,  Oj^  +  •••=^» 
a^x  +  . .  .  =  0  oder  den  Fundamen- 
taliinien  des  Systems*). 

417.  Wir  geben  nun  Beispiele  zu 
der  Ai't  und  Weise,  durch  vrelche  EUgen- 
schaften  der  Kegelschnitte  aus  denen 
des  Kreises  oder  aus  andern  speciellen 

Eigenschaften    der    Kegelschnitte    centralprojectivisch    abgeleitet 

werden. 

Aufg.  1.  Jede  durch  einen  Testen  Punkt  gezogene  gerade  Linie  wird 
von  einem  Kcgelschnilt  und  von  seiner  in  Bezug  auf  diesen  genommeoen 
Polare  harmonisch  gelheil L 

Es  reicht  hin ,  zu  bemerken ,  dass  diese  Eigenscliafl  ebenso  wie  ihre 
Reciproke  projeclivischc  Eigenschaften  sind ,  und  dass  sie  für  den  Kreis 
Gültigkeit  haben;  in  Folge  dessen  sind  sie  nolhwendig  für  alle  Kegel- 
schnitte wahr.  Alle  Eigenschaften  der  Kreise ,  die  von  der  Theorie  der 
Pole  und  Polare  abhängen,  gellen  für  Kegelschnitte  überhaupt 

Aufg.  2.  Die  auf  die  Doppelverhaltnissgleichheil  bezüglichen  Eigen- 
schaften der  Punkte  und  Tangenten  eines  Kegelschnills  sind  projeclivischer 
Naiur;  sie  gellen  für  alle  Kegelschnitte,  wenn  sie  für  den  Kreis  bewiesen 
sind.  Alle  Eigenschaften  des  Kreises,  welche  aus  ihnen  hervorgehen, 
sind  gleichmässig  für  alle  Kegelschnitte  wahr.  Die  Sätze  von  Pascal  und 
Brianchon  beispielweise  brauchen  nur  für  den  Kreis  bewiesen  zu  wer- 
den, um  allgemein  güllig  zu  sein;  die  Pascarsche  Linie  wird  in  unend- 
licher Entfernung,  der  Brianchon'sche  Punkt  als  Mittelpunkt  des  Kreises 
projicirt,  in  welchem  man  den  gegebenen  Kegelschnitt  überführL  Beide 
Sätze  nehmen  eine  so  elementare  Gestalt  an,  dass  sie  des  Beweises  kaum 
noch  bedürfen:  Wenn  in  einem  dem  Kreise  eingeschriebenen  Sechseck 
zwei  Paare  gegenüberliegender  Seilen  parallel  sind,  so  sind  es  auch  die 
dritten.  Wenn  in  einem,  einem  Kreise  umschriebeuen  Sechseck,  zwei 
Paare  von  Gegenecken  in  je  einem  Durchmesser  liegen,  so  ist  diess  auch 
für  das  dritte  Paar  der  Fall. 

Aufg,  3.  Der  Satz  von  Carnot,  dass  für  die  Punkte,  in  welchen  ein 
Kegelschnitt  die  Seiten  eines  Dreiecks  schneidet,  die  Relation 


*)  Die  Fignr  giebt  diesen  Zusammenhang  des  Fnndamentaldreiecks 
Ai  A^  A^  mit  dem  Axensystem  AX K  nnd  die  Coordinaten  eines  Punktes 
in  der  Zusammenlegung  der  beiden  centralprojecti vischen  Systeme,  wie 
sie  im  Art.  408  besprochen  worden  ist;  Af  A^  oder  F  entspricht  der 
anendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  XY, 
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gilt,  ist  eine  projectivische  Eigenschaft  und  braucht  nur  für  den  Fall  des 
Kreises  bewiesen  zu  werden,  in  welchem  er  deshalb  evident  ist,  weil 
^,  B2  .  A^  B2  =  A^B^  .  A^  B^ y  etc.  Der  Satz  gilt  ebenso  und  wird  in 
derselben  Art  bewiesen  für  ein  beliebiges  Polygon. 

Aufg,  4.  Aus  diesem  Garnot*schen  Satze  können  die  Eigenschaften 
des  Artikel  111  leicht  abgeleitet  werden;  denn  wenn  wir  den  Punkt  C  in 
imendlicher  Entfernung  voraussetzen,  so  ist 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  gerade  Linie  ^|J?2  ^^  ^2^1  Parallel  ist. 


5.  In  zwei  concentriscJien  Krei- 
sen wird  jetle  Sehne  des  einen,  wel- 
che den  andern  berührt,  im  Ben1h- 
runpspuukte  lialbirt. 


6.  In  zwei  Kegelschnitten,  welche 
eine  doppelte  Berührung  mit  einan- 
der haben,  wird  jede  Sehne  des  einen, 
welche  den  andern  berührt,  im  Be- 
rührungspunkt und  im  Durchschnitts- 
punkt mit  der  Berührungssehne  har- 
monisch getheilt.  (Aufg.  7,  Art.  302.) 

Die  unendlich  entfernte  gerade  Linie  des  ersten  Falles  wird  als  Be- 
rührungssehne der  Kegelschnitte  des  zweiten  Falles  projicirt.  (Aufgabe  4, 
Artikel  244  ist  ein  specieller  Fall  dieses  Satzes.) 


7.  Wenn  drei  concentrische  Kreise 
gegeben  sind,  so  wird  jede  Tangente 
des  einen  von  den  beiden  andern 
in  Punkten  geschnitten,  deren  Dop- 
pel verhSitniss  constant  ist. 


8.  Wenn  drei  Kegelschnitte  einan- 
der in  den  nämlichen  beiden  Punkten 
berühren,  so  wird  jede  Tangente  des 
einen  von  den  andern  beiden  in  vier 
Punkten  geschnitten,  deren  Doppel- 
verhältniss  constant  ist. 

Der  erste  Satz  ist  wegen  der  Unveränderlichkeit  der  vier  Segmente 
evident;  der  zweite  kann  als  eine  Erweiterung  der  projectivischen  Thei- 
lung  der  Tangenten  eines  Kegelschnitts  betrachtet  werden.  In  derselben 
Weise  können  die  Sätze  des  Artikel  308  in  Bezug  auf  Doppelverhältnisse 
in  Kegelschnitten,  welche  sich  doppelt  berühren,  unmittelbar  bewiesen 
werden ,  indem  man  die  Kegelschnitte  als  concentrische  Kreise  projicirt. 

Aufg,  9.  Wenn  ein  Dreieck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist 
und  zwei  seiner  Seiten  durch  feste  Punkte  gehen,  so  soll  man  die  Enve- 
Joppe  der  dritten  Seite  bestimmen.  (Artikel  307 ,  Aufgabe  5.) 

Wenn  wir  die  gerade  Verbindungslinie  der  festen  Punkte  in  unend- 
licher Entfernung  und  zugleich  den  Kegelschnitt  in  einen  Kreis  projiciren, 
so  verwandelt  sich  die  Aufgabe  in  diese:  Ein  Dreieck  ist  einem  Kreise 
eingeschrieben  und  zwei  seiner  Seiten  sind  festen  geraden  Linien  parallel; 
man  soll  die  Enveloppe  der  dritten  Seite  bestimmen.  Diese  Enveloppe  ist 
ein  concentrischer  Kreis ,  weil  der  Winkel  an  der  Spitze  des  Dreiecks  ge- 
geben ist,  und  die  Enveloppe  ist  demnach  im  allgemeinen  Fall  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  mit  dem  gegebenen  eine  doppelle  Berührung  in  den  bei- 
den Punkten  hat,  welche  in  der  geraden  Verbindungslinie  der  gegebenen 
Punkte  liegen. 

Salmon,  Anal.  Gcom.  d.  Keg-olschn.  2.  Aufl.  3G 


^ 


502 


Vierundzwanzigsles  Knpilel.    Arl.  418. 


Aufg,  10.  Die  projecti  vi  sehen  Eigenschaften  des  in  einen  Kegelschnitt 
eingeschriebenen  Vierecks  zu  untersuchen. 

Nach  den  gegebenen  allgemeinen  Entwickeiungen  kann  der  Kegel- 
schnitt in  einen  Kreis  und  zugleich  das  Viereck  in  ein  Parallelogramm 
projicirt  werden.  Pur  ein  in  einen  Kreis  eingeschriebenes  Parallelogramm 
ist  der  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  im  Centrum  des  Kreises;  dem- 
nach ist  der  Durchschniltspunkl  der  Diagonalen  des  in  einen  Kegelschnitt 
eingeschriebenen  Vierecks  der  Pol  der  geraden  Linie,  welche  die  Durclh 
schnittspuukte  der  Gegenselten  desselben  verbindet.  Für  das  dem  Kreis 
eingeschriebene  Parallelogramm  liefern  die  in  seinen  Eckpunkten  an  da 
Kreis  gelegten  Tangenten  ein  Viereck,  dessen  Diagonalen  sich  auch  im 
Mittelpunkte  des  Kreises  schneiden .  indem  sie  zugleich  die  von  den  Dia- 
gonalen des  eingeschriebenen  Vierecks  gebildeten  Winkel  halbiren;  in 
Folge  dessen  gehen  die  Diagonalen  des  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrie- 
benen und  des  entsprechenden  umgeschriebenen  Vierecks  durch  denselben 
Punkt  und  bilden  ein  harmonisches  Büschel. 


12.  Wenn  vier  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts gegeben  sind,  so  ist  der 
Ort  des  Pols  einer  festen  geraden 
Linie  ein  Kegelschnitt,  welcher  zu 
den  Endpunkten  jeder  Seite  und  dem 
Schnittpunkt  der  gegebenen  geraden 
Linie  mit  derselben  in  ihr  den  vier- 
ten harmonischen  Punkt  bestimmt 

14.  Wenn  man  durch  einen  festen 
l'unkt  0  eine  beliebige  Gerade  zieht, 
welche  mit  einem  festen  KegelschniU 
die  Punkte  A^  B  gemein  hat,  und  in 
ihr  einen  Punkt  P  so  wählt,  dass 
das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte 
0,  Ä^  B,  P  unveränderlich  ist,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes  P  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  mit  dem  gegebenen 
eine  doppelte  Berührung  hat. 

418.  Mit  Hilfe  der  im  Art.  310  gegebenen  allgemeinen  Defi- 
nition der  Brennpunkte  können  Eigenschaften  derselben  projecli- 
visch  auf  ihren  allgemeinen  Ausdruck  gebracht  werden. 


11.  Wenn  vier  Punkte  eines  Ke- 
gelschnitts gegeben  sind,  so  ist  der 
Ort  seines  Centrums  ein  Kegelschnitt, 
welcher  durch  die  Mittelpunkte  der 
Seilen  des  gegebenen  Vierecks  hin- 
durchgeht. 


13.  Der  Ort  der  Punkte,  in  wel- 
chen alle  parallelen  Sehnen  eines 
Kreises  in  einem  gegebenen  Verhült- 
niss  getheilt  werden,  ist  eine  Ellipse, 
welche  mit  dem  Kreise  eine  doppelle 
Berührung  besitzt.  (Artikel  171.) 


1.  Wenn  ein  Kreis  zwei  gegebene 
Kreise  stets  berührt,  so  ist  der  Ort 
seines  Centrums  eine  Hyperbel,  wel- 
che die  Centra  der  gegebenen  Kreise 
zu  Brennpunkten  hat. 


2.  Wenn  ein  Kegelschnitt  durch 
zwei  feste  Punkte  geht  und  zwei  feste 
Kegelschnitte  stets  benlhrt,  welche 
auch  durch  diese  Punkte  gehen,  so 
ist  der  Ort  des  Pols  der  geraden  Ver- 
bindungslinie dieser  Punkte  ein  Ke- 
gelschniU, welcher  dem  Viereck  ein- 
geschrieben ist,  das  von  den  geraden 


r 
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Verbindungslinien  der  gegebenen 
Punkte  mit  den  in  Bezug  auf  die 
beiden  gegebenen  Kegelschnitte  ge- 
nommenen Polen  ihrer  Verbindungs- 
linie gebildet  wird. 

Dies  Beispiel  ist  besonderer  Aufmerksamkeit  deshalb  werth,  weil  es 
gleichzeitig  die  folgenden  verschiedenen  Princlpien  zur  Anwendung  bringt: 
Dass  alle  Kreise  durch  zwei  feste  Punkte  in  unendlicher  Entfernung  gehen ; 
dass  das  Centrum  der  Pol  ihrer  Verbindungslinie  ist;  dass  ein  Brennpunkt 
als  der  Durchschnitt  der  von  ihnen  ausgehenden  Tangenten  der  Curve  be- 
trachtet werden  muss;  und  dass  wir  zur  Ausdehnung  unserer  Schlüsse 
von  imaginären  auf  reelle  Punkte  berechtigt  sind. 


3.  Wenn  von  einem  Kegelschnitt 
der  Brennpunkt  und  zwei  Punkte 
der  Peripherie  gegeben  sind,  so  liegt 
der  Durchschnitt  der  in  diesen  Punk- 
ten au  ihn  gezogenen  Tangenten  in 
einer  festen  geraden  Liqie. 

5.  Wenn  ein  Brennpunkt  und  zwei 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  ge- 
geben sind,  so  ist  der  Ort  seines  an- 
deren Brennpunk  tes  eine  gerade  Linie. 
(Nach  Art.  197.) 


4.  Wenn  zwei  Tangenten  und  zwei 
Punkte  eines  Kegelschnitts  gegeben 
sind,  so  liegt  derDurchschniltspunkt 
der  in  diesen  Punkten  an  ihn  zu 
ziehenden  Tangenten  in  einer  festen 
geraden  Linie. 

6.  Wenn  vier  Tangenten  und  je  ein 
fester  Punkt  in  zweien  derselben  ge- 
geben sind,  so  ist  der  Ort  des  Durch- 
schnittspunktes der  von  diesen  an 
den  Kegelschnitt  zu  legenden  Tan- 
genten eine  gerade  Linie. 

Denn  die  zwei  unendlich  entfernten  Punkte  eines  Kreises  liegen 
jeder  in  einer  der  vom  ersten  Brennpunkt  ausgehenden  Tangenten ,  und 
die  von  ihnen  ausgehenden  beiden  andern  Tangenten  des  Kegelschnitts 
schneiden  sich  im  andern  Brennpunkte. 


7.    Wenn  drei  TauKenten    einer 


Parabel  gegeben  sind,  so  geht  der 
ihrem  Dreieck  umgeschriebene  Kreis 
durch  den  Brennpunkt  derselbeu. 
(Art.  231.) 

Denn  der  Brennpunkt  bildet  mit  den  imagniären  Kreispunkten  in  un- 
endlicher Ferne  ein  zweites  der  Parabel  umgeschriebenes  Dreieck. 


8.  Zwei  einem  und  demselben 
Kegelschnitt  umgeschriebene  Drei- 
ecke haben  ihre  sechs  Ecken  auf 
einem  und  demselben  Kegelschnitt. 


9.  Der  Ort  des  Centrums  für  einen 
Kreis,  welcher  durch  einen  festen 
Punkt  geht  und  eine  feste  gerade 
Linie  berührt,  ist  eine  Parabel,  welche 
den  festen  Punkt  zum  Brennpunkt 
hat. 

11.  Wenn  vier  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  gegeben  sind,  so  ist 
der  Ort  seines  Centrums  die  gerade 


10.  Wenn  eine  Taugenie  und  drei 
Punkte  eines  Kegelschnitts  gegeben 
sind,  so  istderOrtdesDurchschniits- 
punktes  der  Tangenten  in  irgend 
zweien  dieser  Punkte  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  dem  von  ihnen  ge- 
bildeten Dreieck  eingeschrieben  ist. 

12.  Wenn  vier  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  gegeben  sind,  so  ist  der 
Ort  des  Pols  einer  geraden  Linie  die 
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Linie,  welche  die  Mittelpunkte  der 
Diagonalen  des  Vierecks  verbindet. 


gerade  Verbindungslinie  der  Punkte, 
welche  mit  den  Schnittpunkten  der 
ersteren  in  den  Diagonalen  diese 
selbst  hantionisch  theilen. 

Aus  unserer  Definition  der  Brennpunkte  ergiebt  sich,  dass  der  ge- 
meinschaftliche Brennpunkt  zweier  Kegelsclinitte  als  der  Durchsclinitls- 
punkl  gemeinschaftliclier  Tangenten  derselben  angesehen  werden  muss 
und  demnach  die  im  Artikel  280  entwickelten  Eigenschaften  eines  solclien 
besitzt.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  einen  Brennpunkt  und  die  zugehörige 
Directrix  gememschaftlich  haben »  so  müssen  sie  als  solche  Kegelschnitle 
betrachtet  werden,  die  eine  doppelte  Berührung  mit  einander  haben  and 
können  daher  als  concentrische  Kreise  projicirt  werden. 

419.  Wir  richten  hiernach  unsre  Aufmerksamkeit  auf  pro- 
jectivische  Relationen,  m eiche  die  Grosse  von  Winkeln  belrefTeo. 
Winkel,  welche  in  der  gegebenen  Figur  conslant  sind,  sind  es  in 
einer  Centralprojection  derselben  im  Allgemeinen  nicht  und  es 
sind  daher  die  Gesetze  spcciell  zu  untersuchen,  nach  welcheo 
darauf  bezügliche  Eigensctiaflen  generalisirt  werden  können.  Nach 
Art.  416  muss  erwartet  werden,  dass  dieselben  mit  den  Ergeb- 
nissen der  Theorie  der  Distanz  in  Art.  371  zusammenfallen. 

Zunächst  bilden  die  Richtungen  von  zwei  zu  einander  recht- 
winkligen Geraden  ar  =  0,  ^  =  0  mit  den  imaginären  unendlich 
fernen  Kreispunkten  x^  -\-  y^  =  0  oder  x  +  yi  =  0  nach  Art.  56 
ein  harmonisches  Büschel.  Wir  ziehen  daraus  den  Satz:  Wenn 
vier  Punkte  A,  B,  C,  D  eine  gerade  Linie  harmonisch  tlieilen 
und  durch  eine  reelle  oder  imaginäre  Projection  so  projicirt  wer- 
den, dass  die  Punkte  A  und  C,  die  wir  als  reell  oder  als  imaginär 
denken  dürfen,  mit  den  zwei  imaginären  unendlich  entfernten 
Punkten  eines  Kreises  zusammenfallen,  so  projiciren  sich  gleich- 
zeitig beliebige  durch  die  Punkte  B  und  I)  gehende  gerade  ünieu 
als  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels.  Und  umgekehrt:  Wenn 
zwei  gerade  Linien  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  werden  sie 
als  gerade  Linien  projicirt,  welche  die  Verbindungslinie  der  beid<Hi 
festen  Punkte  harmonisch  theilen,  die  als  die  Projectionen  der 
imaginären  unendlich  entfernten  Punkte  eines  Kreises  erscheinen. 


1.  Die  Tangente  eines  Kreises  ist 
rechtwinklig  zum  Radius  des  Berüh- 
rungspunktes. 


2.  Jede  Sehne  eines  Kegelschnitts 
wird  durch  eine  Tangente  desselbeD 
und  durch  die  gerade  Verbinduogs- 
linie  ihres  Berührungspunktes  mit 
dem  Pol  der  gegebenen  Sehne  ha^ 
monisch  gelheill.  (Art.  108.) 


r 
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Dcno  sobald  wir  die  Sehne  des  Kegelschnills  als  in  die  unendlich 
enlferntc  gerade  Linie  in  der  Ehenc  eines  Kreises  projicirl  voraussetzen, 
$0  erscheinen  die  Punkte,  in  welchen  dieselbe  den  Kegelschnitt  schneidet, 
als  die  unendlich  entfernten  imaginären  Punkte  -des  Kreises;  ^'Icichzeitig 
wird  der  Pol  der  Sehne  im  Centrum  des  Kreises  projicirt. 


3.  Jede  durch  den  lireunpunkl 
eines  Kegelschnills  gehende  gerade 
Linie  ist  rechtwinklig  zu  der  geraden 
Verbindungslinie  ihres  Pols  mit  dem 
Brennpunkte.  (Art.  200.) 


4.  Jede  gerade  Linie  durch  einen 
festen  Punkt  bildet  mit  den  beiden 
vuu  ihm  ausgehenden  Tangenten  ei- 
nes Kegelschnitts  und  der  Verbin- 
dungslinie desselben  mit  ihrem  eige- 
nen Pol  in  Bezug  auf  diesen  ein  har- 
monisches Büschel.  (Art.  108.) 

Dass  der  erste  dieser  Sätze  ein  specieller  Fall  des  zweiten  ist.  er- 
hellt aus  der  Bemerkung,  dass  die  vom  Brennpunkt  ausgehenden  Tangeu- 
len des  Kegelschnitts  die  geraden  Verbindungslinien  des  Brennpunktes 
mit  den  imaginären  unendlich  entfernten  Punkten  im  Kreise  sind. 

Aufg.  5.  Nach  dem  Beispiel  7  des  vorigen  Artikels  können  wir  den 
Ort  des  Pols  einer  geraden  Linie  in  Bezug  auf  ein  System  confocalcr 
Kegelschnitte  bestimmen;  denn  die  Brennpunkte  bestimmen,  heisst  ein 
dem  Kegelschnitt  umgeschriebenes  Viereck  angeben,  welches  die  gerade 
Verbindungslinie  der  Brennpunkte  zu  einer  Diagonale  hat.  InFolge  dessen 
ist  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  demjenigen,  wo  die  gegebene  gerade 
Linie  die  zwischen  den  Brennpunkten  enthaltene  gerade  Strecke  schneidet, 
ein  Punkt  des  gesuchten  Ortes.  Die  andere  Diagonale  ist  die  unendlich 
enlfernle  gerade  Linie  und  ihre  Endpunkte  sind  die  imaginären  unendlich 
eutfcrnlen  Kreispunkle;  demnach  ist  der  gesuchte  Ort  zur  gegebenen 
geraden  Linie  rechtwinklig  und  somit  vollkommen  bestimmt. 


6.  Zwei  confocale  Kegelschnitte 
schneiden  einander  unter  rechten 
Winkeln. 


7.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  dem- 
selben Viereck  eingeschrieben  sind, 
so  theilen  die  beiden  in  jedem  ihrer 
Durchschnittspunkte  zu  ziehenden 
Tangenten  derselben  jede  Diagonale 
des  umgeschriebenen  Vierecks  har- 
monisch. 

Wir  bemerken ,  dass  der  letzlere  Satz  ein  Fall  von  dem  reciproken 
Satze  zur  Aufgabe  5  des  Artikel  302  ist. 


9.  Wenn  man  von  zwei  Punkten 
Bt  D,  welche  eine  gegebene  gerade 
Strecke  AC  harmonisch  theilen,  Tan- 
genten an  einen  Kegelschnitt  con- 
struirt.  so  ist  der  Ort  ihres  Durcli- 
schuiltspunktes  ein  durch  die  Punkte 
A,  Cgehendcr  Kegelschnitt. 

Nach  dem  Satze  des  Artikel  108  kann  der  gegenwärtige  auch  ausge- 
sprochen werden,  wie  folgt:  Der  Ort  eines  Punktes  0,  für  welchen  die 


8.  Der  Ort  dos  Durchschnitts- 
punktes solcherTangcntenpaarc  eines 
Central -Kegelschnitts,  welche  sich 
rechtwinklig  durchschneiden,  ist  ein 
Kreis. 
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gerade  Linie,  welche  ihn  mit  dem  Pol  der  festen  geraden  Linie  AO  ver- 
bindet ,  durch  den  festen  Punkt  C  geht,  ist  ein  durch  die  Punkte  A  und  C 
gehender  Kegelschnitt.  Alsdann  ist  seine  Richtigkeil  direct  daraus  er- 
sichtlich, dass  wir  das  Doppelverhältniss  des  von  vier  beliebigen  Lagen  der 
geraden  Linie  CO  gebildeten  Büschels  als  mit  dem  des  Büschels  überein- 
stimmend erkennen,  welclies  !lie  vier  entsprechenden  Lagen  von  AO  bil- 
den. (Art.  329 .  Aufg.  2.) 

10.    Der  Ort  des  Durchschnitts- 


punktes der  Tangenten  einer  Parabel, 
die  einander  rechtwinklig  durch- 
schneiden ,  ist  die  Directrix. 


12.  Der  Kreis,  welcher  einem  in 
Bezug  auf  eine  gleichseitige  Hyper- 
bel sich  selbst  conjugirlen  Dreieck 
umgeschrieben  ist,  geht  durch  das 
Centrum  derCurve.  (Arl.351,Aufg.2.) 


11.  Unterder  Voraussetzung,  dass 
in  dem  vorhergehenden  allgemeinen 
Satze  die  gerade  Linie  A  C  den  ge- 
gebenen Kegelschnitt  berührt,  wird 
der  Ort  des  Punktes  0  die  gerade 
Linie ,  welche  die  Berührungspunkle 
der  von  A  und  C  ausgehenden  Tau- 
genten des  Kegelschnitts  verbindet. 

13.  Wenn  zwei  Dreiecke  in  Bezug 
auf  denselben  Kegelschnittsich  selbst 
conjugirt  sind ,  so  liegen  ihre  sechs 
Eckpunkte  auf  einem  Kegelschnill. 
(Art.  309,  Aufg.  4 ;  Art  351 ,  Aufg.  1.) 


Die  Schnittpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbel  mit  der  unendlich  ent- 
fernten Geraden  sind  in  Bezug  auf  die  imaginären  Kreispunkte  derselben 
harmonisch  conjugirt;  das  von  ihnen  mit  dem  Centrum  gebildete  Dreieck 
ist  also  ein  System  harmonischer  Pole  der  Curve.  Durch  ReciprociUt  er- 
giebt  sich,  dass  die  Seiten  von  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  skh 
selbst  conjugirten  Dreiecken  einen  Kegelschnitt  berühren. 

14.  Wenn  durch  einen  beliebigen  I      15.  Wenn  durch  einen  beliebigen 
Ptmkt  einesKegelschnitts  zwei  gerade  !  Punkt  eines  Kegelschnitts  ein  har- 


Linien  rechtwinklig  zu  einander  ge- 
zogen werden,  so  geht  die  Sehne, 
welche  ihre  Endpunkte  in  derCurve 
verbindet,  stets  durch  einen  festen 
Punkt.  (Artikel  181,  Aufgabe  2.) 


monisches  Büschel  gelegt  wird,  in 
welchem  zwei  Strahlen  unverändei^ 
lieh  sind ,  so  geht  die  die  Endpunkte 
der  jedesmaligen  beiden  andern 
Strahlen  verbindende  Sehne  stets 
durch  einen  festen  Punkt. 
Dasselbe  Ergebniss  lautet,  in  andern  Worten  ausgedrückt,  wie  folgt: 
Wenn  zwei  Punkte  a,  c  eines  Kegelschnitts  gegeben  sind,  und  {abcd)  ein 
harmonisches  Verhältniss  ist,  so  geht  die  gerade  Linie  bd  stets  durdi 
einen  festen  Punkt,  nämlich  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Tangenlea 
des  Kegelschnitts  in  a  und  c.  Und  in  dieser  Form  wird  die  Wahrheit  des 
Satzes  direct  erkannt,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Tangente  des  Kegel- 
schnitts im  Punkte  a  die  gerade  Linie  bd  in  dem  vierten  harmonischen 
Punkte  zu  dem  Punkt  AT  schneiden  muss,  welchen  ac  mit  ihr  gemein  hat. 
weil  (a  .  abcd)  ein  harmonisches  Büschel  ist;  und  dass  das  Nämliche  von 
der  Tangente  in  c  gilt,  dass  somit  diese  Tangenten  bdm  demselben  Punkte 
schneiden  müssen.  Als  ein  speciellcr  Fall  dieses  Satzes  erscheint  der  fol- 
gende :    Wenn  durch  einen  festen  Punkt  eines  Kegelschnitts  zwei  gerade 
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Linien  so  gezogen  werden,  dass  sie  mil  einer  festen  geraden  Linie  gieiciic 
Winkel  bilden,  so  geht  die  Sehne,  welche  ihre  Endpunkte  verbindet,  durch 
einen  festen  Punkt. 


16.  Der  Ort  der  Durchschnitts- 
puukte  rechtwinkliger  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  ist  ein  Kreis  aus 
dem  Geniruin  de^^elben. 


17.  Der  Ort  der  Schnittpunkte 
solcher  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts, welche  ein  geradliniges 
Segment  harmonisch  theilen,  ist  ein 
durch  die  beiden  Endpunkte  des 
I  Segments  gehender  Kegelschnitt,  in 
I  Bezug  aufweichen  diese  Gerade  den- 
'  selben  Pol  hat  wie  in  Bezug  zu  jenem. 

420.    Ein   System  gerader  Linien,   welche  paarweise  durch 

einen  festen  Punkt  so  gezogen  sind,   dass  die  Geraden  desselben 

Paares  mit  einer  festen  Linie  gleiche  Winkel  bilden,  schneidet  die 

unendlich  entfernte  gerade  Linie  in  einem  System  involutorischer 

Punkte,    welchem    die   beiden    imaginären    unendlich    entfernten 

Kreispunkte  als  ein  Paar  conjugirter  Punkte  angehören.    Denn  sie 

schneiden    jede    gerade   Linie  in    einem  System  involutorischer 

Punkte,   welches  die  Punkte  zu  Brennpunkten  hat,  in  denen  die 

gerade  Linie  von  der  gemeinschaftlichen  inneren  und  äussern  Hai- 

birungslinie  der  von  den  Paaren  der  geraden  Linien  gebildeten 

Winkel  geschnitten  ward.     Die  erwähnten  imaginären  Punkte  der 

unendlich  entfernten  geraden  Linie  gehören  zu  dem  System,  weil 

die  von  ihnen   begrenzte  Strecke  durch   diese  Winkelhalbirungs- 

linien  auch  harmonisch  getheilt  wird. 


1.  Die  von  einem  beliebigenPunkt 
zu  einem  System  confocaler  Kegel- 
schnitte gezogenen  Tangeuten  ma- 
chen mit  zwei  festen  geraden  Linien 
gleiche  Winkel.  (Art.  197.) 


2.  Die  von  einem  beliebigen  Punkte 
zu  einem  System  von  demselben  Vier- 
eck eingeschriebenen  Kegelschnitten 
gezogenen  Tangenten  schneiden  jede 
Diagonale  des  Vierecks  in  einem  Sy- 
stem involutorischer  Punkte,  wel- 
chem die  Endpunkte  der  Diagonale 
als  ein  Paar  conjugirte  Punkte  an- 
gehören. (Art.  302.) 

421.  Zwei  von  einem  festen  Punkte  ausgehende  gerade  Li- 
nien, welche  mit  einander  einen  Constanten  Winkel  bilden,  schnei- 
den die  gerade  Verbindungslinie  der  zwei  unendlich  entfernten 
imaginären  Punkte  eines  Kreises  immer  so,  dass  das  Doppel ver- 
bältniss  der  vier  Punkte  constant  ist. 

Denn,  wenn  a:,  =-0,  x^^O  zwei  gerade  Linie  darstellen, 
welche  den  Winkel  0  mil  einander  bilden,  so  sind  die  unendlich 
entfernten  imaginären  Kreispunkte  durch  die  Gleichung 
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x^  +  ^2  +  2a:ia:2  cos  ö  =  0  bestimmt;  und  indem  man  diese 
Gleichung  in  Factoren  zerlegt,  fmdet  man  nach  Art.  58,  dass  das 
Doppelverhältniss  der  vier  Linien  constant  ist,  so  lange  9  unver- 
ändert bleibt.  Denn  man  hat  für  a:, —  ^^^2,  x^  +  f^arj  als  diese 
Factoren  A  =  —  e'^    j*  =  e~~*^;     also    das   Doppelverbältoiss 

=  A:fi  =  — €^'^  =  ^(''""2^)*.  Für  20  =  n  erhält  man  die 
harmonische  Theilung  wieder. 

1.  Der  in  demselben  Segment  eines  Kreises  enthaltene  Wickel 
ist  constant.  Dieser  Satz  ist,  wie  der  gegenwärtige  Artikel  lehrt,  die 
von  der  Doppelverhältnissgleichbeit  von  vier  Punkten  eines  Kreises  ange- 
nommene Form  für  den  Fall ,  wo  zwei  dieser  Punkte  in  unendliclier  Ent- 
fernung sind. 


2.  DieEuveloppe  derjenigen  Seh- 
nen eines  Kegelschnitts,  welche  einen 
constanlen  Winkel  am  Brennpunkt 
spannen,  ist  ein  Kegelschnitt,  wel- 
cher mit  dem  gegebenen  Kegelschnitt 
den  Brennpunkt  und  dieDirectrix  ge- 
mein hat 


3.  Wenn  die  von  dem  Punkte  0 
gezogenen  Tangenten  mit  dem  Kegel- 
schnitt die  Punkte  T,  T  geroein  ha- 
ben ,  und  zwei  Punkte  Ä  und  B  in 
demselben  so  gewählt  werden,  dass 
das  Doppelverhältniss  [O.ATBT] 
constant  ist,  so  ist  die  Enveloppe 
der  Sehne  AB  ein  Kegelschnitt,  wel- 
cher den.  gegebenen  in  den  Punkten 
T,  T  berührt. 

5.  Wenn  eine  begrenzte  Gerade 
AB,  welche  einen  Kegelschnitt  be- 
rührt, von  zwei  Tangenten  desselben 
nach  constanlem  Doppelverhältniss 
gctheilt  wird,  so  ist  der  Ort  ihres 
Schnittpunktes  ein  Kegelschnitt,  der 
den  gegebenen  in  den  Berühniogs- 
punkten  der  von  A,  B  ausgehenden 
Tangenten  berührt. 

7.  Wenn  eine  veränderliche  Tan- 
gente eines  Kegelschnitts  zwei  feste 
Tangenten  in  T,  T'  und  eine  feste 
gerade  Linie  in  M  schneidet,  nnd 
ein  Punkt  P  in  ihr  so  besliinint 
wird,  dass  das  Doppelverhältniss 
(PJil/r')  constant  ist,  so  ist  derOrl 
des  Punktes  Pein  Kegelschnitt,  wel- 
cher durch  die  Punkte  geht,  in  denen 
die  festen  Tangenten  die  feste  gerade 
Linie  schneiden.  (Art.  319.  Adfg.  1) 
8.  Ein  specieller  Fall  (fieses  Satzes  istder  folgende:  Der  Ort  desPunktes, 
in  welchem  der  von  zwei  festen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in  einer 


4.  Der  Ort  des  Durch schnitts- 
punktes  derjenigen  Tangenten  einer 
Parabel,  die  einander  unter  gegebe- 
nem Winkel  schneiden,  ist  eine 
Hyperbel,  die  mit  der  Parabel  den 
Brennpunkt  und  die  Directrix  ge- 
mein hat. 


6.  Wenn  durch  den  Brennpunkt 
eines  Kegelschnitts  eine  Linie  ge- 
zogen wird ,  welche  mit  einer  Tan- 
gente desselben  einen  gegebenen 
Winkel  einschliesst,  so  ist  der  Ort 
des  Punktes,  in  welchem  sie  dieselbe 
schneidet,  ein  Kreis. 
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veränderlichen  Tangente  desselben  bestimmte  Abschnitt  in  einem  gegebe- 
nen Verhältniss  getheilt  wird,  ist  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den 
festen  Tangenten  parallel  sind. 


9.  Wenn  von  einem  festen  Punkt  0 
die  gerade  Linie  gezogen  wird,  welche 
einen  gegebenen  Kreis  im  Punkte  P 
schneidet,  und  an  sie  der  constante 
Winkel  TPO  angelragen  wird,  so 
.  ist  die  Enveloppe  des  neuen  Schen- 
kels TP  ein  Kegelschnitt,  welcher 
den  Punkt  0  zum  Brennpunkt  hat. 


10.  Wenn  das  Üoppelverhältniss 
eines  Büschels,  von  welchem  drei 
Strahlen  durch  feste  Punkte  gehen, 
gegeben  ist,  und  der  Scheitel  des- 
selben sich  auf  einem  durch  zwei 
dieser  Punkte  gehenden  gegebenen 
Kegelschnitt  bewegt,  so  umhüllt  der 
vierte  Strahl  desselben  einen  Kegel- 
schnitt, welcher  die  geraden  Verbin- 
dungslinien dieser  zwei  Punkte  mit 
dem  dritten  festen  Punkt  berührt. 
11.  Als  ein  specielier  Fall  dieses  Satzes  ergiebt  sich  der  folgende:  Wenn 
zwei  feste  Punkte  A  und  B  eines  Kegelschnitts  mit  einem  veränderlichen 
Punkte  P  desselben  durch  gerade  Linien  verbunden  werden,  und  der  von 
den  Verbindungslinien  in  einer  festen  Geraden  bestimmte  Abschnitt  in  dem 
Punkte  M  in  einem  gegebenen  Verhältniss  getheilt  wird,  so  ist  die  Enve- 
loppe der  geraden  Linie  PM  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  durch  Ä  und  B 
gezogenen  Parallelen  zu  der  festen  geraden  Linie  berulirt. 


12.  Wenn  man  an  die  um  den 
festen  Punkt  0  sich  drehende  gerade 
Linie  OP  in  ihrem  Durchschnitts- 
punkt  P  mit  einer  festen  geraden 
Linie  den  couslanten  Winkel  TPO 
anträgt,  so  ist  die  Enveloppe  seines' 
neuen  Schenkels  PT  eine  E^arabel, 
welche  den  Punkt  0  zum  Brennpunkt 
haL 


13.  Wenn  das  Ooppelverhällniss 
eines  Büschels,  von  welchem  drei 
Strahlen  durch  feste  Punkte  geben, 
gegeben  ist,  und  sein  Scheitel  sich 
längs  einer  festen  geraden  Linie  be- 
wegt, so  ist  die  Enveloppe  des  vier- 
ten Strahls  ein  Kegelschnitt,  welcher 
die  drei  Seiten  des  von  den  gegebe- 
nen Punkten  gebildeten  Dreiecks  be- 
rührt. 

422.  Wir  schliessen  dem  Vorigen  einen  kurzen  Abriss  von 
den  entsprechenden  Gesetzen  der  Methode  der  Ortho- 
gonalprojection  an. 

Die  Orthogonalprojection  einer  gegebenen  Figur  wird  von  den 
Fusspunkten  aller  der  Perpendikel  gebildet,  welche  nian  von  den 
Punkten  derselben  auf  eine  beliebige  feste  Ebene  fällen  kann;  sie 
ist  daher  der  gerade  Schnitt  eines  Cyl Inders,  welcher  die  ge- 
gebene Hgur  zur  Leitlinie  hat. 

Geradlinige  Strecken  von  gleicher  Richtung  sind  zu  ihren 
Ortliogonalprojectionen  auf  eine  beliebige  Ebene  in  constantem 
Verhältniss.  Denn  dieses  Verhältniss  wird  durch  den  Cosinus  des 
Winkels  ausgedruckt,  welchen  die  gerade  Linie  mit  ihrer  Pro- 
tection einschliesst  und  wegen  des  Parallelisraus  der  bezeichneten 
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Geraden  und  des  daraus  folgenden  Parallelismus  ihrer  Projecüonen 
ist  dieser  Winkel  stets  Von  derselben  Grösse. 

Alle  geradlinigen  Strecken,  deren  Richtung  mit  derjenigen 
der  geraden  Durchschnitlslinic  zwischen  der  Ebene  der  Figur  uod 
der  Projectionsebene  fibereinslin)ml,  sind  ihren  Orthogonalpro- 
jectionen  gleich.  Da  die  DurchschnitlsUnie  beider  Ebenen  selbst 
durch  die  Projecüon  nicht  geändert  wird,  so  kann  auch  keine  ihr 
parallele  gerade  Linie  geändert  werden.  Der  Flächeninhalt  einer 
beliebigen  Figur  in  einer  gegebenen  Ebene  steht  zu  dem  Flächen- 
inhalt ihrer  Orthogonalprojection  in  einer  andern  gegebenen  Ebene 
in  einem  constanten  Verhältniss. 

Setzen  wir  die  Ordinaten  der  Figur  und  ihrer  Projecüon 
rechtwinklig  zur  Durchschnittslinie  ihrer  Ebenen  voraus,  so  seUeu 
sich  beide  Flächen  aus  Parallelstreifen  von  gleicher  Breite  zusam- 
men, deren  Höhen  in  dem  constanten  Verhältnisse  vom  Cosinus 
des  Winkels  beider  Ebenen  zur  Einheit  stehen;  demgemäss  sind 
die  Flächen  beider  Figuren  in  demselben  Verhältniss.  (Vergi. 
Art.  261.) 

Jede  Ellipse  kann  orthogonal  in  einen  Kreis  pro- 
jicirt  werden.  Wir  wählen  die  Projectionsebene  so,  dass  ihre 
Durchschnittslinie  mit  der  Ebene  der  gegebenen  Ellipse  der  klei- 
nen Axe  dieser  letzteren  parallel  ist  und  zugleich  so,  dass  der 
Cosinus  des  von  beiden  Ebenen  eingeschlossenen  Winkels  dem 
Verhältniss  b:a  der  kleinen  Axe  zur  grossen  gleich  ist;  alstlann 
bleiben  alle  zur  kleinen  Axe  parallelen  Sehnen  der  Ellipse  unver- 
ändert in  der  Projection,  während  alle  der  grossen  Axe  parallelen 
Sehnen  in  dem  Verhältniss  b  :  a  verkürzt  werden ;  in  Folge  dessen 
wird  die  Projection  ein  Kreis  vom  Radius  b,    (Art.  171.) 

Durch  die  Vereinigung  der  Ebenen  beider  Systeme  erhält 
man  den  speciellen  Fall  collinearer  Systeme  in  collinearer  Lage, 
bei  welchem  das  Centrum  der  CoUineation  unendlich  entfernt  lA 
in  der  Richtung  der  Normalen  zu  ihrer  Schnittlinie,  d.  h.  der 
Collineationsaxe.    (Affinität.) 

423.  Um  ein  Beispiel  von  dem  Nutzen  dieser  Principien  zu 
geben,  wollen  wir  dieselben  zur  Untersuchung  des  Ausdrucks  an- 
wenden, welchen  wir  im  Artikel  239  (Aufgabe  7)  für  den  Radius 
des  Kreises  gegeben  haben,  der  einem  in  einen  Kegelschnitt  ein- 
geschriebenen Dreieck  umschrieben  ist. 

■Nach  der  Elementar-Geomctrie  gilt  die  Relation  2i^Ä=a^y, 
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wenn  R  diesen  Halbmesser,  ^F  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks, 
a,  ß,  y  die  Seitenlängen  desselben  bezeichnen.  Projiciren  wir 
dann  die  Ellipse  in  einen  Kreis  vom  Halbmesser  b,  so  gilt,  weil 
dieser  Kreis  als  der  umgeschriebene  Kreis  des  projicirten  Dreiecks 
erscheint,  die  Relation  2F'b  =  cc'ß^y.  Wenn  wir  nun  die  den 
Seiten  des  Dreiecks  parallelen  Halbdurchmesser  der  Ellipse  durch 
b\  b'\  6'"  bezeichnen,  so  gelten  nach  dem  Satze,  dass  parallele 
Linien  in  constantem  Verhällniss  zu  ihren  Projectionen  stehen,  die 
Proportionen  a  :a  ^=  b:b\  j? :  /5  =  6 :  6",  y  :y  =  b:  b"\  Es  ist 
ferner  F'  zum  Inhalt  des  Kreises  vom  Halbmesser  ^,  also  7c6^ 
in  demselben  Vcrhältniss  wie  F  zum  Inhalt  der  Ellipse  von  den 
Halbaxen  a  und  6,  also  %ab\  demnach  F' \  F  =  b:a.  Alles  diess 
giebt  die  Relation 

..     T.        affyaßy  .,    .,.„,,/,       .    .      ^  b' b" b'" 

*••-"=  2/  =¥^  =  ''*=***  '  •••'•  ^  =  -ah\ 
Alles  Vorhergehende  zeigt,  dass  die  Methode  der  Projecüon 
wie  die  der  reciproken  Polaren  ihre  gcneralisirende  Kraft  aus  den- 
selben Grundlagen  empfängt,  die  in  den  Kap.  XX  bis  XXH  dargelegt 
sind  und  man  darf  daher  sagen,  dass  der  Werth  beider  Metho- 
den vor  Allem  in  der  geometrischen  Anschaulichkeit 
besteht,  welche  sie  den  analytischen  Operationen  zu 
substituiren  erlauben. 


Fünfondzwanzigstes  Kapitel. 

Von  der  Bestimmimg  der  Kegelschnitte  mid  der 
Methode  der  Charakteristiken. 

424.  Wir  haben  gesehen,  dass  fünf  Bedingungen  einen  Kegel- 
schnitt bestimmen  und  können  im  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt 
beschreiben,  für  welchen  m  Punkte  und  n  Tangenten  gegeben  sind, 
sofern  m  -J-  «  =  •^>  ist.  Die  speciellen  Fälle  der  Lage  eines  die- 
ser Bestimmungs- Elemente  oder  mehrerer  von  ihnen  erfordern 
nur  sehi'  einfache  Modiücationen  der  Construction  des  entsprechen- 
den allgemeinen  Falls. 

1.  Wenn  z.B.  eineParallelc  zu  einer  Asymptote  gegeben  ist,  so  verlrill 
dieselbe  einen  unendlich  enlfernlen  Punkt  —  die  Angabe  der  Richtung 
einer  Asymptote  ist  also  einer  Bedingung  äquivalent ' —  und  die  zur  Be- 
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Stimmung  des  Kegelschnitts  dienende  Conslruclion  des  Art.  285  modüicirl 
sich  nur  durch  die  Voraussetzung ,  dass  der  Punkt  E  unendlich  fem  ist 
und  dass  die  Geraden  J)E,  QE  parallel  der  gegebenen  Geraden  sind. 
Eine  Asymptote  der  Curvc  ist  zwei  Bedingungen  äquivalent,  weil  eine 
Tangente  und  ihr  Berührungspunkt,  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Asyni- 
ptote,  gegeben  sind.  Die  Bestimmung,  dass  die  Curve  eine  Parabel  sein 
soll,  ist  einer  Bedingung  äquivalent^  denn  es  Ist  damit  eine  Tnngontc  ge- 
geben, die  unendlich  enircrnte  gerade  Linie;  dagegen  wiegt  die  Bezeich- 
nung der  Curve  als  Kreis  zwei  Bedingungen  auf,  weil  dann  die  Curve 
durch  zwei  bestimmte  unendlich  ferne  Punkte  gehen  muss.  Die  Angabe 
eines  Brennpunktes  ersetzt  zwei  Bedingungen,  denn  sie  bestimmt  zwei 
Tangenten  der  Curve  (Art.  310);  in  der  Tliat  bestimmt  ein  Brennpunkt 
mit  drei  andern  Bedingungen  den  Kegelschnitt.  Denn  die  .polarreciproke 
Figur  in  Bezug  auf  jenen  Brennpunkt  als  Anfangspunkt  der  Reciprociläl 
gicbt  einen  Kreis  an  seiner  Stelle,  welcher  drei  Bedingungen  untenvorren 
und  darum  bestimmt  ist;  die  reciproke Figur  der  betreirenden Conslruclion 
löst  das  Problem.  Es  ist  eine  nülzliche  Uebung,  die  lUrectrii  eines  der 
vier  Kegelschnitte  zu  construireu.  welche  einen  gegebeneu  Brennpunkt 
haben  und  durch  vier  feste  Punkte  gehen. 

2.  Die  Angabe  des  Pols  einer  gegebenen  Geraden  in  Bezug  auf  doo 
Kegelschnitt  ist  zwei  Bedingungen  äquivalent,  drei  weitere  Bedingungen 

p  bestimmen  die  Curve.     Denn  für 

\^~ — -^ P  als  den  Pol  von  R'R"  in  Bezug 

\\  7  'zz.:^=^ — J^  auf  den  Kegelschnitt  und  T  als 

\  \  /  y-^""^  /  einen  Punkt  des  Lctzlern  ist  auch 

N^  ^*  «^       !/  /  T,  der  vierte  harmonische  Punki 

\       \  K  /  zu  P,  T  und  dem  Schmllpiinkl 

\      /;  /'  von  PT  mit  R'R'\  ein  Punkt  des- 

\  //      \     '  selben;  und  wenn  OT eine  Tan- 

AI       /-  gentc  ist,  so  ist  auch  öi  eine 

/'    A  /'      ''\  Tangente.    So  bcsliuiml  man  aus 

/      /V^  N  einem  gegebenen  Pol  und  seiner 

!    /      \v  '\  Polare  zu  drei  Punkten  oder  Tan- 

! /  \\,^^       '\      ^  genten  drei  weitere  Punkte  oder 

!/  \^    _^:;"r:^r^--^^'?^^--'  Tangenleu  derselben  Curve  und 

'  damit   diese  selbst.     Darum  isl 

auch  insbesondere  die  Angabe  des  Centrums  als  des  Pols  der  uncodlicli 

entfernten  Geraden  zwei  Bedingungen  äquivalent. 

3.  Dagegen  isl  es  einer  Bedingung  äquivalent,  wenn  ein  IHmkl  in  der 
Polare  eines  gegebenen  Punktes  gegeben  isl  oder  wenn  zwei  Punkte  als 
harmonische  Pole  bezeichnet  sind.  Dahin  gehört  die  Bestimmung  der 
Curve  als  gleichseitige  Hyperbel;  denn  sie  sagt  aus,  'dass  die  zwei  ioiagt* 
nären  unendlich  fernen  Kreispunkte  harmonische  Pole  sind.  In  Folge 
dessen  isl  die  Bestimmung  eines  sich  selbst  conjugirlcn  Dreiecks  o<ler 
eines  Systems  von  harmonischen  Polen  drei  Bedingungen  äquivalent,  wie 
es  auch  die  auf  dasselbe  bezogene  Gleichung  dadurch  lehrt,  dass  sie  nur 
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zwei  unaLliiliigige  Constanlen  enlhall.  Wenn  für  eine  Parabel  ein  System 
Ihirmonisclier  Pole  gegeben  ist,  so  sind  durch  dasselbe  drei  Tangenten  der 
Ciirve  bestimmt  und  ist  daher  nur  noch  einer  Bedingung  zu  genügen 
möglich. 

425.  1.  Wenn  fünfPunkte  des  Kegelschnitts  gegeben  sind,  so  ist 
im  Art.  285  gezeigt  worden,  wie  mit  Hilfe  des  Lineals  allein  beliebig 
viele  andere  Punkte  der  Gurve  construirt  werden  können.  Auch  kann  man 
durch  dieselbe  Conslriiction  die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  den 
Kegelsclinilt  ermitteln ,  denn  man  hat  nur  die  zweiten  Schnittpunkte  der 
heilten  Geraden  mit  dem  Kegelschnitt  zu  construiren,  welche  den  Pol  mit 
irgend  zweien  der  gegebenen  Punkte  verbinden.  Dann  liefert  die  Gon- 
struclion  des  Art.  108  die  Polare.  Die  Polaren  von  zwei  Punkten  einer 
Geraden  liefern  als  ihren  Durchschnittspunkt  den  Pol  derselben.  LIiervun 
ist  die  Bestimmung  des  Gentrums  ein  specieller  Fall.  (Art.  285.)  Die 
Tangente  eines  Punktes  der  Gurve  bestimmt  sich  nach  demselben  Gesetze 
als  die  gerade  Verbindungslinie  desselben  mit  dem  unendlich  nahen  Punkle 
der  Curve. 

2.  Aus  fünf  Tangenten  bestimmen  sich  alle  andern  Tangenten  des 
Kegelschnitts  durch  lineare  Gonstruction  nach  Art.  282.  Der  Berührungs- 
punkt einer  beliebigen  Tangente  ergiebt  sich  als  der  Schnitt  derselben  mit 
der  unendlich  nahen  Tangente  der  Gurve  nach  derselben  Regel.  Der  Pol 
einerGeraden  bestimmt  sich  als  der  Schnittpunkt  von  zwei  Geraden,  welche 
zu  ihr  in  Bezug  auf  zwei  sich  in  ihr  schneidende  Tangentenpaare  harmo- 
nisch conjugirt  sind;  denn  die  Polare  bestimmt  mit  jeder  der  gegebenen 
Tangenten  einen  Punkt,  durch  den  eine  zweite  Tangente  der  Gurve  gelil 
und  die  zur  Pohre  harmonische  Gerade  in  Bezug  auf  das  Tangentenpaar 
geht'  durch  den  Pol.  Als  specieller  Fall  liegt  darin  wieder  die  Gonstruction 
des  Centrums.  (Art.  282.)  Ob  die  durch  fünf  Punkle  a,  b,  c,  d,  e  be- 
bestimmle  Gurve  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist.  entscheidet  sich  durch 
die  Doppelstrahlen  der  Strahlbüschel  (a  .  cde)  und  a(b .  cde),  wenn  man 
unter  dem  letzleren  das  von  ^arallelen  zu  bc,  bd^  be  aus  a  bestimmte 
Büschel  versteht;  die  Doppelsirahlen  dieser  Bü.schel  bestimmen  die  Rich- 
tungen der  unendlich  entfernten  Punkte  des  Kegelschnitts,  ihre  RealiUit 
giebl  die  Hyperbel,  ihr  Zusammenfallen  die  Parabel,  ihr  ImaginSrsein  die 
Ellipse;  ihre  Rechtwinkligkeit  insbesondere  die  gleichseitige  Hyperbel  und 
die  unendlich  fenie  Lage  der  sie  auf  dem  Hilfskreis  (Art.  308,  Aufg.  6) 
bestimmenden  Geraden  den  Kreis. 

3.  Auch  die  involiitorischen  Eigenschaften  der  ein- und  umgeschriebenen 
Vierecke  führen  zur  Bestimmung  des  Kegelschnilts  aus  fünf  Punklen  oder 
Tanj^eiilen.  Vier  Tangenten  bilden  ein  umgeschriebenes  Vierseit;  aus 
eiuero  Punkte  der  fünften  Tant;ente  geht  an  den  Kegelschnitt  eine  fernere 
Tangente,  die  derselben  als  sechster  Strahl  einer  Involution  entspricht, 
welche  durch  die  nach  den  Gegenecken  des  Vierseits  gehenden  Strahlen- 
paare bestimmt  ist;  etc. 

426.  1.  Vi  erPunkte  und  eine  Tangente  führen  zur  Bestimmung 
nach  der  Eigenschaft  des  eingeschriebenen  Vierecks,  durch  seine  Gegen- 
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seitenpaare  auf  jeder  Geraden  eine  Involution  zu  bestimmen,  weicherauch 
die  Schniltpunide  mit  derCurve  angehören,  so  dass  die  Berührungspunkte 
einer  Tangente  nur  die  Doppclpunide  derselben  sein  können.  (Art.  302.} 
Weil  zwei  Auflösungen  dem  Problem  entsprechen,  so  kann  eine  lineare 
Construction  für  dasselbe  nicht  erwartet  werden.  Auch  der  Satz  Von 
Garnot  (Art.  327)  kann  zur  Auflösung  des  Problems  verwendet  werden. 
(Aufg.  1.)  Indem  man  bemerkt,  dass  durch  vier  Punkte  des  KegelschDills 
in  dem  Diagonalendreiseit  des  durch  sie  bestimmten  Vierecks  drei  Pole 
und  ihre  Polaren  gegeben  sind,  leitet  man  aus  der  einen  bekannten  Tan- 
gente drei  andere  Tangenten  ab  und  gelangt  so  zu  vier  Punkten  und  vier 
Tangenten. 

2.  Vier  Tangenten  und  ein  Punkt  bestimmen  einen  Kegelschnilt 
durch  Conslructionen,  welche  den  Vorhera ngefuhrten  nach  dem  Gesetze 
der  Dualität  oder  Reciprocität  entsprechen. 

3.  Wenn  drei  Punkte  und  zwei  Tangenten  gegeben  sind,  so 
schliesst  man  nach  einem  speciellen  Falle  des  Satzes  in  Art.  302,  dass  eine 
Gerade  den  Kegelschnitt  und  zwei  seiner  Tangenten  in  Punktepjiaren 
üy  h  und  Ay  B  einer  Involution  schneidet,  welcher  der  Schnittpunkt  mit 
der  Berührungssehne  der  Tangenten  als  einer  der  Doppelpunkte  F^  F' 
angehört.  Jede  der  drei  Geraden  ab^  bc^  ca  bestiQimt  so  in  den  Doppel- 
punkten der  durch  ihre  Enden  und  ihre  Schnitte  mit  den  gegebenen  Tan- 
genten gebildeten  Involution  PunktederBerQhrungssehne  jener  Tangenten; 
sie  liegen  viermal  zu  dreien  in  einer  Geraden  und  das  Problem  hat  somit 
vier  Auflösungen. 

4.  Die  Bestimmung  aus  drei  Tangenten  und  zwei  Punkten 
geschieht  durch  die  reciproken  Constructionen.  Das  von  den  drei  Beröh- 
rungssehnen  gebildete  Dreieck  hat  seine  Ecken  in  den  gegebenen  Tangen- 
ten und  nach  dem  Vorigen  gehen  seine  Seiten  je  durch  einen  festen  Punkt 
der  geraden  Verbindungslinie  der  gegebenen  Punkte. 

5.  Die  Angabe  von  zwei  Punkten  oder  zwei  Tangenten  ist  ein  specieller 
Fall  von  der  doppelten  Berührung  mi  t  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt; des  allgemeineren  Problems  Ist  an  verschiedenen  Stellen  des 
Vorigen  gedacht  worden.  So  ward  die  Bestimmung  durch  drei  Tangenten 
oder  drei  Punkte  und  die  doppelte  Berührung  mit  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt in  Art.  308,  Aufg.  6  und  in  Art.  359  erledigt.  Für  die  Bestim- 
mung durch  einen  Punkt  oder  eine  Tangeute  und  die  doppelte  Berührung 
mit  zwei  gegebenen  Kegelschnitten  vergl.  man  Art.  317,  Aufg.  2.  Die 
doppelle  Berührung  mit  einem  gegebenen  Kegelschnitt  und  die  Berührung 
mit  drei  andern  Kegelschnitten,  die  diesen  selbst  doppelt  berühren,  ist  in 
Art.  361,  Aufg.  1  erledigt. 

427.  Durch  fünf  Bedingungen  ist  ein  Kegelschtiitt  bestimmt, 
jedoch  nicht  eindeutig,  ausser  in  den  Fällen^-von  fünf  Punkten 
oder  Tangenten ;  den  Bestimmungen  durch  vier  Punkte  und  eine 
Tangente  oder  durch  vier  Tangenten  und  einen  Punkt  entspredien 
zwei    und    denen    durch   drei   Punkte  oder  Tangenten  und  zwei 
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Tangenten  oder  Punkte  vier  Auflusungen.  Sind  nicht  fünf,  son- 
dern nur  vier  Bedingungen  gegeben,  so  genügen  denselben  unend- 
lich viele  Kegelschnitte  und  man  bezeichnet  die  Gesammtheit  der- 
selben als  eine  Reihe  von  Kegelschnitten. 

1.  Sind  die  vier  gegebenen  Bedingungen  vier  Punkte  derCurve,  so  geht 
durch  jeden  hcliehigcn  Punkt  ihrer  Kbene  nur  ein  Kegelschnitt  der  Reihe 
und  ist  linear  bestimmt;  man  nennt  eine  solche  Reihe  insbesondere  ein 
Büschel  von  Kegelschnitten,  und  wir  haben  ein  solches  vielfach 
behandelt.  Dagegen  bilden  Kegelschnitte,  welche  demselben  Dreieck  um* 
geschrieben  sind  und  die  nämliche  Gerade  berühren,  eine  Reihe,  von 
welcher  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  zwei  Kegelschnitte  hindurchgehen; 
und  die  durch  zwei  Punkte  gehenden  und  zwei  feste  Tangenten  berühren- 
den Kegelschnitte  bilden  eine  Rpihe,  von  welcher  durch  jeden  Punkt  der 
Eiiene  vier  Kegelschnitte  hindurchgehen. 

Wenn  nur  drei  Bedingungen  gegeben  sind,  so  bildet  die  Ge- 
sammtheit der  Kegelschnitte,  welche  denselben  genügen,  ein  Netz 
von  Kegelschnitten;  alle  die  Kegelschnitte  des  Netzes,  welche 
durch  den  nämlichen  Punkt  hindurchgehen  oder  die  nämliche  Ge- 
rade berühren,  bilden  eine  Reihe  und  durch  zwei  Punkte  oder 
Tangenten  wird  ein  Kegelschnitt  des  Netzes  bestimmt.  Drei  Kegel- 
schnitte, welche  demselben  angehören,  bestimmen  das  Netz.  Seine 
allgemeine  Gleichung  hi  XS  +  fiS"  +  vS"'  =  0.  (Vergl.  Art.  362.) 
Ein  solches  Netz  hat  nach  Art.  362  eine  covariante  Curve  dritter 
Ordnung,  welche  den  Ort  der  Punkte  repräsentirt,  deren  Polaren 
in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  des  Netzes  durch  einen  Punkt 
gehen  und  zugleich  den  Ort  der  Punkte,  in  welchen  sich  die  dem 
Netz  angehörenden  Paare  von  Geraden  schneiden.  In  ersterem 
Spne  nennt  man  sie  die  Jacobi*sche  und  im  letztereq  die  Hesse*- 
sche  Curve  des  Netzes. 

2.  So  bilden  alle  die  Kegelschnille,  welche  ein  gemeinschaftliches  Sy- 
stem harmonischer  Pole  haben,  ein  Netz,  dessen  Jacobi  -  Hesse*  sehe  Curve 
das  Dreieck  derselben  ist  (Art.  362,  Aufg.  2);  die  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehenden  Kegelschnille  desselben  aber  bilden  eine  Reihe  von  der 
besonderen  Art.  welche  als  Büschel  bezeichnet  wurde,  weil  durch  einen 
Eckpunkt  und  das  Diagonalendreieck  ein  vollständiges  Viereck  bestimmt 
ist,  dessen  Ecken  die  Curven  cnlhalten  müssen.  Das  Analoge  gilt  für  die 
Bestimmung  durch  Tangenten,  harmonische  Polaren,  etc.  Dieselben  Be- 
griffe übertragen  sidi  auf  Curvensyslrme  von  beliebigen  Ordnungen  oder 
Chssen.  Nach  der  Anzahl  der  Glieder  der  allgemeinen  Gleichung  n*^"  Gra- 
des (Art.  320)  ist  eine  Curve  von  der  Ordnung  oder  Classe  w  durch 
^  w  (fi  +  3)  Bedingungen  beslimmi:  sind  also  nur  ^  n  {ti  +  3)  —  1  Be- 
dingungen f>egeben .  so  enlsprechen  denselben  unendlich  viele  Curven  der 
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bezeichneleu  Art  und  wir  bezeichnen  diese  Gesanimfclieil  als  eine  Reihe 
von  Curven;  dieAnzahl  derCurven  derselben,  welche  durch  einen PuDkl 
gehen,  ist  charakleris lisch  für  die  Reihe;  ist  sie  gleich  Eins,  so  heissldie 
Reihe  insbesondere  ein  Büschel.  Die  Gleichung  27+  lü'  =  0,  in 
welcher  ü  und  Z/ Polynome  ;t^^"  Grades  in  deu  Veränderlichen  hczeichneu, 
ist  die  analytische  Darstellung  eines  solchen  Büschels;  sie  sagt,  dass  die 
ti'  geraeinscliaftlichen  Punkte  (Tangenten)  von  zwei  Curven  w^*""  Ordnun;^ 
((Hasse)  für  unendlicli  viele  Curven  dieser  Ordnung  (Classe)  gemeinsciiaft- 
licli  sind.  Darum  gehl  durch  ^n(n  -\-  3)  Punkte  (an  eben  so  viel  Tan- 
genten) nur  eine  Curve  w**'*" Ordnung  (Classe);  aber  durch  ^/i(«  -|-3)  — 1 
Punkte  gehen  unzählig  viele  Curven  n^^^  Ordnung ,  welche  sich  ausserdem 
noch  in  n^  —  {i''('*  +  3)  —  1  \  =  ^(n  —  1)  («  —  2)  Punkten  schnei- 
den. Die  Gesammtheil  der  n^  gemeinschaftlichen  Elemente  bezeichnet 
man  als  die  Basis  des  Büschels.  Die  Curven  eines  solchen  Büschels  be- 
stimmen auf  jeder  geraden  Transversale  eine  Involution>i^^"  Gra'des  (ArL  344), 
welche  2(n —  1)  Doppelpunkte  hat,  d.  h.  unter  den  Curven  eines  Büschels 
n***" Ordnung  sind  2(w  —  1),  wehhe  eine  gegebene  gerade  Linie  zur  Tan- 
gente haben.  Zwei  Curvenhüschel  m**^**  und  n*®"^  Ordnung  F-|-Ar'=0, 
ü-i-Xlf=0  sind  projectivisch,  wenn  die  Parameter  >l  für  entsprechende 
Curven  durch  eine  lineare  Relation  verbunden  oder  identisch  sind;  der  Ort 
der  Schnittpunkte  entsprechender  Curven  ist  eine  Curve  der  Ordnung 
(m  +  «),  dargestellt  durch  UV'  —  ü'  V=0.  Die  Schnitte  beider 
Curvenhüschel  mit  einer  beliebigen  Geraden  biklen  zwei  projeclivi.sclie 
Involutionen  m^*"  und  «*^"  Grades,  welche  {m  +  n)  gemeinscliafllidie 
Elemente  haben,  eben  die  Durchschnittspunkte  der  Transversale  milder 
resultirenden  Curve.  (Art.  344.) 

3.  Sind  die  Curvensysteme  nicht  Büschel ,  sondern  Reihen  m^  und 
n^^^  Ordnung,  und  gehen  von  der  einen  M  und  von  der  andern  N  Cnrven 
durch  je  einen  Punkt  und  denken  wir  beide  projectivisch,  d.  h.  so  auf 
einander  bezogen,  dass  jeder  Curve  der  einen  Reihe  eine  Curve  der  anders 
entspricht  und  umgekehrt,  so  erzeugen  die  entsprechenden  Curven  beider 
Reihen  durch  ihren  Durchschnitt  im  Allgemeinen  eine  Curve  von  der  OA- 
nung  (mN  •}-  nM).  Für  Reihen  von  Kegelschnitten  also  insbesondere 
von  der  Ordnung  2  {M  •■\-  N)  und  daher  für  zwei  Reihen,  welche  durch 
je  drei  Punkte  und  eine  Gerade  bestimmt  sind,  als  für  welche  M=^N=^2 
ist  =8,  oder  für  ein  Büschel  und  eine  derartige  Reihe  =6.  Wenn  man 
die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  einer  Reihe  bil- 
det, so  gehen  nur  diejenigen  durch  diesen  Punkt  selbst,  welche  den  durch 
ihn  gehenden  Kegelschnitten  entsprechen;  ist  also  iVdie  charakteristische 
Zahl  der  Reihe,  so  bilden  die  bezeichneten  Polaren  eine  Reihe  von  der 
Charakteristik  iV,  d.  h.  sie  umhüllen  eine  Curve  iV^<^'' Classe.  Insbesondere 
für  ein  Büschel  bilden  sie  selbst  ein  Strahlbüschel. 

428.  Die  Bemerkungen  dieses  Art.  gehen  zum  grossen  Theil 
über  Kegelschnitte  hinaus  auf  Curven  «'^^  Ordnung  und  es  ist  för 
die  folgenden  Enlwickelungen  nöthig,  in  dieser  Richtung  noch  zu 
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bemerken,  dass  auch  die  Entwickelongen  des  Art.  341  auf  Curven 
w**«^  Ordnung  sich  unverändert  übertragen,  d.  h.  dass  das  Resultat 
der  Substitution  /y,  -j-  mz,,  ly^  +  mzj,  Jy^  +  mz^  für  x^,  x^,  x^ 
in  die  allgemeine  homogene  Gleichung  w**""  Grades  zwischen  drei 
Veränderlichen  ^7  c=:  0  in  der  Form 


/ 


m 


=''+r'--{('./p;  +  '.äi  +  ^.4->'} 


erhalten  wird.  So  wie  a.  a.  0.  die  Gleichungen  der  verschiedenen 
Polarsysteme  oder  Gruppen  von  Punkten  und  Strahlen,  so  ergeben 
sich  dann  die  Gleichungen  der  verschiedenen  Polarcurven;  nanilich 
(     ^    t       ^.       ^  \rr      ^    .    (     cl  d  d  V-* 

elc.  Für  n  =  2  giebt  es  nur  eine  Polare  und  sie  ist  identisch 
mit  der  geraden  Linie,  welche  früher  (Art.  322,  etc.)  so  benannt 
worden  ist.  Im  allgemeinen  Falle  sind  sie  Curven  von  den  ver- 
schiedenen Ordnungen  n— 1,  « —  2,  etc.  bis  1,  d.h.  die  («  — 1)*« 
Polare  einer  Curve  n^''^  Ordnung  ist  eine  gerade  Linie. 

Die  geometrischen  Eigenscharten  der  Polarcurven  sind  aus  diesem  Zu- 
sammenhang ersichdich.  Für  das  Verschwinden  einer  von  den  drei  Veränder- 
lichen kommt  die  Gleichung  der(«— r)**"Polarcurve  auf  die  des(n — r)^*^"  Po- 
larsystems zurück,  d.  h.  jene  ist  der  Ort  der  Punkte  in  den  durch  den  Pol 
gehenden  Transversalen,  für  welche  die  Summe  aller  Producte  zu  r  von  den 
TheUungsverhäitnissen  der  auf  ihr  gelegenen  Curvenpunkle  verschwindet 
(Art.  340;  Art.  341);  man  sagt,  sie  sei  derOrt  der  harmonischen  Mittel  vom 
Grade  r  in  Bezug  auf  die  Punkte  der  Curve  für  den  Pol.  Auch  die  Sätze  über 
Polarsysteme,  Art.  341,  übertragen  sich  demnach  auf  Polarcurven :  ist  y  ein 
Punkt  der  (n — r)^®"  Polare  von  x*  so  ist' auch  x  ein  Punkt  der  r*^"  Polare 
von  y ;  da  also  die  ersten  Polaren  zweier  Punkte  sich  in  (n  —  1)^  Punkten 
schneiden,  so  entspricht  jede  Gerade  einer  solchen  Anzahl  von  Punkten 
als  Polare  und  die  ersten  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  bilden  ein 
Büschel  von  Curven  (n —  l)^^**  Ordnung.  Wenn  insbesondere  der  Pol  auf 
der  Curve  selbst  liegt,  so  ist  er  für  jede  durch  ihn  gehende  Transversale 
der  harmonische  Mittelpunkt  ersten  Grades ;  wenn  diese  aber  insbesondoro 
Tangente  der  Curve  ist,  so  wird  der  harmonische  Mittelpunkt  unbestimmt 
und  man  erhält  den  Satz :  Die  gerade  oder  die  {n  —  1)^^  Polare  für  einen 
auf  der  Curve  n*^**  Ordnung  selbst  gelegenen  Pol  ist  die  Tangente  derselben 
in  diesem  Punkte.  Für  jeden  beliebigen  Pol  ist  aber  auf  einer  die  Curve 
berührenden  Transversale  im  Berührungspunkt  ein  harmonischer  Mitlel- 
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punkt  des  {n  —  1}^^"  Grades  und  darum  schneidet  die  erste  Polare  eines 
beliebigen  Punktes  die  Gurve  in  den  Berührungspunkten  der  vom  Pol  an 
sie  gehenden'Tangenten ;  somit  ist  eineCurve  n*®'' Ordnung  im  Allgemeinen 
von  der  n(n —  l)*^"Glasse.  Diese  Theorie  bildet  in  ihrer  weiteren  Ent- 
wickelung  eine  der  wichtigsten  Grundlagen  der  allgemeinen  Theorie  der 
algebraischen  Curven;  aber  sie  muss  eben  deshalb  hier  abgebrochen  werden. 
Wir  erwähnen  nur,  dass  Oberall  die  dualistische  Interpretation  den  Tan- 
gen tialcoordinaten  entsprechend  statthaft  ist  und  dass  dann  an  die  Steile 
der  harmonischen  Centra  Strahlen  eintreten,  die  man  als  die  harmonisct\en 
Axen  benennen  kann. 

429.  Eine  Reihe  von  Curven  n*®'  Ordnung  kann  durch  «wei 
Charakteristiken  vollkommen  bestimmt  werden.  Wenn  zu  den  ge- 
gebenen Bedingungen  ein  Punkt  oder  eine  Tangente  der  Curvc  hinzu- 
gefügt wird,  so  ist  die  Curve  bestimmt  und  die  Anzahl  der  Lösungen 
des  Problems  im  ersten  Falle  sei  gleich  (i,  im  zweiten  Falle  gleich  v; 
diese  Zahlen,  die  Zahl  der  Curven  der  Reihe,  welche  durch  einen 
Punkt  gehen,  und  die  Zahl  derer,  welche  eine  Gerade  berühren,  kön- 
nen als  die  charakteristischen  Zahlen  der  Reihe  bezeichnet  werden. 

Wir  bemerken,  dass  die  Differenzen  (2v  —  ft)  und  (2fA  —  v) 
die  Zahl  der  Paare  von  Geraden  und  die  Zahl  der  Paare  von 
Punkten  bezeichnen,  welche  unter  den  Kegelschnitten  einer  Reihe 
auftreten.  Denn  die  Zahl  der  Kegelschnitte  der  Reihe,  welche 
eine  gegebene  Gerade  berühren,  z.  B.  ist  um  die  Zahl  jener  in 
ein  Punktepaar  degenerirenden  Kegelschnitte  kleiner  als  2  fi^  weil 
die  letztern  als  Ort  betrachtet  eine  doppelt  zählende  Gerade  bilden, 
die  mit  jeder  Geraden  ein  Paar  zusammenfallende  Punkte  gemein 
hat.  So  sind  unter  den  Kegelschnitten  durch  vier  Punkte  drei  Paare 
von  Geraden  und  unter  denen  an  vier  Tangenten  drei  Paare  von 
Punkten,  weil  fi,  v  die  Werthe  2,  1  und  1,  2  erbalten. 

1.  Der  Ort  der  Pole  einer  festen  Geraden  in  Bezug  auf  die  Carven 
des  Systems  ist  eine  Gurve  von  der  Ordnung  v.  Denn  jeder  Punkt  des 
Ortes,  welcher  in  der  geraden  Linie  selbst  liegt,  ist  der  Berührungspunkt 
einer  dieselbe  berührenden  Gurve  des  Systems  und  es  kann  solcher  Punkte 
also  nach  der  Voraussetzung  nur  v  geben,  d.h.  der  fragliche  Ort  schneidet 
eine  Gerade  in  v  Punkten ,  etc.  So  ist  der  Ort  der  Centra  für  die  durdi 
vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  ein  Kegelschnitt,  dagegen  für  die 
durch  drei  Punkte  gehenden  und  eine  Gerade  berührenden  eine  Curve  vier 
ter  Ordnung. 

2.  Ebenso  gilt  der  dual  entsprechende  Satz:  Die  Enveloppe  der  Po- 
laren eines  festen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Curven  der  Reihe  ist  eine 
Gurve  von  der  Glasse  f*. 

3.  Der  Ort  der  Berührungspunkte  der  von  einem  festen  Punkte  an 
alle  Curven  der  Reihe  gehenden  Tangenten  ist  eineCurve  von  derOrdnunf: 
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f&  +  V.  Denn  für  irgend  eine  durcli  den  gedachten  Punkt  gehende  Gerade 
sind  die  v  Berdhrungspunkte  mit  den  Cnrven  der  Reihe  Punkte  des  Ortes 
und  der  Punkt  selbst  ist  für  alle  jene  Gurven  zu  zählen,  die  durch  ihn 
hindurchgehen»  d.  h.  jitfach.  Für  das  Büschel  der  durch  vier  Punkte  ge- 
henden Kegelschnitte  ist  somit  der  Ort  der  Berührungspunkte  eine  Gurre 
dritter  Ordnung;  etc.  Und:  Die  Enveloppe  der  Tangenten  der  Gurven 
einer  Reihe  in  den  Punkten ,  in  welchen  eine  gegebene  Gerade  sie  schnei- 
det ,  ist  eine  Gurve  von  der  Glasse  (ft  +  ^)  *  ^^r  welche  diese  Gerade 
eine  i' fache  Tangente  ist.  Darum  ist  z.  B.  die  Zahl  der  Kegelschnitte 
einer  Reihe,  welche  eine  Gerade  rechtwinklig  schneiden  z=:  fi  ^  v;  und 
die  Asymptoten  einer  Reihe  von  Kegelschnitten  (ft,  v)  umhüllen  eine  Gurve 
von  der  Glasse  ft+v,  welche  die  unendlich  entfernte  Gerade  i/mal  berührt. 

4.  Der  Ort  eines  Punktes,  dessen  gerade  Polare  in  Bezug  auf  eine 
feste  Gurve  n*®""  Onlnung  mit  seiner  Polare  in  Bezug  auf  eine  Gurve  der 
gegebenen  Reihe  zusammenfällt,  ist  eine  Gurve  von  der  Ordnung 
li(n  —  1)  +  V. 

Denn  für  eine  beliebige  Gerade  seien  A  und  a  zwei  Punkte  in  ihr 
von  solcher  Lage,  dass  die  gerade  Polare  von  A  in  Bezug  auf  die  feste 
Gurve  mit  der  geraden  Polare  von  a  in  Bezug  auf  eine  der  Gurven  der 
Reihe  zusammenfällt;  dann  hat  man  zu  bestimmen,  in  wie  viel  Fflilen  A 
und  a  zusammenfallen  können.  Diess  geschieht  aber  nach  Art.  344.  Mit 
A  ist  seine  Polare  in  Bezug  auf  die  gedachte  Gurve  gegeben  und  der  Ort 
ihrer  Pole  in  Bezug  auf  die  Gurven  der  Reihe  schneidet  nach  dem  ersten 
der  vorigen  Sätze  jede  Gerade  in  v  Punkten,  d.  h.  es  entsprechen  jeder 
Lage  von  A  eine  Gruppe  von  v  Lagen  von  a.  Nach  dem  zweiten  der  vo- 
rigen Sätze  umhüllen  dagegen  die  geraden  Polaren  von  a  in  Bezug  auf  die 
Gurven  der  Reihe  eine  Gurve  fi^*^^  Glasse  und  da  die  Polaren  der  Punkte 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  eine  Gurve  n^^**  Ordnung  nach  dem  vorigen 
Art.  eine  Gurve  {n  —  1)*®"^  Glasse  umhüllen,  so  liefern  die  fi{n  —  1)  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  der  ersteren  und  der  letzteren  (i{n —  l)J*unkte 
A  als  entsprechend  dem  gedachten  Punkte  a.  Daher  liegen  in  der  ange- 
nommenen Geraden  fi{n  —  1)  -j- v  Punkte,  in  welchen  je  ein  A  und  ein  a 
'sich  decken. 

Die  Punkte,  in  welchen  der  betrachtete  Ort  die  feste  Gurve  schneidet, 
sind  Punkte  der  Berührung  dieser  Gurve  mit  je  einer  Gurve  der  Reihe. 

5.  Die  Zahl  der  Letzteren ,  welche  eine  feste  Gurve  n^*^^  Ordnung  be- 
rühren, ist  daher  fin  (n  —  1)  +  vn  oder  fin  '\'  vn,  wenn  n  die  Glasse 
der  gegebenen  Gurve  bezeichnet.  Für  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  ist 
insbesondere  |ii==:  1,  v  =:  2  und  daher  6.  die  Zahl  der  KegelschuiUe 
desselben,  welche  eine  Gurve  der  Ordnung  n  berühren,  gleich  n[n  +  1). 
Dagegen  sind  in  einer  Reihe  von  Kegelschnitten  (fi,  v)  solche,  die  oiiicii 
festen  Kegelschnitt  berühren,  in  der  Zahl  2  (ft  +  ^0  enthalten. 

430.  Vom  Schlusssatz  des  vorigen  Art.  aus  lässt  sich  die 
Frage  nach  der  Zahl  von  Kegelschnitten,  welche  fünf  Bedingungen 
genügen,  umfassender  als  vorher  erledigen. 
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Denn  derselbe  sagt,  dass  die  Kegelschnitte  durch  drei  gegebene 
Punkte,  welclie  eine  Curve  w*«*"  Ordnung  berühren,  eine  Reihe  bilden,  för 
welche  die  Charakteristiicen  fA  und  v  respective  die  Werthe  n  (n  4~  1)  ^^^ 
2n(n+l)  besitzen.  Daraus  ergiebt  sich  ebenso  wie  jener  Schiasssalz 
der  neue  Satz : 

7.  Es  giebt  /i«,  (n+1)  («i  +  l)  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  ge- 
gebene Punkte  gehen  und  zwei  Curvenvun  den  Ordnungen  n  und  ii|  berühren. 

Da  ferner  für  die  durch  zwei  Punkte  und  zwei  Tangenten  bestimmte 
Reihe  von  Kegelschnitten  (a  =  v  =  4:  ist,  so  erhält  man 

8.  4 n^ Kegelschnitte,  welche  durch  zwei  Punkte,  zwei  Tangenten  und 
die  Berülirung  mit  einer  gegebenen  Curve  n*^**  Ordnung  bestimmt  sind. 

Nach  7.  bilden  die  durch  zwei  Punkte,  eine  Tangente  und  die  Be- 
rührung mit  einer  Curve  n^^**"  Ordnung  bestimmten  Kegelschnitte  eine 
Reihe,  für  welche  (i  und  v  respective  gleich  2n  (n  +  1)  und  4n^  sind; 
daher  folgt  aus  5.  der  Satz 

9.  Es  giebt  2 n  /ij  (n  Wj  +  w  +  «j  —  1)  Regelschftitte,  welche  durch 
zwei  Punkte  gehen ,  eine  Gerade  und  zwei  Curven  von  den  Ordnungen  n 
und  n^  berühren. 

Da  dann  wieder  nach  7.  und  9.  für  die  Reihe  von  Kegelschnitten, 
welche  zwei  Punkte  enthalten  und  zwei  Curven  n'^**  und  n|*^'  Ordnung 
berühren,  (i  und  v  respective  gleich  nn^  {n  -^  1)  (n^  -|~  1)  ^^^ 
2nn^{nni  +  w  +  «i  —  1)  sind ,  so  folgt  aus  5.  wieder 

10.  Es  giebt 

«w,  «2{^'*i'*2+  (''Wi  +  Wi'*2+^2'*)+(«+«i+W2)— 3}  Kegelschnitte, 
welclie  durch  zwei  Punkte  gehen  und  drei  gegebene  Curven  berühren. 

Der  Satz  1.  giebt  ferner  für  die  durch  einen  Punkt  und  drei  Tangen- 
ten bestimmte  Reihe,  für  die  fA=4,  v=2  ist, 

11.  Es  giebt  2n{2n — 1)  Kegelschnitte,  die  durch  einen  Punkt  gehen 
und  drei  Gerade  sowie  eine  Curve  n^^i*  Ordnung  berühren. 

Und  da  nach  8.  und  11.  für  die  durch  einen  Punkt,  zwei  Gerade 
und  eine  Curve  bestimmte  Reihe  fi  =  4 n'^  v  =z2n{2n  —  1)  sind ,  so 
folgt  durch  5.  wieder 

12.  Es  giebt  2 nn,  (2/171,  —  1)  Kegelschnitte,  die  durch  einen  ge-* 
gebcnen  Punkt  gehen  und  zwei  Gerade  und  zwei  Curven  n^^^  und  /t,*^'' Ord- 
nung berühren. 

Aus  9.  und  12.  folgt 

13.  Es  giebt 

2nnin2{«n,W2  +  (n«,  +  w^Wj  +  «2«)  —  («  +  »1  +  «2)} 
Kegelschnitte,  die  durch  einen  Punkt,  eine  Tangente  und  die  Berührung 
mit  drei  Curven  von  den  respectiven  Ordnungen  n,  n, ,  itj  bestimmt  sind. 
Aus  10.  und  13.  folgt 

14.  Es  giebt 

nn^n^n^  {«Wi«2^3  +  K''2'*3  +  n^n^n  -f  n^nn^  +  nn^n^ 
-^  (wn,  +  Wi  «2+^2^3+»  «2+ Wiw^+nwj)  — 3(71+11, +n2+n3)+3} 
Kegelschnille,    die  durch  einen  Punkt   gehen  und  vier  Curven  von  den 
respectiven  Ordnungen  ;i,  «, ,  «2»  ^3  berühren. 
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Da  endlich  die  durch  vier  Tangenten  bestimmte  Reihe  die  Gharakleri- 
Silken  /i«  =  2 ,  i/  =:  1  hat ,  so  liefert  5.  noch 

15.  Es  giebt  n(2w  —  1)  Kegelschnitte,  welche  vier  Gerade  und  eine 
Curve  w*"""  Ordnung  berühren. 

Dann  folgt  aus  11.  und  15. 

16.  Es  giebt  nnj  Mn/ij  —  2  (n  +  w^)  +  1\  Kegelschnitte,  welche 

durch  die  Berührung  mit  drei  Geraden  und  zwei  Gurven  n^^'^  und  /i/^'' Ord- 
nung bestimmt  sind. 

Dann  aus  12.  und  16.  wieder 

17.  Es  giebt  n«,«2  /^nnjn^— 2(«+  «j +  «3) +3 1  Kegelschnitte. 

welche  zwei  Gerade  und  drei  Gurven  von  den  Ordnungen  n,  »p  »2  berühren. 
Aus  13.  und  17.  ferner 

18.  Es  giebt 

nnj 712/13  I  2/2/1,^2/13  +  2  (nj/i2/i3  +  . . .)  —  2  (/i/i,  +  • .  )  +  3  l 
Kegelschnitte,  die  eine  Gerade  und  vier  Gurven  von  den  Ordnungen 
/t  >  /ij  I  /I2  >  ^3  berühren. 

Und  aus  14.  und  18.  endlich 

19.  Es  giebt 

/I/l,/l2/l3/l4{/l/li/l2/l3«4   +  (^\»2^'S^A  +   -O  +  (««1«2+   •  •    ) 

—  3(/i/ii  +  ...)  +  3  (/i  +  ...)} 

Kegelschnitte,  welche  fünf  Gurven  von  den  Ordnungen  /i,  ;ij ,  /ij»  '<3>  /1.1 
berühren. 

Also  z.  B.  3264,  welche  fünf  gegebene  Kegelschnitte  berühren; 
224,  welche  durch  einen  Punkt,  eine  Tangente  und  drei  berührende 
Kegelschnitte;  56,  welche  durch  zwei  Punkte  (Tangenten),  eine  Taugente 
(einen  Punkt)  und  zwei  berührende  Kegelschnitte  bestimmt  sind;  etc. 

431.  Wir  fahren  fort  in  Weilerföhrung  der  Sätze  des  Art.  429. 

20.  Die  Zahl  der  Kegelschnitte  einer  Reihe  (fi,  v),  welche  zwei  feste 
Punkte  zu  harmonischen  Polen  haben,  ist  (a  und  die  Zahl  derer,  in  Bezug 
auf  welche  zwei  feste  Gerade  harmonische  Polaren  sind,  ist  v.  Denn  nach 
2.  umhüllen  die  Polaren  des  einen  Punktes  eine  Gurve ,  an  welche  vom 
zweiten  aus  fi Tangenten  gehen;  und  nach  1.  liegen  die  Pole  der  ersten 
Geraden  auf  einer  Gurve,  die  mit  der  zweiten  1/ Punkte  gemein  hat.  Darum 
exisliren  in  einer  Reihe  (i  gleichseitige  Hyperbeln. 

21.  In  einer  Reihe  von  Kegelschnitten  (ft,  v)  umhülleu  die  geraden 
Linien ,  welche  den  Pol  einer  festen  Geraden  L  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt des  Systems  mit  den  Schnittpunkten  dieses  Kegelschnitts  mit  einer 
andern  festen  Geraden  G  verbinden,  eine  Gurve  von  der  Glasse  {fi  +  2v), 
welche  diese  letztere  Gerade  2vmal  berührt.  Denn  es  gehen  durch  einen 
beliebigen  Punkt  (fi-|-2v)  Gerade,  die  einen  Punkt  a  von  G  mit  dem  Pol 
von  L  in  Bezug  auf  den  zugehörigen  Kegelschnitt  verbinden ;  eine  durch 
diesen  Punkt  p  gehende  Gerade  sclmeide  G  in  x,  so  liegen  nach  1.  vPolc 
auf  px  und  die  zugehörigen  Kegelschnitte  schneiden  G  in  2  v Punkten  u, 
durch  deren  jeden  ft  Kegelschnitte  f;ehen,  für  welche  die  von  ihren  Polen 
in  Bezug  auf  L  nach  p   gehenden  Geraden  6^  in  ft  Punkten   schneiden. 
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Darum  cxislircn  auf  G  (ft  -|-  2 )')  Punkte  x»  von  denen  jeder  mit  dem  ent- 
sprechenden u  zusammenßllt.  (Art.  344.)  Die  Gerade  G  berührt  aber 
2vmal,  weil  auf  G  i/Pole  liegen  und  die  von  ihnen  nach  den  2  v Schnitt- 
punkten von  G  mit  den  entsprechenden  Kegelschnitten  gehenden  Geraden 
2 1/ Tangenten  der  Ourve  liefern.  Wenn  6^  in  unendlicher  Ferne  ist,  so 
sind  die  betrachteten  Geraden  die  Durchmesser  der  Kegelschnitte,  welciie 
nach  den  Durchschnitten  derselben  mit  der  Geraden  L  gehen.  Setzt  manX 
in  unendlicher  Ferne  voraus,  so  hat  man  die  Parallelen  zu  den  Asymptoten 
der  Kegelschnitte  des  Systems,  welche  durch  die  bezügliche  Pole  von  G  gehen. 

22.  Wenn  man  durch  die  Pole  einer  Geraden  L  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  der  Reihe  (ji,  v)  gerade  Linien  nach  einem  festen  Punkte? 
zieht,  so  umhüllen  die  von  jenen  Polen  ausgehenden  harmonischen  Pola- 
ren derselben  eine  Curve  (u  +  v)*®*"  Glasse,  welche  die  feste  Gerade  vmal 
berührt.  Denn  durch  einen  beliebigen  Punkt  p  gehen  (fi  +  ^)  solche  har- 
monische Polaren ;  auf  einer  Geraden  px,  welche  Z  in  o:  schneidet,  liegen 
V  Pole  von  1(1),  durch  die  man  die  Geraden  nach  dem  festen  Punkt  P 
und  ihre  conjugirten  zieht,  die  Z  in  v  Punkten  y  schneiden,  welche  den 
X  correspondiren ;  ist  aber  ein  Punkt  y  willkürlich  genommen,  so 
umhüllen  seine  Polaren  eine  Gurve  von  der  Glasse  fi.(2)  und  durch  P gehen 
also  fi  solche  Polaren ;  die  von  den  Polen  der  fi  zugehörigen  Kegelschnitte 
nach  p  gezogenen  Geraden  schneiden  L  in  (a  Punkten  x  und  es  entspre- 
chen somit  einer  Geraden  px  Gerade  py  in  der  Zahl  v  und  einer  Geraden 
py  Gerade  px  in  der  Zahl  (i,  d.  h.  der  zu  dem  citirten  Satze  des  Art  344 
dualistisch  entsprechende  Satz  liefert  den  Beweis.  Ist  L  unendlich  entfernt, 
so  gilt  der  Satz  von  den  Durchmessern  der  Reihe  (fi,  v),  welche  den  nach 
einem  festen  Punkt  gehenden  conjugirt  sind.  L  ist  eine  v  fache  Tangente, 
weil  sie  von  v  Kegelschnitten  der  Reihe  berührt  wird. 

Darum  existiren  in  einer  Reihe  (ft,  v)  eineZahl  (fi-f-^) Kegelschnitte, 
von  denen  zwei  conjugirte  Durchmesser  durch  zwei  gegebene  Punkte  geben. 

23.  Zieht  man  durch  jeden  Punkt  a  einer  Geraden  G  nach  dem  Pole 
einer  andern  Geraden  L  in  Bezug  auf  die  durch  a  gehenden  Regelschnille 
der  Reihe  (|k,  v)  gerade  Linien,  so  schneiden  dieselben  die  Kegelschnitte 
in  Punkten  einer  Curve  von  der  Ordnung  (|ii-|-2v),  welche  ftmal  durch 
den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  geht.  Der  letztere  Punkt  ist  fAfacli, 
weil  durch  ihn  fi  Kegelschnitte  der  Reihe  gehen,  die  von  den  (i  Geraden 
nach  den  entsprechenden  Polen  von  L  in  ihm  geschnitten  werden.  Aus- 
serdem schneidet  G  v  Kegelschnitte,  die  ihre  Pole  auf  L  haben,  in  2v  Punk- 
ten. Insbesondere  haben  die  nach  den  Schnittpunkten  der  Kegelschnitte 
der  Reihe  mit  einer  festen  Geraden  gehenden  Durchmesser  ihre  Enden  auf 
einer  Curve  von  der  Ordnung  (|*  +  2v),  welche  jtimal  durch  den  unend- 
lich fernen  Punkt  der  Geraden  geht. 

24.  Die  Geraden ,  welche  von  den  Berührungspunkten  der  Kegel- 
schnitte der  Reihe  (fi,  v)  mit  den  aus  einem  festen  Punkte  an  sie  gehenden 
Tangenten  nach  den  Polen  einer  Geraden  G  gezogen  werden,  umhüllen 
eine  Curve  von  der  Chisse  (2(1  +  v).  Denn  durch  den  festen  Punkt  gehen 
fi  Kegelschnitte  und  also  fi Gerade  nach  den  entsprechenden  Pulen  von  G. 
Da  aber  die  Enveloppe  der  Taugenten  der  Kegelschnitte  der  Reihe  (fi.  v) 
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in  Punkten  einer  Geraden  von  der  Classe  [fi  -}-  v)  ist  und  diese  Gerade  in 
t^  Punkten  berüiirt.  so  gehen  von  dem  festenPunkte  aus  {(i+v)  Tangenten 
an  diese  Gurve,  welche  ebenfalls  mitzählen.  Der  Satz  gilt  insbesondere 
wieder  von  den  Durchmessern  nach  den  Berührungspunkten. 

Man  hat  auch  für  die  Tangenten  der  Kegelschnitte  der  Reibe  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  den  von  einem  festen  Punkt  nach  den  Polen  einer 
festen  Geraden  gehenden  geraden  Linien  eineEnveloppe  (2fi-t~  ^)^^'^  Glasse 
und  insbesondere  für  die  Tangenten  in  den  Enden  der  durch  einen  festen 
Punkt  gehenden  Durchmesser  eine  solche  Gurve  mit  v  unendlich  fernen 
Tangenten. 

25.  Wenn  durch  den  Pol  p  einer  festen  Geraden  G  in  jedem  Kegel- 
schnitt der  Reibe  (fi,  v)  eine  Gerade  nach  einem  festen  Punkt  P  und  eine 
zweite  so  gezogen  wird,  dass  beide  ein  festes  Segment  ef  von  G  nach 
constantem  Doppel  verbal  Iniss  Iheilen,  so  umhüllen  die  letzteren  Geraden 
eine  Gurve  von  der  Glasse  2v,  welche  jede  der  Geraden  Pe^  Pfund  G 
1/fach  berührt. 

Denn  die  einzigen  Tangenten  durch  JP  sind  die  Geraden  Pe,  Pfund 
jede  derselben  repräsentirt  vmal  die  umhüllende  Gerade,  weil  sie  vPole 
enthält;  so  auch  G,  weil  sie  v  Kegelschnitte  der  Reihe  berührt. 

Insbesondere,  wenn  Durchmesser  der  Kegelschnitte  der  Reihe  durch 
einen  festen  Punkt  gehen,  so  umhüllen  die  zu  ihnen  unter  gegebenem 
Winkel  geneigten  Durchmesser  eine  Gurve  2 1/^^*' Classe;  die  v fachen  Tan- 
genten sind  die  unendlich  entfernte  Gerade  und  die  Asymptoten  des  Kreises. 

26.  Wenn  in  jedem  Kegelschnitt  der  Reihe  (fi,  v)  durch  den  Pol  der 
festen  Geraden  G  zwei  conjugirte  Gerade  so  gezogen  werden,  dass  sie 
das  Segment  ef'in  G  nach  gegebenem  Doppelverhältnlss  Iheilen,  so  um- 
hüllen dieselben  je  eine  Gurve  ((i  +  v)^^*"  Classe,  welche  G  vmal  berührt. 
G  ist  eine  v  fache  Tangente,  weil  sie  v  Kegelschnitte  berührt;  und  es 
gehen  durch  jeden  Punkt  a  von  G  ft Gerade  nach  ihrem  Pol.  weil  a  auf 
G  einen  andern  Punkt  b  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  das  Doppel- 
verhältniss  fefahX  constant  sei  und  folglich  fi  Kegelschnitte  existiren, 

die  a  b  harmonisch  theilen  (20).  Speciell  gilt  der  Satz  von  conjugirten 
Durchmessern  der  Kegelschnitte  des  Systems,  welche  einen  gegebenen 
Winkel  von  bestimmtem  Sinn  einschliessen  (also  noch  specieller  von 
den  Axen  derselben),  wenn  man  ^, /*  als  die  imaginären  Kreispunkle 
im  Unendlichen  voraussetzt.  In  der  Reihe  existiren  fi Kegelschnitte,  deren 
Axen  gegebene  Richtung  haben.  Sind  ß, /die  Richtungen  von  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Geraden,  so  erhält  man  die  Durchmesser,  deren 
Winkel  von  bestimmtem  Sinn  eine  Halbirungslinie  von  fester  Richtung 
haben.  (Art.  420.)  Dabei  umhüllen  die  Tangenten  in  den  Schnittpunkten 
der  betrachteten  conjugirten  Geraden  Curven  von  der  Classe  (2ft  +  v), 
welche  G  zur  v  fachen  Taugente  haben. 

27.  Wenn  man  durch  den  Pol  p  einer  Geraden  G  in  jedem  Kegel- 
schnitt der  Reihe  (fi,  v)  zwei  conjugirte  Gerade  zieht,  die  ein  festes  Seg- 
ment ef  in  G  nach  gegebenem  Doppelverhältniss  theilen,  so  schneiden 
diese  dieKegelschnitte  in  Punkten  zweier  Curven  von  der  Ordnung  (2fi-)-3v). 
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Dem  Punkte  a  auf  G  ealspriclil  eiu  Punkt  b  mit  dem  Doppelverliällniss 
fefabX  und  zieht  man  von  b  Tangenten  an  die  Kegelschnitte,  so  ent- 
hält eine  beliebige  Gerade  L  {^k  +  v)  BerOhrungspunkle  und  die  Geraden, 
die  von  ihnen  nach  den  Polen  der  entsprechenden  Kegelschnitte  gezogen 
sind ,  treffen  G  in  [^•\-v)  Punkten  a\  welche  dem  a  entsprechen.  Nimmt 
man  umgekehrt  a  auf  G  beliebig  an,  so  gehen  durch  denselben  (21) 
^  +  2  V  Gerade,  deren  jede  den  Pol  von  G  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
der  Reihe  mit  einem  Schnittpunkte  des  Letztern  mit  L  verbindet;  die 
fi  +  2  V  Tangenten  der  Kegelschnitte  in  diesen  letzteren  Punkleu  treffen 
(7  in  |it -l-*  2^  Punkten  6»  denen  ebenso  viele  durch  fefab\  bestimmte 
Punkte  a  entsprechen;  daher  giebt  es  auf  Z  zusammenfallendeentsprechende 
Punkte  in  der  Zahl  (f*+v)  +  (fi+2t/).  Sind  insbesondere  ß,  /"die  imagi- 
nären unendlich  fernen  Kreispunkte,  so  erhält  man  den  Ort  der  Punkte, 
deren  Durchmesser  mit  der  Tangente  einen  gegebenen  Winkel  von  ge- 
gebenem Sinn  machen ,  speciell  also  den  Ort  der  Scheitel.  Sind  sie  die 
Richtungen  rectaugulärer  Geraden,  so  ist  es  der  Ort  der  Punkte,  deren 
Durchmesser  mit  der  Tangente  einen  Winkel  bilden,  dessen  Halbirungslinie 
eine  gegebene  Richtung  hat. 

432.  Die  Beispiele  des  vorigen  Art.  werden  genügen,  ebenso 
um  den  Charakter  der  Satze,  als  die  Beweismelhode  darzulegen, 
die  auf  Grund  des  Satzes  von  Art.  344,  p.  432  ihnen  entspricht. 
Wir  fugen  ohne  Beweis  als  Aufgaben  hinzu: 

28-  Wenn  man  in  den  Schnittpunkten  a  der  Kegelschnitte  der  Reihe 
(fi,  v)  mit  einer  festen  Geraden  L  an  jene  die  Tangenten  al  und  zu 
jeder  derselben  aus  dem  nämlichen  Punkte  eine  Gerade  ai  zieht,  welche 
mit  ihr  ein  festes  Segment  ef  nach  gegebenem  Doppelverhällniss  theill, 
so  umhüllen  die  Letzleren  eine  Gurve  von  der  Classe  2fi.-|-v.  wclclieZ 
(ft  +  i/)mal  und  effimnl  berührt.  (Vergl.  24,  25.)  Sind  e,  f  unendhch 
entfernt,  so  sind  at^  at  respectivc  den  entsprechenden  Strahlen  zweier 
projecti vischen  Büschel  parallel  und  diese  wieder  können  insbesondere  g<^en 
eine  feste  Gerade  gleich  geneigt  sein  oder  durch  die  Sclienkel  eines  Win- 
kels von  conslanter  Grösse  gebildet  werden;  ist  der  Letztere  ein  rechter, 
so  erhält  man  die  Enveloppe  der  Normalen  der  Kegelschnitte  der  Rcilie  in 
Punkten  einer  Geraden.  Geht  L  durch  e,  so  reduoirt  sich  die  Qasscauf 
li  +  v  und  L  berührt  v mal;  und  ist  e,  f  im  Unendlichen,  so  sind  at,  a( 
zu  L  und  einer  Geraden  von  gegebener  Riclitung  harmonisch  conjugirt; 
ist  diese  Richtung  normal  zu  Z,  so  machen  sie  mit  L  gleiche  Winkel. 

29.  Für  die  Kegelschnitte  einer  Reihe  (fi,  v)  und  einen  festen  Kegel- 
schnitt S  ist  der  Ort  eines  Punktes  a,  für  welchen  die  Tangente  at  eines 
durch  ihn  gehenden  Kegelschnitts  der  Reihe  und  eine  der  Tangenten  af 
von  Sein  Segment  e/*nach  gegebenem  Doppelverhältniss  lheilen,eincCurvc 
von  der  Ordnung  2(2|Li  +  i^)>  welche  2ftmal  durch  e{f)  geht  und  S  in 
2(2ff  -^v)  Punkten  berührt.  Ist  ef  im  Unendlichen,  so  sind  ai^  af 
entsprechenden  Strahlen  projecti  vi  scher  Büschel  parallel;  elc 

30.  Wenn  man  durch  jeden  Punkt  a  eines  festen  Kegelschnittes  S  die 
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Tangente  a  t  eines  durch  ihn  gehenden  Kegelschnitts  der  Reihe  (ft,  v)  und 
eine  andere  Gerade  a^  so  zieht,  dass  heidc  ein  Segment  ef  nach  gegebenem 
Doppel  verha  Uni  SS  theilen,  so  umhüllen  die  letzteren  Geraden  eine  Gurve  von 
derGlasse  2(2^1-1-^)*  ^velche  ß/'2fimal  und  den  Kegelschnitts  2(2fi4-i^)mal 
heröhrt.  Nach  beiden  letzten  Sätzen  ist  die  Zahl  der  Kegelschnitte  der 
Reihe  (ft,  v),  welche  einen  Tosten  Kegelschnitt  S  so  schneiden,  dass  die 
Tangenten  im  Schnittpunkt  ein  festes  Segment  nach  gegebenem  Doppel- 
verliällniss  theilen,  gleich  2(2fi  -|-  v)\  also  insbesondere  die  der  Kegel- 
schnitte, die  S  unter  gegebenem  Winkel  von  bestimmtem  Sinne  schneiden» 
oder  unter  Winkeln  von  gegebener  Richtung  der  Elalbirungslinie. 

433.  Die  vorhergehenden  Sätze  zeigen  den  allgemeinen  Cha- 
rakter, dass  die  Zahl  z  der  Kegelschnitte  einer  Reihe  {^,  v),  welche 
einer  vorgeschriebenen  fünften  Bedingung  genügen,  durch  ein  Binom 
von  der  Form  a^  +  ßv  ausgedrückt  wird,  für  or,  ß  als  Zahlen, 
die  von  ft,  v  unabhängig  sind  und  deren  eine  auch  Null  sein  kann. 
Man  hat  die  Zahl  a^k  -{-  ßv  den  Modulus  der  betrachteten 
Bedingung  genannt.  Mit  Hilfe  dieser  Zahlen  kann  man  die  Cha- 
rakteristika einer  Reihe  berechnen,  welche  vier  ge- 
gebenen Bedingungen  unterworfen  ist.  Die  Eigenschaften 
der  Reihen,  von  welchen  die  beiden  vorigen  Art.  Beispiele  gaben, 
ermöglichen  so  die  Lösung  sehr  allgemeiner  Probleme  über  die  Be- 
stimmung der  Kegelschnitte.  Die  Charaktere  der  durch  Punkte  und 
Gerade  bestimmten  Reihen  sind  1)  (4p)  —  (1,  2);  2)  (  4^)  =  (2,  1); 
3)(3p,  l^).-(2,4);  4)(lp,  3//)-(4,  2);  5)  (2p,  2^)^(4,  4). 
Bezeichnet  dann  B^  eine  gegebene  Bedingung,  so  bestimme  man 
die  Charaktere  der  Reihen  a)(3p,^j),  (2p,l^,  B^\  (lp,2^,^i),  (3^^,  i5,); 
die  Einführung  einer  zweiten  Bedingung  B^  führt  dann  zur  Be- 
rechnung der  Charaktere  von  b)  [2p^B^^B^^  [Ip^lg^B^^B^^  ("Ig^B^.B,^ ; 
die  der  dritten  ^3  zu  der  von  c)  (Ip,  J?j,  ^j»  ^3)  ""<^  [^9t  ^n  ^2)  ^3) 
und  endlich  die  der  vierton  zur  Berechnung  der  Charakteristiken 
der  durch  jene  vier  Bedingungen  bestimmten  Reihe  [B^^  B^^  B^^  ^4). 
Die  vorigen  Sätze  dienen  dabei  als  Vermittler,  wie  folgt:  Drückt 
B  z.  B.  aus,  dass  zwei  conjugirte  Durchmesser  des  Kegelschnittes 
durch  feste  Punkte  gehen  sollen,  so  hat  man  nach  dem  bezüg- 
lichen Satze  (22.)  c{4p,  i5)  =  3,  2(3/?,  1^,  5)  =  6,  z(2p,  2g,  B)=S, 
z(lp,  3g,  B)  =  e  und  2(4^,  Ä)  =  3  imd  somit  (3p,  B)  =  (3,  6); 
(2p,  1^,  B)  =  (6,  8);    (Ip,  2g,  B)  --  (8,  6);    (3g,  B)  =  (6,  3). 

Aufg,  1.  Wir  nehmen  als  erstes  Beispiel  die  Bestimmung  der  Charak- 
tere einer  Reihe,  welche  vier  feste  Kegelschnitte  S^,,,,S^  unter  gegebenen 
Winkeln  schneidet.    Dabei  sind  nach  einander  die  Charakteristiken  von 
a)  (3p,  S,),  (2p,  1^,  S,),  (Ip,  2g,  S,),  (3g,  5,); 
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b)  (2p,5i,S,),(lp,lör,5i,52),(2ör,5i,S2);  c){ip, S^, S^ S^),  {IgAAA) 
zu  berechnen  und  man  bedient  sich  dazu  des  am  Schluss  des  vorigen  Arl. 
gegebenen  Satzes  oder  der  Formel  2  (2f4  -f  v).  Nach  ihm  schneiden  in 
den  Reihen  (4p)  und  (3p,  1^)  respective  8  und  16  Kegelschoitle  S^ 
unter  gegebenen  Winkeln,  d.  i.  man  hat  (3p,  St)^^(8,  16);  denn  wenn 
8  Kegelschnitte  S^  unter  gegebenem  Winlie]  schneiden ,  so  gehen  auch  8 
Kegelschnitte  der  Reihe  (3p,  S^)  durch  einen  vierten  Punkt,  etc.;  ebenso 
folgt  dann  (2p,  1^,  S^)  =  (16,  24),  (Ip,  2g,  5,)  =  (24,  20), 
(3^,  S,)  =  (20,  10).  Die  Charaktere  von  (2p,  -S,,  S^}  sind  die  Zahlen 
r(3p,  Sj,  Sj);  a;'(2p,  Ig^  S, ,  Sj)  und  daher  nach  dem  letzten  Satz  des 
vorigen  Artikels  angewendet  auf  (3p,  S,)  und  (2p,  1^,  S^)  ferner 
(2p,  5i,  5^2)  =  (64,  112);  ebenso  (Ip,  lg,  Äj,  5^)  h=  (112,  136), 
{2g,  S„  S2)  =  (136, 100).  Nach  den  drei  letzten  Reihen  erhalt  man  ferner 
fürS3dieReihen(lp,S„52,53)  =  (480,720),  {lg,Si,S^,S^)={120,  744) 
und  endlich  zuletzt  (S„  S^,  S^,  S^)  =  (3360,  4368).  Es  giebt  endlich 
(2  .  3360  +  4368)  2  oder  22176  Kegelschnitte,  welche  fünf  gegebene 
Kegelsclinitte  unter  vorgeschriebenen  Winkeln  schneiden. 

Aufg.  2.  Oder  ein  Kegelschnitt  der  Reihe  genfige  den  Bedingungen: 
Bi ,  er  berühre  eine  Curve  von  der  Ordnung  «;  B2,  er  habe  einen  Brenn- 
punkt auf  einer  Curve  von  der  Ordnung  p;  ^3.  sei  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt  S  ähnlich;  B^,  seine  Directrix  berühre  eine  Curve  q^°'  Classe. 

Für  die  Charaktere  der  Reihe  (3p,  B^)  hat  man  2(4p,  Bi)=n{n+1\ 
(Satz4);/(3p,löf,^j)=2n(n-f  l)iindsomil(3p,5,)={n(n+l),2«(it+l)}. 

Ebenso  (2p,  lg,B,)^{2n{n+l)M^},  (lp,2^,5,)={4n^2n(2/l-l)}, 

(3^,  B^)  —  {2«(2n— 1),    n(2n— 1)}. 

Für  die  Bedingung  B2  hat  man  den  Satz:  Die  Schnittpunkte  der  von 
zwei  festen  Punkten  an  jeden  Kegelschnitt  der  Reihe  (^ .  v)  gehenden 
Tangenten  liegen  auf  einer  Curve  3  v*®*"  Ordnung,  welche  vmal  durch  jeden 
der  zwei  Punkte  hindurchgehl ;  derselbe  giebt  den  Ort  der  Brennpunkte  für 
die  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen  als  jene  festen  Punkte.  Darnach 
folgt  aus  (3p,  B^)  und  {2p,lg,Bi)  """  z(3p,^i,^2)=2.3ii(»+l)p, 
z'(2p,l^,^2)  =  3.4nV;  also  (2p,^i,^2)"^{2.3n(n+l)p,  3.4«^}- 

Ebenso  ist  2  (2p,  Igr,  ^„  ^2)  =3.4»V»  2'(ip,2<7,^„Ä2)=2-3»(2w-l)p 
und   somit    (Ip,  1^,  5^,  B^)  =  {3  .4n2p,  2  .  Sn{2n  —  l)p}\ 

endlich  z  (Ip,  2g,  B^,B^  =  2, 3n  (2n— 1) p,  z\^g,  B^ ,  Ä.,)= 3n(2it— l)p 
und  also  {2g,  B^,  B^)  =  {2.3n(2n— ijp,  3w(2n— l)p}. 

Für  die  dritte  Bedingung  dient  der  Satz:  In  der  Reihe  (jk,  v)  giebt  es 
2fi  Kegelschnitte,   welche  einem  gegebenen  Kegelschnitt  ähnlich  sind. 

Nach  (2p,  ^1,  ^^2)  ^^^  i^P^  ^9^  ^n  ^2)  '^^^  ™^°  daher 
2(2p,  ^1,  Ä^,  ^3)  =  2 . 2 . 3/i  (n+  l)p,  «'(Ip,  1  g,  B^,  B^,  ^3)  ==  2 . 3 . 4mV 
und  (Ip,  ^1,  ^2»  ^3)=  {2  .  2  .  3«(«  +  l)p,  2.3.  4n*p};  ebenso 
nach  {lp,\g,B^,B^  und  [2g,B^,B^  nun  z{\p,lg,By,B2,B^)=^2.ZAf?p 
und    z{2g,  B^,  B^,  J^g)  =  2  .  2  .  3w(2n  —  l)p,  also 

(1^,  B,,  B^,  ^3)  =  {2  .  3  .  4«V»  2  .  3w(2n-l)p}. 
Endlich  entspricht  der  vierten  Bedingung  der  Satz :  DieDirectricen  einer 
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Reihe  (fi,v)  umhüllen  eine  Gurve  von  der  Classe(2|(A  +  v),  die  die  unendlich  ferne 
Gerade  v mal  berührt.  Man  erhall  aus  (1  p,  B^^B-j^  B^)  und  (1^,  B^,  5«, ^3) 
hiermit  z{l/>,  B^,  B^,  B^,  P4)  =  [2.2  .2.3n(«  +  l)p  + 2.3.4«V]g, 
z'(l^,5„52>^3>^4)  =  [2-2.3.4n2p  +  2.3n(2n— l)p>  und  hat  daher 
(^1,  ^2,  ^3,  B,)  =  {24np^(2n— 1),  Gnps'llOn- 1)}. 

Soll  endlich  unter  den  Kegelschnitten  der  Reihe  die  Zahl  derer  be- 
zeichnet werden,  deren  Gen tra  auf  einer  gegebenen  Gurve  r^®*" Ordnung  lie- 
gen, so  ist  nach  dem  Satz  1.  diese  Zahl  =6npgr{10n—  1).  Diese  Zahl 
bleibt  unverändert,  wenn  die  Bedingung  von  der  Directrix  dadurch  ersetzt 
wird,  dass  die  Normale  des  Kegelschnittes  im  Durchschnitt  mit  einer  ge- 
gebenen Geraden  eine  Gurve  q^^^  Ordnung  berühre  oder  dass  die  Normale 
in  einem  der  Durchschnittspunltte  mit  einer  Gurve  g'*«^'' Ordnung  durch  einen 
gegebenen  Punkt  gehe;  denn  in  den  bezüglichen  Sätzen  tritt  gleichmässig 
dieZahi  2fi+v  alsOrdnungs-  oderGlassenzahl  auf.  DieZahl  der  Lösungen 
ist  aber  die  doppelte  der  Vorigen,  w^enn  man  verlangt,  dass  der  Scheitel 
auf  einer  Gurve  von  der  Ordnung  q  liege. 

Aufg,  3.  Sind  allgemein  a^fi+ß^v,  etc.,  (a^fJl+ß^v)  die  Moduli  der 
vier  Bedingungen  B^^  B^^  B^,  B^^  so  erhält  man  nach  einander 
{Sp,B^)^(a,+2ß,,  2«,  +  4ft);  {2p,l9,B,)^{2a,+4ß,,  4.cc,+^ßA; 
(Ip,  2g,  B,)~{4.a^+Aß,,4.a^  +  2ß,);  (Sg,B,)~{4.a^+2ß,,2a,+ß,)  , 

Sodann  {2p,  B,,  B^)  =  {a^a^  +  2{cc^ß^  +  a^ß^)   +  4.ß^ß^, 

2a,«2  +  M<^iß2  +  «2/5i)  +  2/3i/32}; 

(Ip,  1^,  B,,  B^)  EEZ   {2a,a^  +  4.{a,ß^  +  a^   +  ^ßiß'Z^ 

4:cc^a^  +  4:(a^ß2  +  cc^ßt)   +  /^^/Jj}; 

1(2^,  B,,  B^)  _  {4«, «2   +  4.(a^ß^  +  a^ft)  +  ^ßxßz. 

4cf,«2  +   2{a,ß^  +  a^ft)   +  /^ijSs}- 

{lp,B^,B^,B^)  =  {a,a^a^  +  22a,a^ß^  +  4.Za^ß^ß^  +  4.ß,ß^ß^, 

2«ia2«3  +  4.2a,a^ß^  +  4.Za,ß^ß^  +  2ß^ß^ß^); 
{lg,B^,B^,B,)—{2a,a^a^  +  4.Za,a^ß^  +  ^^a^ß^ß^  +  2ß,ß^ß^, 

Dann  folgen  die  Gharakteristiken  der  Reihe  (j5j,  ^2»  ^3»  ^4)  ™*^ 
fi:=aia^a^a^+  2ZaiCe.^a^^+  4:i:aia^ß^ß^  +  4:Zaiß^ß,^ß^  +  "^ßxßißzßiy 

v=2a^a2«3«4+  ^^^\,^2^:iß\+  ^^^i^iß^ßi  +  ^^'*iß2ß^ßi+  ßißißßv 
Da  der  Modul  der  Bedingung  der  Berührung  mit  einer  Gurve  von  der  Ord- 
nung ß^  und  der  Glasse  a^  genau  ci^^l  +  ß^v  ist ,  so  ist  insbesondere  die 
Zahl  der  Kegelschnitte,  welche  fünf  Gurven  von  gegebenen  Ordnungen  ßi 
und  Glassen  a«  berühren ,  gleich 

«l«2^3«4«5  +  22;aja2«3<^4/^5   +  ^^^\^2^^ßAßh   +  ^^"i^lßsßißb 

2Eu^ß^ß.;^ß^ßr,     +     ßlßiß^ßißb- 

Für  die  weitere  Ausführung  dieser  Theorie ,  insbesondere  die  Behandlung 
vielfacher  Bedingungen,  wie  die  doppelter  Berührungen,  Berilhrungen  hö- 
herer Ordnungen  etc.  verweisen  wir  auf  die  Quellen ;  denn  das  Vorige  er- 
scheint hinreichend  zur  Gliarakteristik  der  Methode. 


^ 
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A.    Kap.  I  — XIV. 

Art.  120,  p.  152,  ZI.  15  v.  o.  Die  Gleichung  der  Selinc  ist  voo 
Bii  rnside  dem  Verfasser  angegeben  worden.  —  Art.  134,  Aufg.7.  VergL 
„CambridgeMath.  Journ.*'  Bd.  l.p.  169.  —  Art.  138 f.  DieUntcrsudiungder 
Systeme  von  Kreisen  mit  der  nämlichen  Radicaiaxe  ist  neuestens  von  Gase y 
mit  Ergebnissen  bereichert  worden.  Siehe  „Quarterly  Journ.  of  Mathem." 
Bd.  5,  p.  43,  118.  Vergl.  Art.  397.  —  Art.  156.  Die  Gleichung  der  einem 
Dreieck  umgeschriebenen  Kegelschnitte  ward  discutirt  von  Bobiliier  in 
Gergonne's  „Annal."  Bd.  18.  p.  320.  —  Art.  157.  Diese  Gleichung  eioer 
Sehne  gab  Hermes.  Vergl.  die  Programmschrift:  Die  Vcrhältnisscoordi- 
naten  in  der  Ebene,  p.  10.  (Berlin  1860.)  —  Art.  158.  Vergl.  Ferrers, 
„Quarlerly  Journal  of  Mathem.**  Bd.  2,  p.  120.  Die  zweite  Ableitung  steht 
zuerst  in  .»Dublin  Exam.  Papcrs.'*  Jan.  1857.  —  Art.  160.  Die  Gleichung 
der  Sehne  zwischen  zwei  Punl(ten  der  Curve  gab  Hart.  Ebenso  dieAlh 
loitung  der  Glcichunfr  des  eingeschriebenen  Kreises  in  der  Anmerk.  des 
Art.  161.  Vergl.  über  Kreise  am  Dreieck  Greer  ..Quartcrly  Journ."  Bd.  5, 
p.313;  Bd. 7.  p. 70;  Griffiths  ibid.  Bd. 6.  p. 229. 357;  Bd. 7,  p. 46. 341. 
—  Art.  162,  Aufg.  4  der  Satz  von  Feuerbach,  zuerst  in  der  Schrift 
seines  Urhebers  über  die  Eigenschaften  des  geradlinigen  Dreiecks  (NArn- 
l)erg  1822,  p.  55)  gegeben,  dann  von  Steiner  in  Gcrgonne's  ..Annal." 
Bd.  19.  und  in  ..Die  geometrischen  Gonstruclionen*'  (Berlin  1833;  §  12. 
Anmerk.).  Im  Jahre  1860  kamen  die  Geomeler  voa  Dublin  auf  diese 
Satze  und  Salmon  tlieille  im  „Quarterly  Joum.  of  Math."  Bd.  4,  p.  152 
Hart*s,  W.  B.  Hamilton's  und  seine  Besultate  mit.  Insbesondere 
übertrug  Hart  dieselben  auf  die  Kugel.  (Vergl.  Art.  398,  Aufg.  3.) 
Hamilton's  Beweis  und  Construclion  findet  man  Art  312.  Aufg.  2.  — 
Art.  167.  Diese  Methode  gab  Boole  im  „Cambridge  Math.  Journ."  Bd.3, 
p.l06  und  2*«Serie  Bd. 6,  p. 87.  —  Art.  200.  DieSätze  in  denAufg.4bis8 
gab  Sadleir.  —  Art.  234.  Den  Salz  in  Aufg.  6  gab  Frost,  .'.Cambridge 
and  Dublin  Math.  Journ."  Bd.l,  p.68.  Vergl.  Hittorf  in  „Crelle's  Journ.' 
Bd.  38,  p.  89.  Für  die  Gleichung  der  Aufg.  7  siehe  Davies,  „Philosoph. 
Magazine*'  1842,  p.l92.  Der  Beweis  in  Aufg.9  rührt  von  Mac  Cullagh 
her;  der  in  Aufg.  11  von  Larrose  „Nouvelles  Annal."  Bd.  19,  p.  85. 
Die  Gleichung  der  Aufg.  15  gab  M.  Bober ts.  —  Art. 235.  Den  Satz  der 
Aufg. 4  gab  Gregory,  „Cambridge  Math.  Journ." Bd. 2.  p.  16.  ~  Art. 236. 
Für  Aufg.  1  siehe  Brianchon.  Poncelet  in  Gergonne's  „Annal.**  Bd.U. 
p.  205 ;  für  Aufg.  4  ibid.  p.210.  —  Art.  237.  Die  hier  als  specieller  Fall 
der  Methoden  des  17.  Kap.  vorgetragene  Methode  ward  früher  empfohlen 
von  O'Brien,  ..Cambridge  Math.  Journ.**  Bd.  4.  p.  99.  —  Art.  239.  Die 
Formeln  der  Aufg.  7  gab  Mac  Cullagh  ..Dublin  Exam.  Papers*'  1836, 
p.  22.    Das  Beispiel  10  Burnside.    Ebenso  die  Aufg.  15,  wclciie  wir  zu 
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demselben  Art.  nachtragen *).  —  Art.  240.   Vergl.  Turner  „Cambridge 
and  Dublin  Math.  Journ.'*  Bd.  1.  p.  122.  —  Art.  253.  Für  Aufg.  1  vergl. 
Joachimsthal,  „Crelle's  Journ."  Bd. 36,  p. 95.  FflrAufg. 2  dasselbe  und 
Steiner,  „Grelle's  Journ.*'  Bd. 32, p. 300.  —  Art.  265.  Die  Betrachtung 
über  die  Focalsehne  venlanlit  der  Autor  Townsend.  —  Art.  266.  Dieser  Satz 
rQhrt  von  Graves  her;  siehe  seine  Uebersetzung  von  Ghasles'  M^m.  „On 
Cones  and  spherical  Gonics"  p.  77.  —  Art.  267.  Dieser  erweiterte  Satz  ward 
zuerst  von  MacGullagh,  „Dublin  Exam.  Papers"  1841,  p.  41;  1842 
p.  68,  83;  dann  von  Ghasles  „Gomptes  rendus"  Bd.  17,  p.838  gegeben 
—  Art.  268.    Diesen  Beweis  gab  Hart,  „Cambridge  and  Dublin  Math 
Journ."  Bd.  4,  p.  193.  —  Art.  269.  Die  Kegelschnitte  am  Vierecic  behau 
delte  Freyer  und  bewies  die  von  Steiner  („System. Entwickel."  p.l59 
„Crelle's  Journ."  Bd.  45.  p.l89)  aufgestellten  Sätze.  (Art.  292, 313, 317.) 
Vergl.  seine  Dissertation  „de  quadrilateri  et  quadranguli  intcr  se  polarum 
connexu".  Breslau  1862. 

B.   Kap.  XV— XXV. 

Art.  281.  Der  Salz  von  Brianchon  steht  im  13.  Helt  des  „Journ. 
de  r^cole  polyt."  p.  301.  —  Art.  284,  Aufg.  2.  Der  Beweis  ward  dem 
Verfasser  unabhängig  von  de  Morgan  und  Burnside  milgetheilt.  Für 
fünf  Gerade  bewies  Miquel  (Gatalan's  „Theor^mes  et  Probl^mcs  de 
Geometrie  ^l^mentaire"  p.  93),  dass  die  Brennpunkte  der  fünf  Parabeln, 
welche  sie  zu  vieren  berühren,  auf  einem  Kreise  liegen.  Der  Beweis  in 
Aufg.  3  ist  von  Moore.  Der  Pascal* sehe  Satz  steht  in  der  Schrift  von 
1640:  „Cssais  pour  les  Goniques." —  Art.286.  Steiner  lenkte  die  Auf- 
merksamkeit der  Georoeter  auf  die  vollständige  Figur  des  Pascarschen 
Sechseck's  in  Gergonne's  „Annal."  Bd.  18,  p.  319.  1827.  Seine  Sätze 
erfjänzte  Plücker  „Grelle's  Journ."  Bd.5,  p.268  (vergl.  Steiner  „System. 
Enlwickel."  p.  311) ;  später  haben  Hesse  ibid.  Bd.  24,  p.  40,  Bd.  41 ,  p.  269 ; 
Cayley  Bd. 41,  p.  66;  Kirkmann  „Cambridge  and  Dublin  Math.  Journ." 
Bd.  5,  p.  185  das  System  untersucht;  zuletzt  Grossmann  „Crelle's  Journ." 
Bd.  58,  p.  174  und  v.  Staudt,  ibid.  Bd.  62.  p.  142  neue  Beiträge  dazu 
gegeben.  Siehe  Hesse's  „Vorlesungen  a.  d.  analyt.  Geom.  d.  Kreises  u. 
d.  g.  Linie".  Leipzig  1865.  Vorl.  10.  —  Art.  291.  Der  Satz  Aufg.  3  ist 
von  Burnside  und  der  Aufg.  4  von  Roberts.  —  Art.  295.  Die  Ausdrucks- 
weise des  Satzes  der  Aufg.  1  gab  Townsendin  dem  Werke:  „Chapterson 
Ihe  modern  geometry"  Dublin  1865.  Bd.  2,  p.l65.  Vergl.  die  elegante  Be- 
handlung  eines   allgemeinen  Problems  über   projectivische  Büschel  von 


*)  Aufg.  15.  Die  Länge  der  Sehne  einer  Ellipse,  welche  eine  confocale 
Ellipse  von  den  Halbaxenqnadraten  a* — Ä',  6' — Ä'  berührt,  ist  =2kb'^:ab. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  die  Sehne  zwischen  den  Paukten  a,  ß 
den  confocalen  Kegelschnitt  berührt,  ist 

ft*(ß«— Ä«)  cos«l(«  +  ft  +  «*  i^  —  Ä')  sin4(a  +  ß)^  fl«&«  co8«4  (a-p), 
und  (Aufg.4)  fl«6«ßin«i(a— |5)=:Ä«/Ä«co84(a+P)+fl«8in4(a-H3)}=Ä«Ä'«. 

Die  Länge  der  Sehne  ist  2b'  sinl {a  —  ß)  =:  2h b'^: ab.  Mit  Hilfe  dieses 
Satzes  können  verschiedene  auf  Focalnehnen  bezügliche  Sätze  anf  Sehnen 
ansgedehnt  w^den,  welche  confocale  Kegelschnitte  berühren. 


^ 
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Hesse  in  „Crelle's  Journ  "  Bd. 62»  p.  188  und  im  Allgemeinen  fär  diesen 
Gegenstand  desselben  Autors  schon  genannte  „Vorlesungen".  (3.  bis  7.)  — 
Art. 302.  Der  Hauptsatz  von  Sturm;  Gergonne's  „Annal."  Bd.  17, p.  180. 

—  Art.  303.  Die  Methode  und  die  Beispiele  dieses  Art.  gab  P.  Serret  in 
„Nouv.Annal."  Bd.  24,  p.  145.  Dass  die  conjugirten  zu  den  Punkten  einer 
Geraden  in  den  Diagonalen  eines  Vierecks  in  einer  Geraden  liegen,  gab 
Steiner  an:  „Grelle's  Journ."  Bd.  3,  p.  212.  Den  allgemeineren  Satz, 
dass  drei  Paare  harmonischer  Theilpunkte  der  Diagonalen  in  einem  Kegel- 
schnitt liegen,  verdankt  man  Hesse.  „De  Curvis  et  Superficiebus  secundi 
ordinis."  „Grelle's  Journ."  Bd.  20,  p.  301.  Ebenda  findet  man  zuerst  den 
Begriff  harmonischer  Pole  oder  conjugirter  Punkte.  —  Art.  307,  Aufg.6; 
Art.  308,  6 ;  Art.  329,  7.  Die  Aufgabe  ward  zuerst  für  das  Dreieck  und 
den  Kreis  von  Gramer  an  Gastillion  vorgelegt  und  fand  in  den  Berliner 
Memoiren  von  1776  Lösungen  von  diesem  und  Lagrange;  des  letzteren 
Formel  constniirte  Euler.  (Petersburger  Mdm.  IV.)  Die  Ausdehnung  auf 
Polygone  gaben  Oltajano  und  Malfatti;  zu  Kegelschnitten  gingen  fflr 
das  Dreieck  Brianchon  und  Ger  gönne  Aber;  die  Lösung  von  Poncelet 
steht  in  seinem  „Trait^  des  proprietcs  proj."  p.  352.  Der  Art.  308,  Aufg.6 
gegebene  Beweis  ist  von  Townsend.  —  Art.  311.  Lösung  der  Aufg.  1 
von  Burnside.  —  Art.  313.  Vergl.  Whitworth  „Messenger  of  Math." 
Heft  10,  p.71.  Aufg.  4  entspricht  einer  von  Gremona  gestellten  Aufg. 
(„Giornale  di  Natem.*'  Bd.  2,  p.  30).  Siehe  Art.  356,  Aufg.  4,  6,  wo  der 
Kegelschnitt  dieser  vierzehn  Punkte  als  Govarianie  zweier  Kegelschnitte 
nachgewiesen  ist.    Vergl.  Ferrers  „Messenger  of  Math."  Heft  10,  p.  68. 

—  Art. 321.  Man  verdankt  diese  Methode  Joachimsthal.  —  Art  323. 
Aufgabe.  Vergl.Gayley  „Philosoph. Magaz."  Bd.25,  p.l81.  —  Art324, 
Aufg.  2.  Vergl.  Uearn*s  „Researches  on  conic  sections." — ArLS27.  Das 
Theorem  von  Garno  t  findet  sich  in  „G^om^trie  de  position"  p.437.  Vergl. 
Ghasles,  „Trait^  des  sections  coniques."  Den  Specialfall  des  Satzes  in 
Aufg.  3  bewies  Steiner,  Gergonne's  „Annal."  Bd.  19,  p.  3.  —  ArL  329. 
Der  Satz  von  dem  Polarenbilschel  eines  Punktes  ist  von  Lame.  „Examen 
des  diffi^renles  mcthodes  employöes  pour  r^soudre  les  problömesdeG^roe- 
trie."  Paris  1818.  Der  Satz  in  Aufg. 5  ist  von  Burnside,  der  in  Aufg.6 
von  Williamson.  —  Art. 330.  Die  Methode  dieses  Art.  gab  Aronhold 
gelegentlich  in  „Crelle's Journ."  Bd.  61.  p.l02.  —  Art  337,  338.  Vergl. 
Gayley's  „Fiflh  Memoir  upon  Quantics"  in  „Philosoph.  Transaclions" 
Bd.  148,  p.  434,  und  meine  „Elemente  der  neueren  Geometrie  und  der 
Algebra  der  binären  Formen."  Leipzig  1862.  1.  Kap.  Fflr  ArL  342,  343 
ibid.  III.  Kap.  Auch  G 1  e  b  s  c  h  hatte  dieselbe  Theorie  bearbeitet  und  tfaeilte 
mir  nach  Erscheinen  meiner  Schrift  sein  Manuscript  freundschaftlich  mit 
Ich  verdanke  demselben  Mehreres  in  der  hier  gegebenen  Darstellung,  na- 
mentlich in  Art.  341.  Neuestens  hat  B  a  1 1  a  g  1  i  n  i  in  „Giornale  di  Hatenn." 
Bd.  2,  p.  170  etc.  und  Bd.  3.  p.  24  etc.  dieselbe  Theorie  ausführlich  dar- 
gestellt. —  Art.  342.  Das  Beispiel  ist  von  Gremona.  —  Art.  344.  Fiir 
die  Theorie  der  Involution  erscheint  wichtig  die  Abhandlung  von  Gayley 
„Transact.  of  the  Cambridge  Pliilos.  Soc."  Bd.  11,  p.  21.  (1865.)  -^ 
Art. 346.   Die  Gleichung  k^  J  +  Sk^S  +  3kS' +  J' =  0  findet  sich 
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zuerst  in  L  a  me :  „Examen  des  difförentes  melhodes".  —  Art.  348,  Aufg.  2. 
Vergl.  meine  Abhandlung  in  Grunert's  „Archiv  d.  Math."  Bd.  37,  p.  20.  — 
Art.  349.  Vergl.  Beltrami  „Giornale  di  Matem."  Bd.  3.  p.  76.  — 
Art.  351,  Aufg.  2.  Satz  von  Faure:  „Nouvelles  Annal."  Bd.  19,  p.  234. 
Der  Satz  Aufg.  5  ist  von  Hart,  der  Aufg.  6  von  Burnside.  Vergl.  .»Zeit- 
schrift f.  Math.*'  Bd.  6,  p.  140.  —  Art.  352.  Die  Bedingung  für  das  ein- 
und  umgeschriebene  Dreieck  ward  von  Cayley  in  „Philosoph.  Magaz.*' 
Bd.  6 ,  p.  99  mit  Hilfe  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gegeben 

—  wie  vorher  Jacobi  ..Crelle's  Journ."  Bd.  3,  p.  376  für  den 
Kreis  gethan.  Er  beweist  auch,  dass  wenn  die  Quadratwurzel  aus 
/r^z/  4-  Ar^ö  +  /r6'  +  z/  nach  Potenzen  von  k  entwickelt  durch 
Ä  +  Bk  -^^  Ck'^  +  etc.  dargestellt  wird,  die  Bedingungen  für  die  Mög- 
lichkeit eines  dem  Kegelschnitt  5  =  0  umgeschriebenen  und  dem  Kegel- 
schnitt 1^  =  0  eingeschriebenen  nEcks  für  n  =  3,  4,  5.  6,  7,  8  durch 
die  Ausdrücke   C  =  0,   Z>  =  0,  CE  —  D^^O,  DF^  E^=^0, 

CEG+2DEF--CF^'-D'^G—E^=0,DFH+2EFG'-DG^—E^H—F^=0, 
etc.  —  sämmtlich  Determinanten  der  Coefficienten  der  Entwickelung  —  ge- 
geben sind.  Man  vergleiche  Rosanes  und  Pasch  in  „Grelle's  Journ." 
Bd.  64,  p.  126  und  Moutard  im  Anhange  zu  Poncelet's  „Applications 
d'analyse  et  de  g^ometrie".  Bd.  1,  p.  535.  —  Art.  356.  Für  Aufg. 
4,  6  vergl.  oben  Art.  313  und  Ferrers  „Quarterly  Journ."  Bd.  7,  p.  20. 
Der  Satz  der  Aufg.  14  rührt  von  Faure  her.  —  Art.  357.  Die  specielle 
Transformation  der  Aufgabe  ward  von  Trudi  untersucht;  vergl.  ßrioschi 
in  „Giomalc  di  Matern.*'  Bd.l,  p.26.  —  Art.  358.  Die  allgemeine  Bestim- 
mung der  Substitutionscoefficienten  in  entwickelter  Form  im  Texte,  die 
Gleichungen  der  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  in  Aufg.  6,  sowie  die 
Darstellung  der  Transformation  auf  das  gemeinsame  System  harmonischer 
Pole  in  Aufg.  7  hatAronhold  gegeben ;  „lieber  eine  fundamentale  Begrün- 
dung der  Invarianten  theorie",„Crel]e'8Jouni.**  Bd.  62, p. 281 ;  8ichep.317f., 
p.328  f.  —  Art.  359,  Aufg.  1.  Cayley  gab  im  Wesentlichen  diese  allge- 
meine Auflösung  des  Problems  der  Berührungen ;  „Grelle'sJourn."  Bd.  39, 
p.  4.  Vergl.  „Philosoph.  Magazin'*,  Bd.  27 ,  p.  42.  —  Art.  362.  Für  die 
Transformation  auf  die  Hauptaxen  studire  man  die  Abhandlung  von  Jacobi, 
„Crelle's  Joum."  Bd.  12,  p.  50;  vergl.  Bd.  19,  p.309  und  Hesse  „Vor- 
lesungen über  analytische  Geometrie  des  Raumes".  Leipzig  1861.  237  f.; 
Weierstrass  „Bericht  der  k.Preuss.Akad.d.Wissensch."  1858.  p.207. 
Vergl.  Art.  392,  Aufg.  4.  —  Art.  364.  Der  Satz  der  Aufg.2  ist  von  Ferrers. 

—  Art.  365.  Vergl.  Hensley  „Quarterly  Journ."  Bd.  5,  p.  177,  p.  273 
und  Cayley  über  die  durch  die  Brennpunkte  eiues  Kegelschnitts  gehenden 
Kegelschnitte,  ibid.  p.  275.  (Jeher  die  Behandlung  des  Problems  der  Brenn- 
punkte als  der  Algebra  binflrer  Formen  angehörig  gab  neuestens  Siebeck 
eine  interessante  Abhandlung  in  „Crelle's  Journ."  Bd.  64,  p.  175.  Der  Satz 
in  Aufg.  8  ist  von  Faure;  vergl.  B risse  „Nouvelles  Annal."  Bd.  23, 
p.  253,  257;  p.  393.  —  Art.  366  bis  370.  Die  hier  entwickelte  Theorie 
gab  zuerst  Cayley  in  seinem  „SixthMemoir  upon  Quantics"  in  „Philosoph. 
Transactions**  Bd.  149.  —  Art.  372.  Vergl.  Crem o na  „Gioruale  di 
Matern."    B<l.   1,  p.  360.    Die  Formel   der  Aufg.  2  stammt  von  Syl- 
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vester.  —  Art.  373.  Der  Satz  über  den  ZusammeDhang  der  vier  von  einem 
Punkte  ausgehenden  Normalen   rCihrt  von  Joachimsthal   her  (siehe 
,,Grelle's  Journ."  Bd.  26,  p.  172;  Bd.  38);  seine  allgemeine  Form  gab 
ihm  Cayley  in  ..Crelle's  Jonrn."   Bd.  ö6,  p.  182.  —  Art.  374.  Zum 
Studium  Ist  zu  empfehlen  die  Abhandlung  von  Glebsch  „Crelle's  Journ." 
Bd.  62,  p.  64.  —  Art.  375.    Für  die  Lehre  von  den  geometrischeD  Ver- 
wandtschaften ist  das  grundlegende  Werk  von  Möbius  „Der  barycenlrisclie 
Calcul"  1827  zu  nennen,  wo  im  2.Absclinilt  (p.  179— 368)  von  der  Co!- 
linealion  und  den  speciellen  Arten  derselben,  im  4.  und  5.  Kap.  des  3.  Ab- 
schnitts von  der  Polarreciprocität  und  von  dem  allgemeinen  Enlsprecheu 
zwischen  Punkten  und  geraden  Linien  gebandelt  wird.  —  Art  381.  Die 
Methode  der  reciproken  Polaren  gab  Poncelet;  „Crelle's  Journ."  Bd.  4, 
p.  If.  —  Art.  396.  Die  Parabel  alsDirectrix  der Reciprocl tat  hat  besonders 
Chasles  empfohlen.    „Correspond.  malhem."  von  Quetelet,  Bd.  5,6. — 
Art.  397.   Die  Methode  der  reciproken  Radien  vectoren  ward  als  „Princip 
des  Images"  gegeben  von  W.  Thomson  in  „Liouville's  iourn."  Bd.  10, 
p.364.    VergLLiouville  Bd.  12.,  p.365.   Schon  Jacob!  hatte  sich  mit 
solchen  Betrachtungen  beschäftigt,  siehe  „Crelle's  Joum.**  Bd.  15,  p.  309. 
Neuestens  ist  diese  Methode  auf  elementarem  Wege  als  Circular-Inversion 
von  Town send  (siehe  „Chapterson  ihe  modern Geometry"  Bd. 2,  p.363) 
entwickelt  worden.  Hart  wendete  sie  auf  das'Systcm  desFeuerbach'scbeo 
Kreises  an  und  gab  eine  Gruppen theilung  des  Systems  der  Beruhrungs- 
kreise  von  drei  Kreisen  („Quarterly  Journ."  Bd.  4,  p.260).   Casey  gelang 
ein  einfacher  Beweis  derselben  (ibid.  Bd.  5,  p.  318).   Zum  besonderen 
Studium  ist  zu  empfehlen:  Möbius  „Die Theorie  der Kreisverwandschafl", 
in  „Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wissensch."  Bd.  4,  p.  531.  —  Art.  398.  Die 
Constantc  der  Circularinversion  und  ihre  Anwendungen  gab  Casey  und 
ich  verdanke  sie  der  brieflichen  Mittheilung  Salmon's.  —  Art.  400.  Die 
Methode  des  Entsprechens  von  Geraden  in  Bezug  auf  ein  Vierseit  begrün- 
dete Steiner  („Systematische  Entwickeluug"  p.  277) ;  die  Anwendung  auf 
das  Problem  der  Normalen  verdanke  ich  Cremona.  —  Art  401.    Das 
Entsprechen  von  Punkten  in  Bezug  auf  das  Büschel  von  Kegelschnitten 
entwickelten  Steiner  (ibid.  p. 266)  und  Magnus  „Crelle's Joum."  Bd. 8, 
p.  51.  Dem  speciellen  Fall  der  Aufg.  1  entspricht  die  Kreis verwandschaft; 
vergl.   in  der  citirten  Abhandlung  von  Möbius  p.  556  f.  —  Art  Die 
Methode  der  Projection  verdankt  man  Poncelet;  „Traite  des  propri^tes 
projectives  des  figures".  1822.    Man  kann  diess  Werk  als  grundlegend 
für  die  neuere  Geometrie  (in  einem  weiteren  als  dem  üblichen  Sinne  des 
Wortes)  bezeichnen.  —  Art  414,  Anmerk.  Vergl.  Mulcaky  ,.Principles 
of  modern  Geometry.'*   2.  Aufl.  Dublin  1862.  —  Art.  416.  Das  Prinap 
der  Continuitdt  stellte  Poncelet  in  seinem  vorgenannten  Hauptwerk  auf. 
Vergl.  über  seine  Begründung  desselben  Chasles  (Schuke)  „GeschieiUe 
der  Geometrie"  p.  193  f.  —  Art.  423.  Dieser  Beweis  des  Satzes  von 
Mäc  Cullagh  ist  von  Graves  gegeben  worden.  —  Art  427.    Für  d«i 
ßegriir  der  Curvcnrcihc  siehe  de  Jonquieres  „Theoremes  gen^aox" 
etc.   „Liouville's  Journ."  Bd.  26,  p.  113.    Ueber  die  gemcinscliaftiichen 
Elemente  der  Curveu   eines  Büschels  vergl.  Plücker   „Analy t - geom. 
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Entwickelangen",  Bd.  1,  p.  229.  Der  Satz  von  den  Involutionen,  die  ein« 
Böschel  von  Curven  auf  einer  Transversale  bestimmt,  ward  allgemein  von. 
Poucelet  ausgesprochen  „Gomptes  rendus"  1843,  p.953.  —  Art. 428. 
Die  Poiarentheorie  geht  zurück  auf  einen  Satz  von  Gotes;  siehe  Macl  au- 
rin's  Abhandlung  von  den  Curven  dritter  Ordnung  in  de  Jonquiöres*  „M^- 
langes  de  Geometrie  pure"  (Paris  1856),  p.  205;  für  die  allgemeine  Ent- 
wickelang vergl.  Bobillier  in  Gergonne's  MAnnal."  Bd.  19,  p.  305; 
GrassmaAn  „Theorie  der  Gentralen",  „Grelle's  Journ."  Bd.  24,  p.  262 
und  namentlich  Salmon  „A  treatise  on  the  higher  plane  curves",  1852, 
oder  meine  Abhandlung  „Zeilschrift  f.  Hathem."  Bd.  4,  p.91. —  Art.  429. 
Die  Anwendung  von  zwei  Charakteristiken  zur  Definition  einer  Reihe  ist  die 
glückliche  Idee  von  G  h  a  s  1  e  s ;  an  ihrer  Entwicltelung  haben  deJonquiires 
und  G  r  e  m  0  n  a  fördernden  Antheil  genommen.  Chasles'  Veröflentlichungen 
begannen  im  Febr.  1864,  „Gomptes  rendus"  Bd.  58,  p.  222  und  setzen 
sich  fort  p.  297,  425,  1176;  Bd.  59,  p.7,  93,  209,  345;  sie  erscheinen 
noch  nicht  abgeschlossen,  de  Jonqui^res'  Beiträge  findet  man  in  „Liouvilles* 
Journ.'*  Bd.  29  and  30  (1864,  1865);  die  von  Gremona  in  „Comptes 
rendus"  Bd.  59,  p.  776.  Eine  Darstellung  der  Theorie  gab  der  Letztere 
iu  „Annali  di  Matem."  Bd.  6;  er  hat  sie  der  deutschen  Ausgabe  seines 
Werkes :  „Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Curven". 
Grcifswald  1865,  —  beigefügt.  In  unserer  Darstellung  rührt  der  Beweis 
im  Art.  430  und  die  kurze  Form  mancher  Beweise  in  Art.  431  von  ihm  her. 
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GlBbsch,  Dr.  A.,  Prof.  an  der  polytechnischen  Schale  zu  Carlsrahe»  Theorie 
der  Elasticität  fester  Körper,   gr.  8.    1862.    geh.    n.  3  Thlr. 

„  Der  Herr  Verfasser  halle  als  Lehrer  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsmhe  Geie^vn- 
hoit  and  Beruf,  sich  ausführlicher  mit  den  Anwendnng'en  der  allg-emeinen  Theorie  der  Elasticität 
auf  die  in  der  Technik  besonders  wichtig-en  Fälle  zu  beschäRig-en.  Die  Resultate  dieser  Stadien 
lieg-en  uns  jetzt  in  einem  ziemlich  umfangreichen  Werke  vor,  und  man  kann  dem  Verfasser  aar 
Dank  wissen,  dass  er  unsere  deutsche  Literatur  um  eine  Schrift  bereichert  hat,  welche  einerseit« 
dem  Techniker  das  Erlernen  der  streng-en  Theorie  ermöglicht,  ihm  über  die  Geuauig'keit  seiner 
Rcsullale  nnd  die  Zulässigpkeit  der  in  der  Praxis  üblichen  Voraussetzunf cn  Aufschluss  ci«M,  ajade- 
rerseits  den  Mathematiker  belehrt,  wie  man  von  den  allremeinslen  Gleichung-en  der  Bewegiui^«« 
und  des  Gleichg'ewichts  elastischer  Körper  zu  specicUen  Fällen  ^clang^en  kann,  und  ihm  die  gross« 
Mühe  und  Zeit  erspart,  in  den  Arbeiten  der  Techniker  den  Weizen  von  der  Spreu  zu  sondern.  £a 
ergänzt  daher  dieses  Handbuch  das  berühmte  Werk  des  franzosischen  Physikers  Lame,  welches 
vorzüg-lich  die  allgremeinen  DifTerentialg-leichangvn,  ihre  eleganten  Transformationen,  die  Theorie 
der  k  ry  stall  in  ischen  Korper  und  ihre  optischen  Eig^enschaften  behandelt,  wahrend  Herr  Clebsch 
ausschliesslich  unkryslallinische  Körper  und  deren  Verschiebungen  durch  äussere  KrSfte  in  Betrach- 
tung- zieht."  (Literarisches  Centralblalt  186S,  No.  St.] 

Duhamel,  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris,  Lehrbncli 
der  analytischen  Mechanik.  Deutsch  herausgegeben  von 
Dr.  Oskar  Schlömilch,  Professor  der  höheren  Mathematik  and 
analytischen  Mechanik  an  der  polytechnischen  Schale  in  Dresden.  Zweite 
gänzlich  umgearbeitete  Auflage.  Neue  wohlfeile  Ausgabe.  Zwei 
Bände.  Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten,  gr.  8.  1861. 
geh.    Beide  Bände  zusammen  2  Tblr. 

Einzelne  Bände  werden  in  dieser  wohlfeilen  Ausgrabe  nicht  abg-eg-eben. 

Nach  dem  Urtheile  der  g-ewichtigvlen  Autoritäten  ist  Duhamel's  Cours  de  mecaniq«v> 
de  l'ecole  poly  lechnique  in  seiner  Art  das  vollständig'ste  und  zug'leich  in  seiner  BehandluDps- 
wcise  das  eleganteste  I.«hrbuch  der  analytischen  Mechanik,  welches  die  Litteratur  Oberhaupt  besitzt, 
so  dass  daselbo  schon  seit  Jahren  den  Vorlesung-en  und  dem  Unterrichte  auf  deutschen  Uaiversi- 
täten  und  höheren  technischen  Bildung^sanstalten  im  Origrinal  zu  Grunde  g-elc^l  wird.  —  Die  Ver- 
lag-shandlung-  g-laubte  deshalb  einem  entschiedenen  Bedürfnis  zu  beg-eg-nen,  wenn  sie  eine  deutsche 
Ausg-abe  veranstaltet  hat  und  zwar  in  einer  Bearbeitung^,  welche  sowohl  eine  sor^ßllig-e  und  elc^aale 
üebersotzung-  bietet,  als  auch  das  Orig-inal,  wo  es  nölhig'  ist,  erglänzt  und  benehtigl.  In  dieser  Be- 
ziehung: wird  der  Name  des  Herrn  Professor  Schlömilch  die  vollst&ndigsten  Garantiea  biete». 

DurÖgOi  Dr.  H.,  ordentlicher  Professor  am  Polytechnicum  zu  Prag,  Theorie 
.  der  elliptischen  Functionen.  Versuch  einer  elementaren  Dar- 
stellung. Mit  32  in  den  Text  gedrucklten  Holzschnitten,  gr.  8.   1861. 
geh.  n.  2  Thlr.  20  Ngr. 

,, Trotz  der  hohen  Bedeutung-,  welche  die  elliptischen  Functionen  für  die  grsammte  Analy-ti«, 
Tür  die  analytische  Mechanik  und  selbst  für  die  Zahlentheorie  grewoonen  haben,  existierte  doch  bisher 
kein  Elemeniarichrbuch  derselben  und  der  Jüng-er  der  Wissenschaft  blieb  wie  vor  26  Jahren  darauf  sa 
g-ewiesen,  seine  Belehrung-  aus  den  Quellen  (Logfcndrc,  traite  des  fonctions  elltntiques,  nnd  Jacobi.  fnn* 
damentafunct.ellipt.  nebst  einer,  grrosscn  A  n  zahl  einzelner  Abhandlungen  In  Crelle's  Journal)  zu  schöpfe 
Die  Herausg-abe  des  vorlieg-cnden  Werkes  darf  daher  als  ein  g-lückncher  Gedanke  bexeichaet 
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and  CS  ist  damit  jedenfalls  eine  fühlbare  Lücke  der  Litteratur  zum  Besten  der  Studierenden  ausg^efüllt 

worden. Das  Werk  bietet  renng-,  Ja  hie  und  da  vielleicht  mehr  als  firenug'  für  das  ersle  Studium 

der  genialen  Schöpfung-en  von  Legendre,  Abel  und  Jacobi.    Die  Darstellung  muss  als  sehr  deutlich 
bezeichnet  werden  u.  s.  w."         [Schlömilch,  in  der  Zeitschrift  f.  Mathematik,  1862,  1.  Heft.] 

Durons,  Dr.  H.,  ordentlicher  Professor  am  Polytechnicnm  zn  Prag,  Ele^ 
mente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen 
veränderlichen  Grösse.  Mit  besonderer  Berücksichtigung  der 
Schöpfungen  Kiemann's.  gr.  8.  1864.  geh.         n.  1  Thlr.  18  Ngr. 

,,Ich  möchte^  nach  allen  diesen  Ueberlcgupg-en ,  das  Werk  von  Durcge  allen  Anfltn^ein 
empfehlen,  welche  sich  eine  erste  Kenntniss  der  modernen  mathematischen  Anschauungsweisen 
erwerben  wollen.  Ich  halte  dafür,  es  sei  sehr  zweckmässig*,  dass  der  Lernende  ziemlich  bald  sich 
an  die  Belrachtunr  der  EigcnschaAen  der  Functionen  gewöhnt.  Das  g-ewöhnliche  mathematische, 
mehr  rechnende  Verfahren ,  wird  durchaus  nicht  überflüssig  durch  diese  neuere  Betrachtung-sweise; 
es  lassen  sich  aber  oftmals  dovh  sehr  grosse  Rechnung-en  ersparen;  ferner,  was  sowohl  für  das 
Studium,  als  auch  für  selbstständige  Arbeiten  von  grosstem  Werthe  ist,  die  Möglichkeit  gewisser 
Darstellungen  (als  z.  B.  der  elliptischen  Functionen  durch  die  ^)  lasst  sich  sofort  übersehen;  es 
wird  dadurch  leichter,  den  Faden  einer  g-egebenen  Rechnung',  welche  man  nach.4tudirt,  zu  behalten, 
und  es  kann  viel  zielloses  Rechnen  bei  selbststandigen  Arbeiten  vermieden  werden.  Ich  empfehle 
daher  das  Werk  nochmals  einem  Joden ,  welcher  sich  mit  Ricmann'schen  Arbeiten  vertraut  machen 
will,  zum  Vorstudium."  [G.  Roch,  in  der  Zeitschrift  f.  Mathematik,  1865,  4.  Heft.] 

Fiedler,  Dr.  Wilhelm,  Professor  am  Polytechnikum  zu  Prag,  die  Ele- 
mente der  neueren  Geometrie  und  der  Algebra  der  binären 
Formen.  Ein  Beitrag  zur  Einführung  in  die  Algebra  der  linearen 
Transformationen,     gr.  8.     1862.     geh.  n.  1  Thlr.  14  Ngr. 

Diese  Arbeit  des  rühmlichst  bekannten  Verfassers  ist  aas  dem  Wunsche  entsprungen,  zur 
allgemeineren  Verbreitung  der  Kenntnis  der  von  der  ,, neueren  Algebra"  benutzten  Methode  beizu- 
trag-en,  und  durch  ausfuhrlichere  Darlegrung  der  betreffenden  Theorien  Tür  binäre  Formen  auf 
Salmon*»  Vorleattncen  anr  BinfOhnuiff  in  die  Algebra  der  linearen  fCransformationen  vorzubereiten. 

Fort,  0.,  und  0.  Schlömilch,  Professoren  an  der  Konigl.  polytechnischen 

Schule  in  Dresden,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie. 

Zwei  Theile.    Mit  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.    Zweite 

Auflage,    gr.  8.    1863.    geh.  2  Thlr.  22»/^  Ngr. 

Einzeln: 

I.  Theil.  Analytische  Geometrie  der  Ebene,  von  O.  Fort,   l  Thlr.  7V,  Nf^r. 
II.     >      Analytische  Geometrie  des  Ranmes  von  O.  S  chlömi  Ich.   i  Thlr. 

16  Ngr. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  ist  vorzugsweise  fQr  den  Unterricht 
an  technischen  und  anderen  höheren  Schulen  bestimmt.  Der  ung-etheilte  Beifall,  den  dasselbe  g-c- 
fnnden,  hat  bereits  eine  zweite  Auflage  nöthig-  g-emacht.  Wo  die  fernere  £infUhrung-  beabsichtigt 
wird,  stellt  die  Verlagrshandlung  dem  betreffenden  Lehrer  g-ern  ein  Freiexemplar  behufs  vorheriger 
Prüfung-  zur  Verfugung-. 

Hosse,  Dr.  Otto,  ord.  Professor  an  der  Universität  za  Heidelberg,  Vor- 
lesungen üher  analytische  Geometrie  des  Raumes, 
insbesondere  über  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  gr.  8.    1861.  geh. 

n.  2  Thlr.  12  Ngr. 

,, Ungeachtet  des  bedeutenden  Aufschwunges,  welchen  die  analytische  Geometrie  namentlich 
im  Verlaufe  des  letzten  Vierteljahrhunderts  einerseits  durch  die  Erweiterung  des  Coordinateube- 
e-riffes,  andererseits  durch  die  Fortschritte  der  algebraischen  Methoden,  besonders  in  der  Theorie 
der  Determinanten  und  der  homogenen  Functionen,  genommen  hat,  fehlte  es  doch  noch  bis  vor 
Kurzem  an  einem  Lchrbuche,  welches  geeignet  gewesen  wäre,  den  Studierenden  der  Mathematik 
zur  KinfQhrung  Ip  diese  neueren  Discipiinen  zu  dienen.  Für  die  analytische  Geometrie  der  Ebene 
ist  zu  diesem  Zwecke  den  deutschen  Jüngern  der  Wissenschaft  ein  wichtiges  Hilfsmittel  in  der 
Fiedler'schen  Uebertragung  des  Salmon'schen  Werkes  in  die  iland  gegeben  worden;  für  die  des 
Raumes  wird  die  erwähnte  Lücke  unserer  mathematischen  Literatur  auf  eine  ausgezeichnete  Weise 
durch  das  vorliegende  Lehrbuch  ausgefüllt.  Dass  der  Verfasser  desselben  vor  Allen  berechtigt 
war,  in  diese  Lücke  einzutreten,  dazu  hat  er  sich  den  Anspruch  durch  seine  rüstige  Mitwirkung 
am  Ausbau  sowohl  der  analytisch -reoraetrischen  Methoden,  als  der  hiermit  im  Zusammenhange 
stehenden  Theilc  der  Algebra  erworben ;  ein  Blick  in  die  letzten  zwanzig  Jahrgänge  von  Crelle's 
Journal  wird  genügen,  ihm  diese  Berechtigung  zuzuerkennen.  Gegenüber  der  Stellung  des  Verfassers 
auf  dem  Gebiete  der  Wissenschaft  muss  Referent  von  einer  kritischen  Besprechung  dt's  vorliegenden 
Werkes  absehen,  umsomehr,  als  dieselbe  nur  auf  Anerkennung  des  darin  dargelegten  Talentes  und  der 
Meisterschaft  in  der  Darstellungsweiso  hinauslaufen  könnte.  —  [Folgt  Inhaltsangabe.]  Kür  Leser, 
welche  mit  den  nüthigen  Vorkenntnissen  ausgerüstet,  Zugang  zu  den  neueren  analytisch -eeo- 
metrischen  Theorien  erhalten  wollen,  kann  das  vorliegende  Werk  als  eines  der  wichtigsten  Hilfs- 
mittel bezeichnet  weiden  u.  s.  w."  [0.  Fort,  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik,  1862,  2.  Heft.] 

— —  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der 
geraden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der 
Ebene,     gr.  8.     geh.  n.  1  Thlr.  10  Ngr. 

,,Man  kann  ohne  I'cbertreibung  behaupten,  dass  es  sehr  wenige  Bücher  giebt,  die  auf  dem 
kleinen  Haumo  von  182  Seiten  eine  solche  Fülle  von  Material  in  einer  so  eleganten  und  durrhauü 
klaren  Darstellung  bieten  u.  s.  w."         [Schlömilch,  in  d.  Zeitschr.  f.  Mathcm.  1866.  2.  Hfl.] 


£a>Ill,  Dr.  E.,  Lehrer  der  Physik  an  der  Kriegsschule  in  Dresden,  matbe- 
matiscbe  Aufgaben  aus  der  Pbysik  nebst  Auflösungen. 
Zum  Gebraucbe  böberer  Scbulanstalten  und  zum  Selbstunterricht 
bearbeitet.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzscbnitten. 
2  Tbeile.     gr.  8.     1857.     geb.  n.  1  Thlr.  14  Ngr. 

Einzeln : 

I.  Theil.  Aufgaben,    n.  24  Ngr.  .  II.  Theil.  Auflösungen,    n.  20  Ngr. 

„Je  zahlreicher  und  umfang'licher  man  Aufg-abcn - Sammlung'en  aas  dem  Gebiete  der  reinen 
Malhematik  hesitzt,  desto  seltener  und  verhältnismässig'  weniger  ausführlich  hat  man  sie  für 
angewandte  Mathematik  und  für  Physik.  Insofern  ist  daher  schon  jeder  Beitrag  für  die  speeielle 
Literatur  letzteren  Gegenstandes  als  eine  ebenso  erwünschte  wie  dankenswerthe  Erscheinaog^  aaf 
dem  Btlcheiniarkte  zu  betrachten,  wie  auch  übrigens  der  Verfasser  bei  Bearbeitung-  einer  a«lbftl- 
slandigen  Sammlung  dieser  Art  zu  Werke  gegangen  sein  mag.  Wir  brauchen  indessen  bezüglich 
vorliegender  Sammlung  bei  diesem  einfachen  und  allgemeinen  Urlheile  nicht  stehen  zu  bleiben  vid- 
mehr  wird  Jeder  nach  Einsicht  in  dieselbe  darin  mit  uns  übereinstimmen,  dass  dieselbe  für  des 
Schul-  und  Privalgebrauch  ein  recht  inslructivcs  Hilfsmittel  zur  'Aneignung  und  zum  klaren  Ver- 
ständnis der  Hauptlehrcn  der  Physik  darbietet.  Sie  unterscheidet  sich  zunächst  von  anderen  der- 
artigen Sammlungen,  z.B.  von  der  Fliedner*  sehen,  auch  darin,  dass  der  Gebrauch  der  DifTerenlial- 
und  Integralrechnung  für  einzelne  Beispiele  nicht  ausgpeschlossen  ist,  ohne  iedoch  die  Kenntnis 
dieses  Theiles  der  Mathematik  durchgängig  vorauszusetzen ,  indem  die  Mehrzahl  der  Beispiele  davon 
unabhäng-ig'  gestellt  ist."  [Wi  tzscheU  in  d.  Zcitschr.  f.  Mathem.  1858,  6.  Hefl.] 

Stifflf  ^titMi),  eUmcntc  \)on  ÜRafd&incn  gunac^fl  aU  ein  Scitfaben 
für  (Senjcrbfc^ülcr.  I.  unb  IL  Jlbtl^cilung  in  einem  S3anbc.  3Jlit  31 
litl^ogra^j^icvtcn  lafeln  unb  157  in  ben  Ztxi  ßcbrudtten  ^ofjfci^nittcn. 
3tt?cite  Slugcjabc.  4.  1858.   gel^.  1  Zf^lx.  24  SRgr. 

^röl^ttle^  ^.,  ©imlingcnicuv  unb  beflaütcr  Sanbmcffcr,  ^anbbu^  jum  Hb- 
pedten  öon  6urt)en  auf  ©ifenbabn?  unb  3BeöeItnien.  gür  alle  tjor^ 
iontmcnbcn  SBinfel  unb  SRabien  aufg  ©orcjfättigPe  beregnet  unb  l^erau^^ 
(gegeben.  SSiertc  burd^gefel^enc  Sluflage.  ÜKit  einer  ^igurcntafel.  8. 
1863.   flebunben  18  m^x. 

„Vorstehendes  Taschenbuch,  welches  sich  durch  concise  Form  und  Bequemlichkeit  für  den 
Gebrauch  jedem  praktischen  Geomctcr  und  Ingenieur  empfiehlt,  enthält  alle  diejenig'en  Daten,  welche 
erforderlich  sind,  um  nach  der  Methode,  von  den  Tang^enten  und  Hülfslangentcn  ans  den  Boifen 
zu  bestimmen,  Curven  für  Strassen-  und  Kisenbahnanlag^en  abzustecken.  Die  Einleitung  enthält 
eine  kurze,  dabei  aber  sehr  klare  und  bündige  Instruction  für  die  Ausführung  der  beim  Abstecken 
der  Curven  vorkommenden  gegmetrischen  Operationen,  für  die  Behandlung  der  zu  diesem  Zwecke 
erforderlichen  Instrumente  und  für  den  Gebrauch  der  den  Hauptinhalt  des  Taschenbuchs  bildenden 
beiden  Tabellen.  Von  diesen  Tabellen  enthält  die  erste  die  Werthe  der  Tangente,  Bogeuliare. 
halben  Sehne,  der  Coordinalen  des  Mittelpunktes  i^nd  dessen  Abslandes  vom  Winkelponkt  der 
Curve  für  den  Radius  1000  und  die  Grösse  des  Centriwinkels  von  0  bis  ISO  Grad,  um  2  Minntcn 
jedesmal  wachsend.  Die  zweite  Tabelle  enthält  die  Abscissen  und  Ordinalen  zur  Absetzung-  äqni- 
distanter  Bog-ennunkte  für  alle  vorkommenden  Radien  von  10  bis  10,000.  Mehrfache  Revisionen  be- 
rechtigen den  Herrn  Verfasser,  wie  er  in  der  Vorrede  sag:t,  beide  Tabellen  als  vollkommen  fehler* 
frei  und  zuverlässig  zu  bezeichnen.'*  [Eisenbahnzeitung  1852,  Nr.  S&j 

LindBlÖf,  Dr.  L.,  Professenr  de  Mathematiques  a  Helaingfors,  lei^ons  de 
calcul  des  variations.  Eedig^es  en  coUaboration  avec M. L'abbe 
Moigno.     Paris  1861.    gr.  8.    geb.  n.  1  Tblr.  20  Ngr. 

Mattbiesen,  Ludwig,  Dr.,  Subrcctor  und  Lehrer  der  Mathematik  am 
Gymnasiam  zu  Husum,  die  algebraiscben  Metboden  der  Auf- 
lösung der  litteralen  quadratiscben ,  cubischcn  und  biquadratiscben 
Gleichungen.  Nacb  ihren  Principien  und  ihrem  inneren  Zusammen- 
hange dargestellt.  Erste  Serie,  enthaltend:  Substitutions-Metboden. 
gr.8,     1866.     geb.  15  Ngr. 

Mittheilnngen  d e r  K.  Sachs.  Polytechnischen  Schule  zu  Dres- 
den. Heft  I.  A.  u.  d.  T.:  Versuche  über  den  Kraftbe- 
darf der  Maschinen  in  der  Streichgarnspinnerei  und  Tuch- 
fabrikation, ausgeführt  von  Dr.  Ernst  Hartig,  Lehrer  der  median. 
Technologie  an   der  Kgl.  Polytechn.  Schule.      Unter   Mitwirkung   der 


J 


Polytechniker  Arndt,  Jüngling,  Klien  und  Künzel.    [VIII  u.  72  S. 
mit  11  lithographierten  Tafeln  in  4.  u.  qu.  Folio.]  hoch  4.    geh. 

n.  1  Thlr.  10  Ngr. 

Möller,  Dr.  J.  H,  T.,  Obergchulrath  etc.,  Beiträge  zur  Termino- 
logie der  Griechischen  Mathematiker,  gr.  8.  1860.  geh.   n.  8  Ngr. 

„Es  sind  nur  2%  Druckbogpcn,  welche  der  Verfasser  unter  dem  Tilcl  von  Beiträgren  veröffenl- 
licht,  aber  wer  den  Inhalt  prüft,  wird  über  die  Fülle  erstaunen,  weiche  in  dem  kleinen  Räume  ku- 
sammengfedrangrt  ist  u.  s.  w.''  [Zcitschrifl  für  Mathematik  1860,  6.  Heft.] 

Mreumaim,  Carl,  ord.  Professor  in  Tubingen,  Vorlesungen  über  Rie- 
mann's  Theorie  der  Abel'schen  Integrale.  Mit  zahlreichen  in 
den  Text  gedruckten  Holzschnitten  und  einer  lithographierten 
Tafel,     gr.  8.     geh.  n.  3  Thlr.  20  Ngr. 

Eine  Darstellung'  der  Theorie  dor  Aber»chcn  Inlcffralc,  durch  welche  dieselbe  auch  denen 
verständlich  wird ,  deren  mathematische  Kenntnisse  noch  g-ering*  sind.  Der  Student  welcher  sein  erstes 
oder  seine  beiden  ersten  Semester  einig-ermassen  g-ut  angewendet  hat,  soll  durch  dieses  Buch  in 
den  Stand  gesetzt  werden,  in  das  Innere  jener  schwierigen  und  bis  jetzt  fast  vollständig  unzu- 
g-äng-Iichen  Theorie  sofort  und  mit  vollem  Verständnis  einzudring-en. 

das  Dirichlet'sche  Princip  in  seiner  Anwendung  auf 


die  Riemann'schen  Flächen,     gr.  8.    1865.     geh.  n.  18  Ngr. 

die    Haupt-    und    Brenn-Puncte    eines    Linsen- 


System  es.  Elementare  Darstellung  der  durch  Gauss  begründeten 
Theorie,     gr.  8.     1866.     geh.  15  Ngr. 

Roch,.  Dr.!}.,  de  theoremate  quo  dam  circa  functiönes  Abelianas. 
4.     geh.  n.  6  Ngr. 

Ruetd,  Dr.  C.  &.  Th.,  Professor  und  Geh.  Medicinalrath ,  das  Stcreo- 
scop.  Eine  populäre  Darstellung.  Mit  20  stereoscopischen  Bildern 
in  einer  Beilage,    gr.  8.   1860.    geh.  n.  1  Thlr.  10  Ngr. 

„Der  Verfasser  hat  nicht  blos  das  Wesen  des  Stereoscopes  wie  des  stereoscopischen  Sehens 
behandelt,  sondern  auch  die  psychologischen ,  physikalischen  und  physiologrischen  Vorbegriffe  vor- 
aasg-eschickt.  Kr  hat  die  Erklärung  der  Erscheinungen  durch  Beispiele  erläutert,  und  diese  durch 
eine  beigeg-ebene  Sammlung  von  stereoscopischen  Bildern  vermehrt.  Das  Werk  ist  ebenso  wissen- 
schaftlich als  populär  im  wahren  Sinne  des  Wortes  gpeschrieben ,  und  es  ist  nicht  blos  jedem  Ge- 
bildeten, dem  das  Stereoscop  zur  Unterhaltung-  dient,  sondern  auch  dem  Psychologen,  Physiker 
und  Physiologen  zum  Studieren,  dem  Lehrer  als  Hilfsmittel,  dem  Finanzmann  als  Mittel  zum  Er- 
kennen der  Copien  vom  Orig-inale  und  der  falschen  Werthpapiere  von  echten  anzuempfehlen  *' 

[Lukas,  in  der  ,, Zeitschrift  für  Stereoscopie".  H.  Jahrgang,  Nr.  19.] 

Salmon,  Greorge,  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  neueren  Methoden..  Unter 
Mitwirkung  des  Verfassers  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  Wilhelm 
Fiedler.  Zweite  umgearbeitete  und  verbesserte  Auflage.  I.  Abth. 
gr.  8.     1866.     geh.  ^  n.  2  Thlr. 

,,Es  kann  das  Werk  in  der  vorlieg-enden  Form  der  aufmerksamen  Beachtung  aller  Studie- 
renden der  Mathematik  empfohlen  werden,  welche  auf  möglichst  einfachem  Wege  Zugang*  zu  den 
Resultaten  der  neueren  F'orschungen  auf  dem  Göbiete  der  analytischen  Geometrie  erlangren  wollen; 
dem  Lehrer  der  Wissenschaft  empfiehlt  es  sich,  abgesehen  von  der  vorzüglichen  Methodik  des  Ver- 
fassers, welche  in  der  deutschen  Bearbeitung-  durchaus  nicht  beeinträchtigt  ist,  namentlich  noch 
durch  dio  g-rosse  Menge  von  mehr  als  vierhundert  grossentheils  vollständig  durche-eführten  Anf- 
fraben.«  [0.  Fort,  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  1861,  3.  Heft.*] 

— ^—  Vorlesungen  zur  Einführung  in  die  Algebra 
der  linearen  Transformationen.  Deutsch  bearbeitet  von 
Dr.  Wilhelm  Fiedler,    gr.  8.    1863.    geh.    n.  1  Thlr.  24  Ngr. 

Diese  deutsche  Ausgabe  von  Rev.  George  Salmon 's  ,,I^ssons  introductory  to  the  mo 
dem  higher  Algebra"  ist  In  einigen  PunkteYi  vorändert,  in  andern  erweitert  und  nach  dem  Stande 
der  Entdeckungen  vervollständigt  worden.  Der  Theorie  der  symmetrischen  Determinanten  ist  eine 
V'orlesun^  g'ewidmct,  überhaupt  die  Determinanlenthcorie  vielfach  erweitert,  namentlich  auch  die 
Zahl  der  Beispiele  vermehrt  worden.  Diese  Erweiterung  steht  in  Verbindung  mit  der  vollständigeren 
Behandlung*  uer  Theorie  der  Jacobl'schen  und  derjenigen  der  Ilesse'schen  Determinante,  welche  als 
Beispiele  für  eine  Form  der  Behandlung  gegeben  sind,  die  in  analytischer  Beziehung  unleugbare 
Vorzüge  vor  derjenigren  hat,  durch  die  der  Grundchararter  des  Originals  bestimmt  Ist.  In  der 
l'ebersicht  der  Resultate  der  Theorie  für  die  biquadralischen  lernären  Formen  Ist  auf  die  schonen 
IJntersuchung'en  von  t'lebsch  Bezug*  genommen  und  ein  kurzer  Abriss  der  Resultate  gegeben 
worden,  welche  die  algebraische  Theorie  der  binären  und  ternaren  Formen  für  die  elliptischen Tran- 
scendenten  ans  Licht  gebracht  hat.  —  Das  Buch  schlicsst  sich  in  seiner  Bedeutung*  für  die  mathe- 
matischen Studien  dem  vorhergehenden  Werke  desselben  Verfassers  würdig  an. 


Salmon,  George,  analytische  Geometrie  des  Baumes.  Deutsch 
bearbeitet  von  Dr.  Wilhelm  Fiedler,  ord.  Professor  der  descrip- 
tiven  Geometrie  am  Polytechnicum  za  Prag.  2  Theile.  gr.  8.  1863. 
1865.     geh.  ö  Thlr.  14  Ngr. 

Einzeln: 

I.  Theil:  A.  u.  d.  T.:  Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 

und  die  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades.    Ein  Lohrbnch  für  höhere 

Unterrichtsanstalten,     gr.  8.     geh.  1  Thlr.  24  Ngr. 

II.  Theil:  A.  u.  d.  T.:  Analytische  Geometrie  der  Curven  im  Ramne  und 

der  algebraischen  Flächen,     gr.  8.     geh.  n.  3  Thlr.  20  Ngr. 

„Dio  ansg-ozeichnete  Begabung-  des  Vcrfass4>rK  fQr  die  Darstellung-  analytisch- geometrischer 
ITntcrsnrhungen,  als  auch  dSc  Tiichtig:kcit  des  Herrn  Uebersetzers  sind  so  anerkannt,  dass  es  annÖthiR- 
crschoint,  irgend  elwas  zur  Empfehlung  des  vorliegenden  Werkes  hinzuzufügen.** 

[Lilcrar.  Centralblatt ,  1864,  Nr,  38.] 

ScIlBffler,  Dr.  HormaJUl,  Herzogl.  Braanschweig.  Baurath,  imaginäre 
Arbeit,  eine  Wirkung  der  Centrifiigal-  und  Gyralkraft,  mit 
Anwendungen  auf  die  Theorie  des  Kreisels,  des  rollenden  Bades, 
des  Polytrops,  des  rotirenden  Geschosses  und  des  Tischrückens. 
Mit  23  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten,  gr.  8.  1866. 
geh.  15  Ngr. 

Scholl,  Dr.  W.,  Professor  der  Mathematik  in  Marburg,  allgemeine 
Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung  in  rein  geome- 
trischer Darstellung.  Mit  Holzschnitten,  gr.8.  1859.  geh.  n.  24  Ngr. 

,,Da8  vorliegende  Werkchen  kann  allen  denen,  die  sich  mit  der  geometrisehen  Betrachtungs- 
weise der  wichtigen  Theorie  der  doppelt  gekrümmten  Curven ,  sowie  vieler  anderer  dazu  epehorigt>r 
geometrischer  Gebilde  vertraut  machen  wollen,  nur  bestens  empfohlen  werden.  Sie  werocn  darin 
ein  reiches  Material  fär  dio  Uebnng  in  der  geometrischen  Anscnauung  und  Verbindunfr  jorfiDdeo, 
dass  der  Verfasser  ihnen  in  klarer  und  gedrängter  Darstellung  vor  Augen  gefuhrt.  \Vir  können 
nur  wünschen,  dass  derselbe  dem  wissenschaftlichen  Publikum  seine  weiteren  Untersuchungen  über 
die  hier  behandelten  Gegenstände  in  nicht  femer  Zeit  zur  Kenntnis  bringen  möge.*' 

[Heidelberger  Jahrbücher  1859,  Nr.  38.] 

Schniidt,  Carl  Heinrich,  Professor  an  der  polytechnischen  Schule  in  Stuttgart, 
Lehrbuch  der  Spinnereimechanik.  Mit  einem  Atlas  von  13 
lithograph.  Tafeln,   gr.8.  1857.    (Der  Atlas  quer-Folio).  n.  3  Thlr. 

Dieses  Lehrbuch  der  Spinnereimechanik  beschäftigt  sich  vorzugsweise  mit  dem  theoretischen 
Theile  des  Spinnereifaches.  Es  zcrfUllt  in  vier  Abtheilungcn:  I.  Tlaoha-  und  Wergspinnerei. 
n.  Baumwollspinneret  m.  SohafwoUapinnereL  IV.  Bewegunieaffeaetse  und  Bewasuognntteb«r 
niamen  für  die  Anfwlndung  dea  Vorgamea  —  und  hat  ebensowohl  in  Gewerb-  und  anderen  tech- 
nischen Schulen,  als  auch  unter  den  Praktikern  des  Spinnereifaches  allgemeine  Anerkennung  und 
weite  Verbreitung  gefunden. 

©r^neitlcr,.  Dr.  £♦  g.,  eimlingcmeur,  bie  ^nflvumcntc  unb  aSBcrf- 
gcugc  bei*  ^o^crcn  unb  nicbcrcn  SDic^funft,  fotpic  bcr  acomc-- 
trifd^cnäcic^cnfunft,  i^vcS^coric,  ßonftructiou,  ©ebrauc^  unb  Prüfung. 
ÜRit  236  in  ben  Scrt  gebrucftcn  ^ot^fc^nittcn.  SJicrtc  fe^r  tjcrbcfferte 
unb  tjcrmel^vte  Sluflaflc.   gr.  8.   1861.    gc^.  1  Zi)lx,  15  %yt. 

; Scl^rbuc^  bcr  gcfammtcn  2Rc6funjl  ober  ^BarpcKunß  ber 

Sl^coric  unb  ^rari^  beä  ^clbmcffcn^,  ?lit)cnircnS  unb  §6^enmcffcni?, 
bcr  militarifci^cn  Slufnal^mcn  (janjcr  Sanbcr,  fotoie  bcr  cjeomctri((^cn 
Bcic^cnfunft.  ^\xm  Sclbflflubium  unb  Untcrrtd&te  bearbeitet,  dritte  toer« 
beffertc  Kuflaöc.   SKit  225  §o($fd)nitten.  gr.  8.   1861.  ge^.      2  I^Ir. 

Die  geodätischen  Werke  Schnei ller's  entsprechen  so  sehr  einem  praktischen  Bedürfnis««, 


besserte.  Insliosondere  ist  der  ganze  Abschnitt  ,,Ni  velliren"  durch  Herrn  Regieningsconducteur 
Stocken  in  Breslau  vollständig  neu  bearbeitet  und  damit  das  Buch  gerade  in  einer  Partie  erweitert 
worden,  deren  genauo  Kenntnis  in  unserer  Zeit  von  besonderer  Bedeutung  für  die  grossartigen 
lindes -Meliorationen  (Bruch-  und  Moorbaulen,  Drain- Anlagen)  ist.    Der  Preis  ist  ausserordentlich 

hillig. 

Schneitier,   Dr.  C.  F.,    und   Julius  AndrÖe,   Civilingenicnrs,    Samm- 
lung   von     Werkzeichnungen     landwirthscbaftlicher 


Maschinen  und  Geräthe  nebst  äasftihrlichen  Beschreibungen. 
7  Hefte.  Mit  42  Tafeln  in  gr.  Royal-Fol.  Text  in  4.  1853—1857. 
geh.  n.  38  Thlr. 

Einzeln : 

I.  Heft,  die  Drainröhren-  und  Ziegelpressen  auf  7  Foliotafeln:  1)  Randell  und 
Sanders  Thonröhrenpresse  mit  mecnanischer  Abschneide -Vorrichtung;  2)  Drainröhccn- 
prcsse  von  Eg-ells  in  Berlin;  2()  Doppeltwirkende  Drainröhrenpresse  von  J.  Whitehead 
m  Preston;  4)  Drain  röhren  presse  von  J.  Williams  in  Bedford;  5)  Dop  pcl  wirkende  Drain- 
röhrcnprcssc  von  Borie  Freres  in  Paris;  6)  Drain  röhrenpresse  von  Mundscheid  in 
Malapane;  7)  einfache  englische  Röhrenpresse.     1853.  n.  6  Thlr. 

11.  Heft,  mit  6  Tafeln:  1)  Verbesserte  Flachs  -  Brcchmaschine  von  Kuthe;  8)  Flachsschwinge- 
Maschine  von  J.  Biicklers;  3)  Patentirter  Apparat  und  Verfahren  der  Flachs- Dampfröste 
von  Watt  in  Irland;  4)  £.  Kaemmerer's  Universal- Säe -Maschine.    18&3.      n.  6  Thlr. 

III.  Heft,   mit  6  Tafeln:   1)  Transportabler  Cylindergöpcl   von    Barret,  Exall  u.  Andrews 
,  in   Reading;    2)  transportables   deutsches  Rosswerk;    3)  Häckselschncidc- Maschine    nach 

Gillet;  Schrotmühle  mit  Stahlwalzen.    1854.  '  n.  6  Thlr. 

IV.  Heft  oder  II.  Serie  1.  Heft,  mit  6  Tafeln:    1)  Englische  Dreschmaschine;   2)   Salmon's 
Häckselschneide -Maschine;  3)  Bedford -Eggen.    1855.  n.  6  Thlr. 

V.  Heft,  oder  II.  Serie  2.  Heft,  mit  6  Tafeln:  Thonschlemmerei  zu  Joachimslhal;  Göpel  von 
Pia  et;  Romaine*s  Dampferabo -Maschine.    1856.  n.  6  Thlr. 

VI.  u.  VII.  (Doppcl)Heft,  oder  11.  Serie  3.  u.  4.  Heft,  a.  u.  d.  T. :  Die  neueren  Dampfcultur- 
Geräthc  und  Dampfpflüge  Englands.    Von  Dr.  C.  F.  Sehn  eitler.    Mit  11  Tafeln.    1857. 

n.  8  Thlr. 
Heft   1--8  herausgegeben  von  C.  F.  Schneitier,  Heft  4—7  oder  II.  Serie  1—4.  Hea 
von  C.  F.  Schneitier  und  J.  Andröe. 

@^neitler,  Dr.  g*  g*,  unb  3ulitl8  Slnbtee,  eitjU« Suöcmeur« ,  bic  ncue^ 
rcn  unb  njic^tigercn  (anbn)irt^fd)aftnd)cn  DJiafc^incn  unb 
©Cratae,  il^rc  Z^toxit,  ßonftruction,  SBirfung^lDcifc  unb  3lnttjcnbung. 
©in  $anbbud^  bcr  lanbnjirtl^fc^af Hieben  3Jlafc^incn=  unb  ©eultl^ctnnbc 
gum  ©elbjlflubium  unb  Untenid^t.  3Kit  350  in  ben  Scrt  gcbrudftcn 
^olgf^nittcn.    gr.  8.  .  18G2.    gcl^.  3  X^lr. 

„Das  neueste  und  vollständigste  Buch  über  landwirthschaftliche  Maschinen  und  Geräthe^ 
welches  durch  seine  vozOglich  klaren  und  anschaulichen  Abbildungen  wie  durch  seinen  gediegenen 
beschreibenden  Text  die  vollste  Anerkennung  bei  allen  gefunden  hat,  die  als  Landwirthe  oder  Tech- 
niker mit  den  landwirthschafllichen  Maschinen  und  Goräthen  sich  näher  bekannt  zu  machen  Ver- 
anlassung haben.  Wir  können  nur  wiederholen,  dass  wir  es  hier  mit  einem  gediegenen, 
der  wärmsten  Emp  fehlung  werthen  Werke  zu  thun  haben.  Alle  Landwirthe,  welche  den 
Fortschritt  in  ihrem  ehrenwertnen  Berufe  mit  Freuden  begrüssen,  können  ,, diese"  Maschinen- 
und  Geräthe-  Kunde  gar  nicht  entbehren,  und  legen  wir  besonders  auch  allen  Mitgliedern  unseres 
V^ereins  die  Anschaffung  desselben  ans  Herz." 

[landwirthschaftliche  Mittheilungen  (N  eu  ha  1  den  sieben)  1859,  Nr.  4.] 

@d|irÖirter/  3t  ©♦,  fa^Hd^c  Einleitung  jum  grünblid^cti  Untere 
r.ic^t  in  bcr  3llgcbra.  dla^  Scifpielcn  ani  bcn  in  ÜRcicr  §irfd^'^ 
©ammlung  enthaltenen  ©leic^ungcn  unb  3lufgaben.  gr.  8.  1850.  gc^. 

1  I^lr.  9  SRgr. 

Neben  einer  sehr  klaren  Darstellung  der  algebraischen  Lehrsätze  enthält  das  Buch  ausführ« 
liehe  Auflösungen  aller  in  Meyer  Hirsch's  Sammlung  enthaltenen  algebraischen  Aufgaben,  welche 
dasselbe  vorzugsweise  zum  Selbstunterricht  in  der  Algebra  geeignet  machen. 

Stamm,  Emst,  theoretische  und  praktische  Studien  üher  den  Self- 
actor  oder  die  selbstthätige  Mule- Feinspinnmaschine.  Aus  dem 
Französischen  übersetzt  von  Ernst  H artig.  Mit  einem  Vorwort 
von  Dr.  J.  A.  Hülsse,  Director  der  polytechnischen  Schule  in  Dresden. 
Mit  10  Kupfertafeln  (in  qu.-Fol.  u.  Imp.-Fol.)  I.  Heft:  Text. 
II.  Heft:  Kupfertafeln,     gr.  4.    1862.    geh.  n.  4  Thlr. 

Der  Herr  Verfasser  vorliegender  Schrift  sprach  ^egen  mich  den  Wunsch  aus.  dieselbe  in 
Deutschland  einzuHihren;  ich  konnte  diesem  Wunsche  um  so  bereitwilliger  entsprecnen,  als  die 
Schrift  selbst  für  eine  wesentliche  Bereicherung  der  im  Fache  der  Spinnereimechanik  ohnehin  nicht 
sehr  zahlreichen  Literatur  zu  erachten  ist,  und  sich  auf  eine  mechanische  Vorrichtung  erstreckt, 
welche  mit  jedem  Ta^e  grössere  Bedeutung  erhfilt  und  an  deren  Vervollkommnung  und  Nutzbar- 
machung für  andere  Spinnstoffe  als  Baumwolle  auch  deutsche  Werkstätten  sich  wesentlich  bcthei- 
iigcn,  den  Gegenstand  selbst  aber  in  einer  Art  behandelt,  welche  auch  für  den  der  höheren  Mathe- 
matik nicht  kundigen  ein  Verständnis  sulässt.  Ich  erlaube  mir  daher  Alle,  welche  sich  für  das 
Spinnereifach  interessieren,  auf  die  in  dieser  Schrift  enthaltenen  neuen  und  eingehenden  Betrach- 
tungen über  die  Wirksamkeit  der  einzelnen  Mechanismen  des  Selfactors  und  über  die  Mittel,  durch 
welche  einzelnen  Fehlern  in  dem  Producte  des  Selfactors  abgeholfen  werden  kann,   hinzuweisen. 

Dr.  J.  A.  HQlsse  in  Dresden. 


